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PRZEDMOWA v

PRZEDMOWA

Skrypt oparty jest na semestralnych wyktadach z topologii pro-
wadzonych przeze mnie w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu
Wroctawskiego i przeznaczonych dla studentéw sekcji ogdlnej i zasto-
sowan matematyki oraz studiéw zaocznych. Obecnie wyklad ten jest
zakodowany pod nazwa, Wstep do topologii A. Obejmuje on omowienie
i przeglad podstawowych pojeé¢ i twierdzen topologicznych, wystepu-
jacych na co dzien w réznych dziatach matematyki i ogranicza sie w
zasadzie do przestrzeni metrycznych. Ogdlne przestrzenie topologiczne
sa, tu jedynie wzmiankowane.

W stosunku do realiow zywego wyktadu skrypt proponuje nieco
rozszerzona wersje materialu, ktéra mozna zaproponowa¢ ambitniej-
szej grupie studenckiej. Wedlug mojego doswiadczenia minimum pro-
gramowe, ktére jest do zrealizowania w ciagu semestru moze pominaé
takie zagadnienia, jak iloczyny kartezjanskie nieskonczenie wielu prze-
strzeni metrycznych, dowody niektérych trudniejszych twierdzen i za-
dania o charakterze teoretycznym.

Wyktad Wstep do topologii (A) i skrypt maja charakter “stuzebny”
w stosunku do innych dzialéw matematyki. W zwiazku z tym pominiete
sa, prawdziwe problemy, ktorymi zajmuje sie dziedzina matematyki
zwana topologia. Studenci zainteresowani ta dziedzina powinni siegnaé
po podreczniki wprowadzajace, z ktorych w jezyku polskim szczegdlnie
godne polecenia, moim zdaniem, sa: [ES], [E],[Ku], [D].

Niniejszy skrypt w zadnym wypadku nie rosci sobie pretensji do
oryginalnosci zawartego materiatu. Podobienstwa do innych tekstow
sa, w nim czeste i naturalne.

Bede niezmiernie wdzieczny czytelnikom za wszelkie uwagi kry-
tyczne, ktére moga, sie przyczynié¢ do ulepszenia kolejnych wersji skryptu.

Pawel Krupski
Grudzien 2000






ROZDZIAY 1

Pojecie przestrzeni metrycznej

DEFINICJA 1.1. Dowolny niepusty zbiér X z funkcja p: X x X —
[0, 00), speliajaca nastepujace trzy warunki

M1: p(z,y) =0< =y,

M2: p(z,y) = p(y, z),

M3: p(z,2) < p(z,y) + p(y, 2),
dla dowolnych z,y, z € X, nazywamy przestrzeniq metryczna i ozna-
czamy symbolem (X, p). Funkcje p nazywamy metryka w X, elementy
zbioru X—punktami, a wartosé¢ p(z, y)—odlegtoscia miedzy punktamsi
x,y w przestrzeni metrycznej (X, p). Warunek M3 zwie sie nierdwno-
sciq trojkata.

Jesli rozwazamy przestrzen metryczna z ustalona jedna metryka p,
to zamiast pisaé (X, p), bedziemy po prostu pisaé X.

S/redmcq niepustego podzbioru A przestrzeni metrycznej (X, p) jest
liczba diam A = sup{p(z,y) : =,y € X}, jesli rozwazany kres gérny
istnieje; mowimy wtedy, ze zbior A jest ograniczony. W przeciwnym
wypadku piszemy diam A = oc.

PRZYKLAD 1.1. PRZESTRZEN DYSKRETNA. W dowolnym zbiorze
niepustym X mozna okresli¢c metryke po; przyjmujaca, wartos¢ 0 na
kazdej parze punktéow rownych oraz 1 na pozostalych parach punktow.
Przestrzen metryczna (X, po1) nazywamy przestrzenia, dyskretna.

PRZYKEAD 1.2. PRZESTRZEN UNORMOWANA.

Przestrzen unormowana jest to przestrzen liniowa X (dla prostoty—
nad R), w ktérej okreslona jest norma || - || wektoréw, tj. funkcja
|| -] : X — [0, 00) majaca nastepujace wlasnosci:

(1) [|x]|=0<x=0
(2) [lox|| = |af|x|
B3) x4yl < lIxl + llyll
dla dowolnych wektoréow x,y € X i skalara a € R.

Przestrzen taka oznaczamy symbolem (X, - ). Przy pomocy
normy okreslamy latwo metryke p w X wzorem p(x,y) = [|[x — y|l.

1



2 1. POJECIE PRZESTRZENI METRYCZNEJ

Przyktadami najczesciej spotykanych w matematyce przestrzeni unor-
mowanych sa przestrzenie euklidesowe, przestrzen Hilberta [y lub roz-
nego rodzaju przestrzenie funkcyjne. Niektére z nich oméwione sa
ponizej.

PRZYKLAD 1.3. PRZESTRZEN EUKLIDESOWA.

Jest to n-wymiarowa przestrzen unormowana R™ z norma, euklide-
sowq dana, wzorem

gdzie x = (21,...,2,) € R". Wobec tego metryka euklidesowa w R"™
dana jest wzorem

pe(x,y) =[x —ylle =

Zauwazmy, ze odlegtosé euklidesowa dwdéch punktéw oznacza geome-
trycznie dlugos¢ odcinka prostoliniowego miedzy nimi.

PRzZYKLAD 1.4. W przestrzeni liniowej R" rozwaza sie czesto dwie
inne normy:
(1) Iells = 220 Jal,
(2) (%[l = max{[za],. .., |znl},
gdzie x = (z1,...,x,) € R", prowadzace odpowiednio do metryk

(1) ps(x,y) = lIx = yls,

(2) pm(%,¥) = [IX = ¥llm-
Obie metryki sa rownowazne metryce euklidesowej, o czym bedzie
mowa w dalszej czesci. Ich interpretacja geometryczna jest jasna.

PRZYKLAD 1.5. METRYKA CENTRUM. W R" okreslamy odleglos¢
punktéw wzorem

pe(x,y) = pe(X,y) gdy 0,x,y sa wspolliniowe,
o x|l + |l¥lle W przeciwnym razie.

Mozna podawaé wiele interpretacji fizycznych, w ktorych punkty ma-
terialne moga, sie porusza¢ wytacznie po promieniach wychodzacych z
“centrum” 0 i wtedy metryka p. w sposob naturalny mierzy odlegtosé
punktéw. Przemawia do wyobrazni przyktad miasta (lub kopalni), w
ktérym wszystkie ulice (chodniki) schodza sie promieniscie do rynku
(centralnego szybu). Metryke p. nazywa sie czasem metryka, “centrum”
lub metryka, “jeza” z kolcami, bedacymi promieniami wychodzacymi z
0.
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PRZYKLAD 1.6. METRYKA RZEKA. Na plaszczyznie okreslamy od-
leglos¢ punktow x = (21, 72),y = (y1,92):

P (X y) _ Pe(X,Y) gdy 1 = Y1,
o |zo| + |1 — 11| + |y2| W przeciwnym razie.

Taka odleglo$¢ staje sie naturalna w dzungli amazonskiej, gdzie jedy-
nymi dostepnymi szlakami sa, proste Sciezki wydeptane przez zwierzeta
do rzeki (prosta x5 = 0) i sama rzeka.

Dwie ostatnie metryki okaza, sie nieréwnowazne metryce euklideso-
wej.

PRZYKEAD 1.7. Na sferze S? = {x € R? : ||x||. = 1} okredlamy
odlegtosé geodezyjna, p(x,y) jako dlugos¢ niedtuzszego tuku kota wiel-
kiego od x do y.

PRZYKELAD 1.8. PRZESTRZEN HILBERTA

o0

lo ={(x1,29,...) ER>: 2:(351)2 < o0}

i=1
Jest to przestrzen unormowana z norma,

gdzie x = (21, x9,...) € l. Mozna ja uwazaé za nieskonczenie wymia-
rowy odpowiednik przestrzeni euklidesowych.

PrRzZYKLAD 1.9. KOSTKA HILBERTA (). Jest to podzbiér przes-
trzeni ly postaci

1
Q:{(.Tl,xg,...) : |231| < ;}7
z metryka okreslong takim samym wzorem, jak w [5.

PRZYKLAD 1.10. PRZESTRZEN B(X,Y).

Jesli X jest dowolnym zbiorem niepustym, a (Y, p)—przestrzenia,
metryczna, to w zbiorze B(X,Y') wszystkich funkcji f : X — Y ograni-
czonych, to znaczy takich, ze diam f(X) < oo, wprowadzamy metryke

psup(f59) = sup{p(f(z),g(z)) : x € X}

(metryka ta zwana jest metryka zbieznosci jednostajnej). W przy-
padku, gdy Y jest przestrzenia unormowana, z norma || - ||, réwniez
B(X,Y) staje sie w naturalny sposéb przestrzenia unormowana, mozna
bowiem dodawac funkcje i mnozyc je przez skalary rzeczywiste, a norme



4 1. POJECIE PRZESTRZENI METRYCZNEJ

funkeji f okresla wzér || f||sup = sup{||f(z)| : x € X}. Odleglosé¢ funk-
cji w tej metryce szacuje réznice miedzy ich wartosciami.

PRZYKLAD 1.11. PRZESTRZEN C}.

Okreslamy C; = {f : [0,1] — R : f jest ciagla}. Jest to prze-
strzer unormowana z normsa, || f||; = fol |f(x)|dz. Odlegtosé dwoch fun-
kcji w metryce otrzymanej z tej normy jest polem obszaru pomiedzy
ich wykresami.

PRZYKEAD 1.12. PRZESTRZEN ZMIENNYCH LOSOWYCH

W rachunku prawdobodobienstwa rozwaza sie zbior X zmiennych
losowych okreslonych na przestrzeni zdarzen elementarnych E, w ktorej
dane jest prawdopodobienstwo P. W X mamy naturalna relacje row-
Nnowaznosci:

[~ge PHreE: f(2) #g(x)}) =0.

Relacja ta utozsamia zmienne losowe réwne prawie wszedzie, tzn. réwne
z prawdopodobienstwem 1. W zbiorze X klas abstrakcji relacji ~ wpro-
wadzamy metryke wzorem:

p([f1;19]) = supeso P({ 2 € E - [ f(2) — g(z)] = €}).

Odleglos¢ ta szacuje prawdopodobienstwo zdarzen, ze zmienne losowe
f, g réznia sie o pewna wielko$¢ dodatnia,.



CWICZENTA
Cwiczenia
(1) Sprawdzi¢, Zze normy i metryki opisane przykladach w rozdziale 1,
rzeczywiscie spelniaja warunki definicji normy i M1-M3 definicji
metryki.

(2) Sprawdzi¢, czy nastepujace funkcje sa metrykami w podanych zbio-
rach:

(a) ¢'(p,q) = min(1, p(p, q)), gdzie p,q € (X, p).

(b) Ap,q) = 251, gdzie p,q € (X, p).
(c) p(m,n) = |;; — 3|, m,n €N.

m







ROZDZIAt 2
Kule i granice ciaggéw

Kule i granice ciagéw sa podstawowymi pojeciami dla przestrzeni
metrycznych.

DEFINICIA 2.1. Kulg o Srodku (wokdt) p i (o) promieniu r > 0 w
przestrzeni metrycznej (X, p) nazywamy zbior

K(p;r)={z € X :p(p,z) <r}.

Kulg uogdlniona wokol podzbioru A C X o promieniu r nazywamy
zbior K(A;r) ={zx € X : (Ja € A)p(x,a) <r}.

Kula K (p;r) zawiera wiec punkty w przestrzeni X lezace blizej niz
r od punktu p w sensie metryki p. Zauwazmy, ze srodek kuli zawsze do
niej nalezy i ze jesli dwie kule maja ten sam $rodek, to kula o mniejszym
promieniu zawiera sie w kuli o promieniu wiekszym.

Kula uogélniona K (A;r) jest za$ suma wszystkich kul o $rodkach
nalezacych do zbioru A i promieniach 7.

W przestrzeni dyskretnej (Przyklad 1.1) kulami sa zbiory jedno-
punktowe (dla promieni < 1) badZ cala przestrzen (gdy promien jest
> 1).

Na ptaszczyznie euklidesowej kulami sa otwarte kota, w przestrzeni
euklidesowej R? sa nimi geometryczne otwarte kule, itd.

W przestrzeni B(R,R) (Przyklad 1.10) kula wokét funkeji f o pro-
mieniu r jest zbidér wszystkich funkcji, ktorych wykresy leza w pasie
szerokosci 2r wokdt wykresu f.

Warto samodzielnie znalezé postacie kul w innych przykitadach z
rozdziahu 1 (zob. Cwiczenia).

Nastepujace stwierdzenie wyraza istotna wlasnosé kul w dowolnej
przestrzeni metrycznej (Xp).

STWIERDZENIE 2.1. Jesliy € K(x;r), to istnieje liczba v’ > 0 taka,
ze K(y;r') C K(z;r).
DOwWOD. Przyjmijmy ' = r — p(x,y). Wtedy 7 > 0 oraz jeshi

z € K(y;r'), to p(z,x) < p(z,y) + ply,z) < " +r—1r" = r, wiec
z € K(x;r). O
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Dobrym ¢wiczeniem wykorzystujacym nieréwnosé tréjkata dla me-
tryki jest dowdd nastepujacego faktu.

STWIERDZENIE 2.2. Podzbior przestrzeni metrycznej jest ograni-
czony wtedy i tylko wtedy, gdy jest zawarty w pewnej kuli w tej przes-
trzens.

Terminologia dotyczaca ciagéw w przestrzeniach metrycznych jest
taka sama, jak w analizie matematycznej. Ciggiem punktéw w przes-
trzeni metrycznej (X, p) nazywamy, jak zwykle w matematyce, dowolna
funkcje n +— x, okreélona na zbiorze N o wartosciach w X; stosujemy
standardowe oznaczenia ciagéw: (z,)nen lub (21, x9,...).

Podciag (xn, )ken ciagu (T,)nen jest to ciag punktéw ciagu (,)nen
taki, ze (nq,ng,...) jest podciagiem rosnacym ciagu (1,2,...).

Moéwimy, ze prawie wszystkie punkty ciagu (x,),eny maja pewna,
wlasnosé, gdy istnieje liczba naturalna ng taka, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > ng punkt z, ma te wlasnos¢. Na przyklad méwimy, ze
ciag jest prawie staly, gdy r,, = Tn,+1 = ... dla pewnego wskaznika
ng.

DEFINICJA 2.2. Punkt = € X jest granicq ciagu (z,)nen W przes-
trzeni metrycznej (X, p), gdy lim, o p(x,,x) = 0.

Piszemy wtedy lim x,, = z lub z, — z, a o ciagu (z,)peny méwimy,
ze jest zbiezny (do x) w przestrzeni metrycznej (X, p).

STWIERDZENIE 2.3.

(1) Ciag zbiezny w dowolnej przestrzeni metrycznej ma doktadnie
jedna granice.

(2) Kazdy podciag ciagu zbieinego jest zbiezny do tej samej gra-
nicy, co calty ciag.

DowOD. Zalézmy, ze limx, = x oraz limz, = 2’ w przestrzeni
(X, p). Wtedy p(z,2") < p(x, z,) + p(xn, 2'), a poniewaz lim p(x, z,,) =
lim p(2', z,,) = 0, wiec p(z,2") =0, czyli z = .

Wiasnosé (2) wynika wprost z definicji granicy.

O

W przestrzeni dyskretnej jedynymi ciagami zbieznymi sa, ciagi pra-
wie stale. W przestrzeni funkcyjnej B(X,Y") zbieznos$¢ ciagu funkeji
oznacza ich zbieznos¢ jednostajna,.

Pojeciem zblizonym do granicy ciagu jest pojecie punktu skupienia
zbioru.

DEFINICJA 2.3. Punkt x € X jest punktem skupienia zbioru A C X
w przestrzeni X, gdy x jest granica ciagu punktow z A réznych od z.
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Cwiczenia

(1) Narysuj kule o srodku p i promieniu  w metrykach p,, pe, pm, ps na
plaszczyznie, okreslonych w poprzednim rozdziale, gdzie
(a) p= (070)7T =1,

(b) p=(1,1),r=1,r=2.

(2) Udowodnij stwierdzenie 2.2.

(3) Udowodnij, ze suma skonczenie wielu kul przestrzeni metryczne;
jest w niej podzbiorem ograniczonym.

(4) Niech S? = {(z,y,2) € R® : 2% + y* + 2* = 1} bedzie sfera w
przestrzeni euklidesowej R?, a (p,) C S? ciagiem zbieznym do p €
R3. Czy p € S? ? Do kazdego punktu g € S? dobierz ciag (q,) C
R3 \ S? zbiezny do gq.

(5) Znajdz wszystkie punkty skupienia zbioru

1 1 1
{—+—+—:m,n,k€N}.

n m k






ROZDZIAY 3

Ré6zne typy zbioréw. Podprzestrzenie

DEFINICJA 3.1. Podzbiér A C (X, p) nazywa sie zbiorem otwartym
w przestrzeni X, gdy A jest suma, pewnej ilosci kul w X. Dopelnienie
zbioru otwartego w X nazywa sie zbiorem domknietym w X. Jesli zbiér
U C X jest otwarty w X i z € U, to U nazywa sie otoczeniem punktu
r w przestrzeni X.

Zauwazmy, ze zbiorami otwartymi sa, miedzy innymi, pojedyncze
kule, cala przestrzein X (suma wszystkich kul) i zbiér pusty (suma
pustej rodziny kul). Zatem przestrzeri X i zbidr pusty sa jednoczesnie
przyktadami zbioréw domknietych.

Zwréémy tez uwage, ze w przestrzeni, ktéra nie jest dyskretna,
istnieja podzbiory, ktére nie sa ani otwarte, ani domkniete—inaczej
moéwiac, zbior, ktéry nie jest otwarty, nie musi by¢ domkniety (czesto
popemiany blad logiczny!).

Rodzing wszystkich podzbioréw otwartych przestrzeni X nazywamy
topologiq przestrzeni X generowana, przez metryke p.

Podstawowe wlasnosci mnogosciowe zbioréw otwartych (domknie-
tych) wyrazaja sie w nastepujacym stwierdzeniu.

STWIERDZENIE 3.1.

(1) Suma (przekréj) dowolnej ilosci podzbiorow otwartych (dom-
knietych) jest podzbiorem otwartym (domknietym) przestrzeni.
(2) Przekrdj (suma) skoriczenie wielu podzbioréw otwartych (dom-
knietych) jest podzbiorem otwartym (domknietym) przestrzeni.

DowOD. Pierwsza wlasnos$é zbioréw otwartych wynika natychmiast
z ich definicji, jako sumy kul. Dowdd drugiej opiera sie na Stwierdze-
niu 2.1. Wynika z niego, ze przekrdj dwdch kul jest zbiorem otwar-
tym (nie musi by¢ kula!), gdyz jesli z € K(z;7) N K(y;r'), to istnieja,
kula K(z;s) C K(x;r) oraz kula K(z;¢') C K(y;r'); wtedy, jesli
t = min(s,s’), to K(z;t) C K(x;r) N K(y;r")—widzimy wiec, ze
przekrdj K(x;r) N K(y;r') jest suma takich kul K(z;t), gdzie z €
K(z;r) N K(y;r').

Jesli teraz U; 1 Us sa podzbiorami otwartymi, to ich przekrdj jest
suma, przekrojow K (z;r) N K (y; 1), gdzie K (z;7) C Uy, K(y;7") C Us,

11



12 3. ROZNE TYPY ZBIOROW. PODPRZESTRZENIE

ktore sa zbiorami otwartymi, a wiec jest on zbiorem otwartym. Przez
prosta indukcje wnioskujemy, ze przekrdj skonczonej ilosci zbioréw ot-
wartych jest otwarty.

Odpowiednie wiasnosci zbioréw domknietych wynikaja z wlasnosci
zbiorow otwartych poprzez prawa de Morgana. Na przykiad, jesli
{F,} er jest dowolna rodzing podzbioréw domknietych przestrzeni X,
to przekroj

(WE, 7 eT} =X\ (X\F):yel} =X\ | J{X\F:yel}

jest domkniety, bo jest dopelieniem zbioru otwartego

L H{X\F yeT)
O

Podstawowymi operacjami topologicznymi wykonywanymi na do-
wolnych podzbiorach przestrzeni metrycznych sa operacje wnetrza i
domkniecia.

DEFINICJA 3.2. Wnetrzem int A podzbioru A C X w przestrzeni
X jest maksymalny zbiér otwarty w X zawarty w A. Inaczej mdéwiac,
int A jest suma wszystkich zbioréw otwartych w X zawartych w A.

Skrot int pochodzi od taciniskiego stowa interior.

Zauwazmy, ze zbior A jest otwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy
jest réwny swojemu wnetrzu.

Zbior A moze mie¢ wnetrze puste—nazywamy go wtedy zbiorem
brzegowym w X . Przyktadami takich zbioréw sa zbioér liczb wymiernych
oraz zbior liczb niewymiernych na prostej euklidesowej.

DEFINICJA 3.3. Domknieciem clxy A podzbioru A C X w przes-
trzeni X jest minimalny zbiér domkniety w X, zawierajacy A. Innymi
stowy, clx A jest przekrojem wszystkich zbioréw domknietych w X,
zawierajacych A.

Jesli wiadomo, ze rozpatrujemy domkniecie w ustalonej przestrzeni
metrycznej X, to zamiast clyx piszemy po prostu cl.

Oznaczenie cl jest skrotem angielskiego stowa closure.

Wida¢é, ze zbiér A jest domkniety w X wtedy i tylko wtedy, gdy
A =clA.

STWIERDZENIE 3.2. Kazdy podzbior A przestrzeni X spetnia naste-
pujace warunki:
(1) cl® =0.
(2) ACclA.
(3) cl(clA) = cl A.
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(4) cl(AUB) =clAUclB.

DowOD. Pierwszy warunek wynika z domknietosci zbioru pustego,
a drugi wprost z definicji domkniecia. Warunek (3) jest konsekwencja
definicji domkniecia i obserwacji, ze cl A jest zbiorem domknietym
zawierajacym A.

Poniewaz cl A i cl B sa domkniete, wiec ich suma tez, przy czym
AUB CclAUcl B, skad cl(AUB) C cl AUcl B. Na odwr6t, zaréwno
A C cl(AUB), jak i B C cl(AU B), wigc clA C cl(AU B) oraz
cl B C cl(AU B), bo cl(AU B) jest domkniety. O

Jesli clA = X, to A nazywa sie zbiorem gestym w X. Zaréwno
liczby wymierne, jak i niewymierne stanowia przyktady zbiorow gestych
na prostej euklidesowe;j.

STWIERDZENIE 3.3. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni (X, p).

(1) z € cl A wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazde otoczenie punktu x w
X przecina zbior A.

(2) x € cl A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (T, )nen taki, ze
T, € A, dla wszystkich n € N, oraz limzx,, = x.

(3) int A= X \cl(X\A)

(4) Zbior A jest brzegowy w przestrzeni X wtedy i tylko wtedy, gdy
jego dopelnienie X \ A jest zbiorem gestym w X.

DowOD.

(1) Istnienie otoczenia U punktu x, ktére nie przecina zbioru A
jest réwnowazne temu, ze x nie nalezy do zbioru domknietego
X\ U, zawierajacego A, wiec x nie nalezy do cl A. Na odwrét,
jesli @ ¢ clA, to U = X \ clA jest otoczeniem punktu z
roztacznym z A.

(2) Zalézmy, ze x € cl A. Wtedy, na podstawie wlasnosci (1),
kazda kula K (z; %), n € N, zawiera pewien punkt z A—oznacz-
my go przez o,. Ciag (z,)nen jest zbiezny do z, bo p(x, z,) <
%, wiec lim,, . p(z,z,) = 0. Na odwrét, jesli lim p(z, x,) =
0,2, € AiU jest otoczeniem z, to istnieje kula K (z;7) C U,
a w niej znajduja sie prawie wszystkie punkty x,. Znowu z
whasnosci (1) wynika, ze x € cl A.

(3) Zbiér X \ int A jest domkniety i zawiera X \ A, wiec

(X \ A) C X\ int A,

skad
int AC X \cl(X\A).
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7, drugiej strony
X\ACc(X\A),
czyli zbiér X \ cl(X \ A) jest otwarty i zawarty w A, zatem

zawiera sie w int A.
(4) Te réwnowaznosé¢ otrzymujemy od razu ze wzoru (3).

7 powyzszego stwierdzenia wynika praktyczna uwaga:

UWAGA 3.1. Zbiér A C X jest domkniety w przestrzeni X wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu punktow z A zbieznego w X
jego granica nalezy do A.

DEFINICJA 3.4. Podzbiér Y przestrzeni metrycznej X jest typu Gs
w X, gdy Y jest przekrojem przeliczalnej ilosci podzbioréw otwartych
przestrzeni X.

Dopelnienia podzbioréw typu Gy w X nazywaja sie F, w X.

STWIERDZENIE 3.4. Kazdy zbior domkniety w przestrzeni metrycz-
nej (X, p) jest typu Gs, a kazdy zbior otwarty w X jest typu F,.

DowoD. Niech F bedzie domkniety w X . Pokazemy, ze
[e.e] 1
F=| IK F;—
n=1 ( ’n)’

gdzie K(F; %) oznacza kule uogélniona, wokét F' o promieniu % (taka
kula jest oczywiscie zbiorem otwartym).
Niech z € (2, K(F; 1). Dla kazdego n istnieje wiec punkt z,, € F
taki, ze
1
plx,x,) < -
Stad
lim,, oo Ty, = T

1, z domknietosci F', x € F'. Inkluzja odwrotna
= 1
FC K(F;—
nﬂl (F;—)

jest oczywista.
Druga, czesé¢ stwierdzenia uzyskujemy z pierwszej stosujac prawa de
Morgana rachunku zbioréw. U

DEFINICJA 3.5. Zbior A C X jest nigdziegesty w przestrzeni X,
gdy jego domkniecie jest zbiorem brzegowym w X.
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Latwo zauwazy¢, ze podzbior zbioru brzegowego w przestrzeni X
jest brzegowy w X i ze—wobec tego— zbidr nigdziegesty jest brze-
gowy. Oczywiscie zbior brzegowy nie musi by¢ nigdziegesty, jesli nie
jest domkniety (np. zbidr liczb wymiernych na prostej euklidesowej).

DEFINICJA 3.6. Brzegiem zbioru A C X w przestrzeni X nazywamy
zbiér bd A = cl A\ int A.

Skrot bd pochodzi od angielskiego boundary.

PRzZYKEAD 3.1. Brzegiem kuli K(c;r) w przestrzeni euklidesowe;
R™ jest sfera (n — 1)-wymiarowa o $rodku ¢ i promieniu 7, czyli zbior
punktow odlegltych o r od érodka c. W innych przestrzeniach metrycz-
nych tak by¢ nie musi.

Nie nalezy myli¢ poje¢ “zbioru brzegowego”i “brzegu zbioru”. Brzeg
zbioru nie musi by¢ zbiorem brzegowym (np. brzegiem zbioru liczb wy-
miernych na prostej euklidesowej jest cala prosta), ani zbiér brzegowy
nie musi by¢ brzegiem zadnego zbioru (ten sam przyktad!).

Zauwazmy jeszcze, ze zbior A C X jest otwarto-domkniety w prze-
strzeni X wtedy i tylko wtedy, gdy bd A = (.

DEFINICJA 3.7. Zbiér punktéw skupienia zbioru A C X w prze-

strzeni X nazywamy pochodng zbioru A w X i oznaczamy symbolem
A,

UWACGA 3.2. Z definicji pochodnej i stwierdzenia 3.3 tatwo wynika
wzOr
clA= AU A?

dla kazdego podzbioru A przestrzeni metrycznej X.

DEFINICJA 3.8. Jedli A C A% to A nazywamy zbiorem w sobie
gestym.

Przyktadem zbioru w sobie gestego jest zbior liczb wymiernych na
prostej euklidesowej; zbior liczb catkowitych nie jest w sobie gesty.

DEFINICJA 3.9. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna i Y C
X. Przestrzen metryczna (Y,p | Y X Y) nazywamy podprzestrzeniq
przestrzeni X. Metryke p | Y X Y oznaczamy zwykle tym samym
symbolem p, co metryke w calej przestrzeni X.

Aby odroéznié¢ pojecia dotyczace podprzestrzeni Y od analogicznych
pojec¢ dla catej przestrzeni X wygodnie jest zaznacza¢ przy nich sym-
bole oznaczajace te przestrzenie, np. Ky (y;7),cly,inty, bdy oznaczaé
beda, odpowiednio: kule o sSrodku y i promieniu 7, domkniecie, wnetrze,
brzeg w podprzestrzeni Y.
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7 powyzszej definicji wynikaja od razu wzory:
(3.1) Ky(y;r) =Y N Kx(y;r);
(3.2) cly(A) =Y Nnclx(A) dla A C Y,
(3.3) U CY jest otwarty (domkniety) w Y wtedy i tylko wtedy, gdy

U jest postaci U =Y NU’
dla pewnego zbioru otwartego (domknietego) U’ w X .
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Cwiczenia

(1) Uzasadni¢ drugie zdania w definicjach 3.2 1 3.3.

(2) Podaé przykltady przestrzeni metrycznych z kulami K(x;r), kté-
rych brzegiem nie jest zbiér punktéw odlegltych o r od srodka z.

(3) Kiedy zbiér brzegowy jest réwny swojemu brzegowi?

(4) Wyprowadzi¢ wzory (3.1)—(3.3).

(5) ZnajdZ podzbiér przeliczalny i gesty w zbiorze liczb niewymiernych
P 7 metryka, euklidesowa.

(6) Udowodnij, ze jesli zbior G jest otwarty w X, to dla dowolnego
zbioru A C X zachodzi
(a) GNclACcl(GNA)

(b) cl(GNclA) =cl(GNA)
Podaj przyklad na istotnosé¢ inkluzji (a).

(7) Udowodnij, ze suma zbioru brzegowego i zbioru nigdziegestego w
przestrzeni X jest zbiorem brzegowym w X oraz przekrdj dwoch
podzbioréw gestych i otwartych w X jest gesty i otwarty w X.

(8) ZnajdZ wnetrze, domkniecie i brzeg nastepujacych podzbioréw:

Rx N, Rx[0,00), [0,1)x {0}, {(z,y) : 2> +3° = 5}, Qx (R\Q),
R x {0}
(a) plaszczyzny euklidesowej,
(b) plaszczyzny z metryka, “centrum”.
(c) plaszczyzny z metryka, “rzeka”.

(9) Rozpatrujemy przestrzeni (X, p), gdzie X = [0,1] x (0,1) C (R?, p)
dla p = pe, pe, pr- Podaj wnetrze, domkniecie, brzeg i zbadaj, czy
nastepujace podzbiory sa otwarte, domkniete, brzegowe, geste w X:
{0,1,5,5,...} x (0,1), (0,1) x {3,35,...}, (3,1) x (0,1), (5,1] x
(0,1), {(z,z) : 0 <= <1}, (QN(0,1)) x (QN(0,1)).

(10) Niech 5% = {(z,y,2) € R?: 2? + y* + 2? = 1} bedzie sfera w prze-
strzeni euklidesowej R3. Czy S? jest domkniety i brzegowy w R3
? Rozwaz to samo zadanie zastepujac sfere kula B? = {(z,y,2) €
R3: 2% +¢y*+ 22 <1}

(11) Czy zbiér {(z,y) € R? : 2° + y” — sin(zy) = 1} jest domkniety na
plaszezyZnie euklidesowej? A zbior {(z,y) € R? : y = x — [z]} ?
Czy $rednica kota bez brzegu jest zbiorem domknietym (otwartym)
w tym kole? na plaszczyznie euklidesowej?

(12) Udowodnij nastepujace wzory:

(a) A=A U A,

(b) cl Ad =

(c) (AU B) _ Ady B,
(d) U, Af C U A
(e) Add c Al
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(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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Podaj przyktady na istotnos¢ dwu ostatnich inkluz;ji.
Znajdz domkniecie zbioru S = {(z,y) € R? : y =sin 1} na plasz-
czyznie euklidesowej. Czy S jest otwarty, gesty, brzegowy w ¢l .S ?
A w R? ? ZnajdZ punkty skupienia S w R
Czy prosta w przestrzeni euklidesowej R™, m > 1, jest zbiorem:
domknietym, otwartym, brzegowym, gestym? To samo pytanie
dla plaszczyzny w R™, m > 2. A gdyby w pytaniu pierwszym
rozpatrywaé (R?, p.)?
Udowodnij wzory dla podzbioréw przestrzeni metrycznej X i podaj
przyktady na istotnos¢ inkluzji:
(a) clA=int AUbd A
(b) bd(int A) C bd A
(c) c(ANB)CclANnclB
(d) X \clA=int(X\ A)
(e) X \int A =cl(X\A)
Podaj przyklady wskazujace na to, ze przekrdj przeliczalnej ilosci
zbiorow otwartych nie musi by¢ otwarty, a suma przeliczalnej ilosci
zbiorow domknietych nie musi byé¢ zbiorem domknietym.
Sprawdz wzory dla podzbioréw ustalonej przestrzeni metrycznej
X:
(a) ACB=clACclB
(b) clA\ clB Ccl(A\ B)
(¢) int(AN B) =int ANint B
(d) U, (int A;) C int{J, A;
(e) bd(AUB) C bd AUDbAB; jesli ANclB =0 = BneclA, to
zachodzi rownosc¢.
(f) bd(ANB) CbdAUbd B
(g) bdA=Dbd(X \ A)
(h) bd(clA) C bd A
(i) bdA=0< A jest otwarto-domkniety.
(j) diam(cl A) = diam A
Podaj przyktady na istotnos¢ inkluzji w odpowiednich wzorach.
Niech zbiér A C Y bedzie gesty w podprzestrzeni Y C X, ktéra
jest gesta w X. Czy A jest gesty w X7
Niech D bedzie gesty w X, a Y C X bedzie otwarty w X. Czy
DNY jest gesty w podprzestrzeni Y7
Zbadaj zbieznos$¢ ciagu punktéw plaszczyzny

7r_|_1 . 7T+1
n=|cos|—+—],sin|—+ —
p 4 n 4 n

w metrykach pe, pe, pr, po1- Co jest domknieciem zbioru {py, ps, ...}
na plaszczyznie w tych metrykach?
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(20) Udowodnij, ze zbior A C (X, p) jest gesty w X, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego zbioru otwartego niepustego U C X jest
ANU #0.

(21) Znajdz wszystkie podzbiory geste w (N, p,).






ROZDZIAY 4

Przeksztalcenia ciagle

DEFINICJA 4.1. Niech (X, px), (Y py), beda przestrzeniami metry-
cznymi. Funkcja f : X — Y nazywa sie przeksztalceniem ciaglym w
punkcie x € X, gdy dla kazdego ciagu (x,,)nen zbieznego do x w (X, px)
ciag (f(2n))nen jest zbiezny do f(z) w (Y, py).

Jesli f: X — Y jest ciagle w kazdym punkcie przestrzeni X, to f
nazywamy przeksztatceniem ciqgtym.

Tak, jak w analizie matematycznej dowodzi si¢ rownowaznosci de-
finicji 4.1, zwanej Heinego, ciaglosci f w punkcie x z tzw. definicja
Cauchy’ego ciaglosci w punkcie z:

(C): Ve > 030 > 0(px(z,2") <0 = py(f(z), f(2')) <e).
Warunek (C) czesto wygodnie jest wystawiaé, uzywajac kul:
(C): dla kazdej kuli K(f(z);e) w Y istnieje kula K(z;d) w X
taka, ze f(K(z;9)) C K(f(z);e).
W przestrzeniach metrycznych mozna sformutowaé pojecie ciagtosci

przeksztatcenia w jezyku zbioréw otwartych, domknietych lub przy
uzyciu operacji cl.

STWIERDZENIE 4.1. f : X — Y jest ciggle w punkcie x wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kaZdego otoczenia V- C Y punktu f(x) istnieje
otoczenie U C X punktu x takie, ze f(U) C V.

Nastepujace warunki sq rownowazne.

(1) f: X =Y jest ciagle;

(2) przeciwobraz f~1(V) jest otwarty w X dla kazdego zbioru ot-
wartego V. w Y,

(3) przeciwobraz f~1(D) jest domkniety w X dla kazdego zbioru
domknietego D w'Y;

(4) f(clA) Ccl f(A) dla dowolnego podzbioru A C X.

DoOwWOD. Pierwsza czeéé uzyskujemy tatwo z warunku Cauchy’ego
(C) ciagtosci w punkcie: jesli f jest ciagle w z i V jest otoczeniem
punktu f(z), to istnieje kula K(f(x);e) C V, a dla niej istnieje kula
K(z;0) =U C X, taka ze f(U) C K(f(z);e) C V. Na odwr6t, jesli
dla kazdego otoczenia V' punktu f(z) istnieje otoczenie U punktu x

21
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spemiajace f(U) C V, to przyjmujac V = K(f(x);€) znajdziemy kule
K(x;9) C U, ktérej obraz przez f bedzie sie oczywiscie zawierat w kuli
K(f(@);e).

Przechodzac do dowodu drugiej czesci, zatézmy, ze warunek (1) jest
spetliony i V' jest podzbiorem otwartym przestrzeni Y. Niech x bedzie
dowolnym punktem zbioru f~!(V'). Z pokazanej przed chwila pierwszej
czesci stwierdzenia wynika istnienie otoczenia U punktu x takiego, ze
f(U) Cc V, co oznacza U C f~1(V). Wobec tego zbiér f~1(V) jest
otwarty, czyli zachodzi (2).

Warunek (3) wynika z (2) (jest do niego dualny) wrecz z definicji
zbioru domknietego (i oczywistych wilasnosci przeciwobrazéw): jesli
D jest domkniety w Y, to Y \ D jest otwarty w Y oraz f~1(D) =
Y \N(Y\D)=X\ Y\ D) jest domkniety w X.

W celu pokazania implikacji (3) = (4), zauwazmy, ze zbidr cl f(A)
jest domkniety w Y, wiec jego przeciwobraz f~!(cl f(A)) jest domkniety
w X, aprzy tym A C f71(f(A)) C f~!(cl f(A)). Z definicji domkniecia
zbioru otrzymujemy zawieranie cl A C f~!(cl f(A)), z ktérego dosta-
jemy (4).

Aby udowodnié¢ ostatnia implikacje (4) = (1), przypusémy, ze f
nie jest ciagle w pewnym punkcie z, to znaczy istnieje ciag (x,)nen
zbiezny do x w przestrzeni X taki, ze ciag (f(x,))nen nie jest zbiezny do
f(z) w przestrzeni Y. Zatem istnieje kula K(f(z);€) C Y, poza ktéra
znajduje sie nieskonczenie wiele punktéw ciagu (f(z,))nen. Sposrod
tych punktéw wybierzmy podciag (f(zy,))ken 1 przyjmijmy w (4) A =
{Zn,s Tny, ... }. Poniewaz z € cl A, wigc f(x) € cl f(A), skad wnosimy,
ze kula K(f(z);e) zawiera punkt zbioru f(A) = {f(x1), f(x2),...}
—sprzecznosc.

0

STWIERDZENIE 4.2. Jesli A jest podprzestrzenia przestrzeni metry-
cznej X 1 f : X =Y jest przeksztalceniem ciaglym, to przeksztatcenie
fTA:A—=Y jest tez ciggle.

DowOD. Uzasadnienie polega na sprawdzeniu definicji przeksztal-
cenia ciaglego, pamietajac, ze ciag zbiezny w podprzestrzeni jest jed-
noczesnie zbiezny w calej przestrzeni. 0

Jednym z waznych zagadnienn w topologii i w analizie matematy-
cznej jest zagadnienie odwrotne do Stwierdzenia 4.2, a dokladniej—
badanie, kiedy przeksztalcenie ciagle f : A — Y da sie przedluzyé¢ do
przeksztalcenia ciagtego f* : X — Y, tj. spehliajacego f* | A =
f (takie przeksztalcenie f* nazywa sie przedtuzeniem ciagltym prze-
ksztalcenia f na X). Znane przyklady z analizy wskazuja, ze nie kazde
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przeksztatcenie ciagle okreslone na podprzestrzeni prostej euklidesowe]
ma przedluzenie ciaglte na cala prosta. Waznym i nietrywialnym wy-
nikiem pozytywnym jest twierdzenie Tietzego, ktérego dowdd mozna
znalez¢é w podrecznikach, np. [ES], [Ku].

TWIERDZENIE 4.1. (TIETZEGO) Niech Y bedzie jedna z nastepuja-
cych przestrzeni z metrykq euklidesowq: R™, [a;b]™, (a;b]", gdzie n €
N lub kostkq Hilberta. Jesli A jest podzbiorem domknietym przes-
trzeni metrycznej X, to kazde przeksztatcenie cigglte f : A — Y ma
przedtuzenie ciagte na X.

Skladanie przeksztalcen ciaglych prowadzi do przeksztalcen ciaglych.

STWIERDZENIE 4.3. Jesli f : X — Y jest ciagle w punkcie x, a
g : Y — Z jest ciagle w punkcie f(x), to ztozenie gf : X — Z jest
ciagte w x. Zatem jesli f i g sa ciagle, to gf jest tez ciagle.

DowOD. Niech W C Z bedzie otoczeniem punktu g(f(x)). Z cia-
glosci g wynika istnienie otoczenia V' C Y punktu f(z) takiego, ze
g(V) € W, a z ciagloéci f —istnienie otoczenia U C X punktu x
takiego, ze f(U) C V. Stad g(f(U)) C g(V) C W, wigc gf jest ciagle
w punkcie z. O

Czesto okreslamy przeksztalcenie na calej przestrzeni X, okreslajac
je na podzbiorach, ktére daja w sumie X. Nastepujace stwierdzenie
podaje w dwdch wersjach—dla podzbiorow domknietych i otwartych,
kiedy taka procedura jest poprawna i gwarantuje ciaglos¢ przeksztal-
cenia na X.

STWIERDZENIE 4.4. Niech A i B beda podzbiorami domknietymsi
(otwartymi) przestrzeni X i AUB=X. Jesli f':A—Y if":B—-Y
sq ciggle oraz f'(x) = f"(x) dla wszystkich x € ANB, to przeksztatenie
f: X =Y okreslone wzorem

) fi(x) dlax e A,
f(@) = {f”(x) dla x € B

jest ciagte.

DowOD. Sprawdzamy ciaglo$é f badajac przeciwobrazy zbioréw
domknietych (otwartych): jesli F' C Y jest domkniety (otwarty) w Y,
to fU(F) = (fN(F)NA)O(F (F)NB) = (f) 7 (F) U (") (F) jest
domkniety (otwarty) w X, bo przeciwobrazy (f)"'(F) i (f") ' (F) sa
domkniete (otwarte) odpowiednio w A i B, a wiec réwniez w X, gdyz
A1 B sa domkniete (otwarte) w X. O
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STWIERDZENIE 4.5. Jesli (X, px) i (Y, py) saq przestrzeniami me-
trycznymi, to zbior C(X,Y) wszystkich przeksztatcen ciaglych ograni-
czonych jest domkniety w przestrzeni B(X,Y) z metryka zbieznosci
jednostajnej psyp.

DowOD. Trzeba sprawdzié, ze granica f € B(X,Y) ciagu zbieznego
przeksztatcen f, € C(X,Y) tez nalezy do C(X,Y). Sprowadza sie to
do powtdrzenia znanego z analizy matematycznej rozumowania poka-
zujacego, ze granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciaglych jest
funkcja ciagla,. O

1. Podstawowe rodzaje przeksztalcen ciaglych

1.1. Przeksztalcenia jednostajnie ciagle.

DEFINICJA 4.2. Przeksztalcenie f : (X, px) — (Y, py) jest jedno-
stajnie ciagte, gdy dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba o > 0 taka, ze
Jeéll PX(fEax/) < 57 to pY(f(x)a f(x/)) < €.

Nietrudno zauwazy¢, ze przeksztatcenia jednostajnie ciagle sa ciagte
(poréwnaj definicje z warunkiem Cauchy’ego (C)) i ze zlozenie prze-
ksztalcen jednostajnie ciaglych jest jednostajnie ciagle. Wszystkie fun-
kcje jednostajnie ciagle f : X — Y, gdzie X, Y C R, znane z analizy
matematycznej sa przeksztalceniami jednostajnie ciagtymi w sensie po-
wyzszej definicji. Wiadomo zatem, ze przeksztalcenie ciagte nie musi
by¢ jednostajnie ciagle.

1.2. Przeksztalcenia Lipschitza.

DEFINICJA 4.3. Przeksztalcenie f : (X, px) — (Y, py) nazywa sie
Lipschitza o statej ¢ > 0, gdy dla dowolnych dwéch punktéw z, 2" € X
spelniona jest nieréwnos¢

py(f(2), f(2')) < cpx(z,2").
Gdy ¢ < 1, to f nazywamy przeksztalceniem zwezajacym, a gdy ¢ < 1—
przeksztatceniem $cisle zwezZajgcym.

Pojecie przeksztalcenia Lipschitza uogodlnia znane z analizy mate-
matycznej pojecie funkcji Lipschitza na przeksztalcenia miedzy prze-
strzeniami metrycznymi. Dla przypomnienia, jesli np. funkcja f : R —
R ma pochodna w kazdym punkcie ograniczona, przez stala dodatnia
¢, to z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej wynika, ze jest ona
funkcja Lipschitza o stalej c.

PRzZYKEAD 4.1. Odleglos¢ punktéow od ustalonego podzbioru A C
(X, p), czyli funkcja

da: X =R, dy(z) =inf{p(z,a) :a € A}
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jest przeksztalceniem Lipschitza.

Istotnie, z nieréwnosci tréjkata p(x, a) < p(z,y)+ p(y, a), po przej-
$ciu do kreséw dolnych, otrzymujemy nieréwno$é¢ da(z) < p(x,y) +
da(y), czyli da(z)—da(y) < p(z,y). Podobnie, da(y)—da(z) < p(z,y).
Zatem |da(x) — da(y)| < p(z,y).

Warto zanotowaé¢ nastepujaca rownowaznosc:

(4.1) da(z) =0<=zecclA

Z1ozenie przeksztalcenia Lipschitza o stalej ¢; z przeksztalceniem
Lipschitza o stalej ¢y jest przeksztalceniem Lipschitza o stalej c;co.

Latwym wnioskiem z definicji 4.2 1 4.3, ze przeksztalcenie Lipschitza
musi by¢ jednostajnie ciagle (jesli ¢ jest stala, Lipschitza, to przyjmu-
jemy § = £ w definicji jednostajnej ciaglosci), ale nie na odwrét!

1.3. Podobienstwa.

DEFINICJA 4.4. Przeksztalcenie f : (X, px) — (Y, py) jest podo-
bieristwem o skali ¢ > 0, gdy f(X) = Y oraz dla dowolnych dwdéch
punktéw x, 2’ € X spehiona jest réwnosé

py (f(x), f(z") = epx (@, 2").

Przestrzenie X 1Y sa podobne, gdy istnieje miedzy nimi podobienstwo.

PRZYKLAD 4.2.

(1) Naturalnymi przykltadami podobienstw sa znane z geometrii
elementarnej podobienstwa plaszczyzny euklidesowe;j.

(2) Kazde dwie kule (sfery) w przestrzeni euklidesowej sa podobne.

(3) Kazdy odcinek o koricach a, b w przestrzeni unormowanej X,
to znaczy zbiér {(1 —t)a+tb € X : ¢ € [0,1]} jest podobny
do przedziatu [0, 1] prostej euklidesowe;.

Zauwazmy, ze

e kazde podobienstwo jest réznowartosciowe,

e kazde podobienstwo o skali ¢ jest przeksztalceniem Lipschitza
o stalej c,

e zlozenie dwoch podobienstw o skalach ¢ i ¢y jest podobiens-
twem o skali ¢ics,

e przeksztatenie odwrotne do podobienstwa o skali ¢ jest podo-
bienstwem o skali %

1.4. Izometrie.

DEFINICJA 4.5. [zomelrig nazywamy podobienstwo o skali 1. Prze-
strzenie X i Y nazywamy izometrycznymi, gdy istnieje izometria miedzy
nimi.



26 4. PRZEKSZTALCENIA CIAGLE

Wszystkie znane z geometrii izometrie sa przykladami izometrii w
POWYZszZym sensie.

Dowolna hiperptaszczyzna H; = { (z1,...,2,) € R" : 2; =0} w
przestrzeni euklidesowej R"™ jest izometryczna z przestrzenia, euklideso-
wa, R"!; izometrig jest tu naturalne przeksztalcenie f : H — R 1,
f(l‘l, Ce 733”) = (.Th e L1, L1y e - ,I‘n).

7 wyrdznionych poprzednio wlasnosci podobienstw wynikaja odpo-
wiednie ogdlne wilasnosci izometrii: izometria jest wzajemnie jedno-
znacznym przeksztatceniem Lipschitza o stalej 1, przeksztatcenie od-
wrotne do izometrii jest tez izometria, zlozenie izometrii jest izometria.

1.5. Homeomorfizmy.

DEFINICJA 4.6. Przeksztalcenie ciagle f : X — Y nazywamy ho-
meomorfizmem, gdy f jest wzajemnie jednoznaczne oraz przeksztalcenie
odwrotne f~!:Y — X jest ciagle. Przestrzenie metryczne X i Y sa
homeomorficzne, gdy istnieje homeomorfizm f : X — Y. Piszemy

wtedy X =

Znanymi ze szkoly przykladami homeomorfizméw sa: funkcje li-
niowe (jako przeksztalcenia R — R), funkcja tan : (=5; %) — R, podo-
bienstwa plaszczyzny euklidesowej.

Wszystkie podobienstwa sa homeomorfizmami.

PRZYKEAD 4.3. RZUT STEREOGRAFICZNY.
Niech

S={x=(z1,...,2, ER": (11)* + -+ (v,1)* + (z, — 1)* =1}

bedzie sfera, w (R", p.) o srodku w punkecie (0,...,0,1) i promieniu 1
i niech p = (0,...0,2). Rzutem stereograficznym sfery S na hiper-
plaszczyzne H = {x = (x1,...,2,) € R" : 2, = 0} nazywamy
przeksztalcenie s okreslone geometrycznie w nastepujacy sposob: dla
kazdego x € S punkt s(x) jest punktem przeciecia pétprostej w R™ o
poczatku p, przechodzacej przez x z hiperplaszczyzna H. Mozna tatwo
znalez¢ wzory analityczne okreslajace s(x). Mianowicie

s(x):( 22 2 o).

2—x,  2-—mx,

Nietrudno podaé tez wzory na przeksztalcenie odwrotne s=!: H — S:
8_1(y> _ ( 4y1 4yn—1 2||y||2 )
A+ ylP Aty 4+ [yl

(wyprowadzenie tych wzoréw polecam czytelnikom jako dobre ¢wiczenie
z geometrii analitycznej).
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7 powyzszych wzorow stwierdzamy, ze s jest homeomorfizmem, a
poniewaz hiperplaszczyzna H jest izometryczna z przestrzenia euklide-
sowa R" ! za$ sfera S bez punktu p jest podobna do dowolnej innej
sfery (n — 1)-wymiarowej pozbawionej dowolnego punktu, wiec stwier-
dzamy wazny fakt topologiczny:

STWIERDZENIE 4.6. Sfera (n — 1)-wymiarowa bez jednego punktu
jest homeomorficzna z przestrzenia euklidesowq R 1,

UwAcA 4.1. Intuicje stojace za pojeciem przeksztalcenia ciagtego i
homeomorfizmu sa, nastepujace. Przeksztalcenie ciagle zmienia przes-
trzen metryczna, czy tez tworzy nowa, bez jej rozrywania—dopuszcza-
Ine jest sklejanie punktéw. Homeomorfizm czyni to bez rozrywania i
bez sklejania punktow.

Pojecie homeomorfizmu jest podstawowe dla topologii. Wtasnosci
przestrzeni, ktore sa niezmiennikami homeomorfizméw nazywamy wtas-
nosciami topologicznymi. Oto pare prostych przyktadéw takich wiasno-
sci.

PRZYKEAD 4.4.

(1) Jesli f: X — Y jest homeomorfizmem i U C X jest otwarty
(domkniety) w X, to poniewaz f(U) = (f~1)"NU) i f!:
Y — X jest ciagle, wiec f(U) jest otwarty (domkniety) w Y
na podstawie 4.1.

(2) Przestrzeni homeomorficzna z przestrzenia w sobie gesta jest w
sobie gesta.

(3) Jesli przestrzen zawiera podzbidr gesty przeliczalny (taka przes-
trzeni nazywa sie osrodkowa), to przestrzen z nia homeomor-
ficzna tez ma taki podzbidr, czyli jest osrodkowa.

(4) Nastepujaca wlasnosé przedzialu domknietego X = [, (] pro-
stej euklidesowej jest topologiczna: kazdy ciag punktow w X
zawiera podciag zbieiny w X (przestrzenie metryczne posiada-
jace te wlasno$é nazywaja, sie zwarte).

Niektore wazne wilasnosci nie sa topologiczne. Na przyktad przes-
trzen ograniczona moze by¢ homeomorficzna z nieograniczona, kula
w przestrzeni X moze by¢ homeomorficzna z podzbiorem (otwartym!),

, .. . top , .
ktory nie jest kula, w przestrzeni Y = X, przestrzen unormowana moze
by¢ homeomorficzna z przestrzenia nieunormowana (zob. 4.3).

1.6. Przeksztalcenia otwarte i domkniegte.

DEFINICJA 4.7. Przeksztalcenie ciagle f : X — Y jest otwarte
(domkniete), gdy dla kazdego podzbioru otwartego (domknietego) A w
X obraz f(A) jest otwarty (domkniety) w Y.
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Oczywiscie przeksztalcenia ciagle nie musza by¢ otwarte ani dom-
kniete. Stanowia one wazna klase przeksztalcen, rézniaca sie od home-
omorfizméw tylko brakiem wzajemnej jednoznacznosci.

STWIERDZENIE 4.7. Przeksztalcenie f : X — Y jest homeomorfiz-
mem wtedy 1 tylko wtedy gdy f jest wzajemnie jednoznaczne i otwarte
(domkniete).

DowO6Dp. Wiemy juz (4.4), ze kazdy homeomorfizm jest przeksztal-
ceniem zaréwno otwartym, jak i domknietym. Na odwrét, jesli f jest
wzajemnie jednoznaczne, to jego otwarto$é¢ lub domknieto$¢ oznacza
po prostu ciaglo$é przeksztatcenia odwrotnego f~! : Y — X, na pod-
stawie 4.1. U
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Cwiczenia

(1) Uzasadnij réwnowazno$¢ warunku Cauchy’ego (C) z definicja ciag-
tosci 4.1

(2) Sprawdz, ze przeksztalcenia jednostajnie sa ciagle i ich zlozenie tez
jest jednostajnie ciagle.

(3) Udowodnij stwierdzenie 4.5.

(4) Udowodnij réwnowaznosé (4.1).

(5) Sprawdz, ze zlozenie przeksztalceni Lipschitza o stalych ¢; 1 ¢y jest
przeksztatceniem Lipschitza o stalej cics.

(6) Podaj przyktad przeksztalcenia jednostajnie ciaglego, ktére nie jest
Lipschitza.

(7) Udowodnij, ze kazde dwie kule (sfery) w przestrzeni euklidesowe;
sa, do siebie podobne i ze kazdy odcinek w przestrzeni unormowanej
jest podobny do przedziatu euklidesowego [0, 1] (zob. przyktad 4.2).

(8) Udowodnij, ze dowolne dwie hiperplaszczyzny k-wymiarowe w prze-
strzeni euklidesowej R, k < n, sa izometryczne.

(9) Udowodnij wlasnosci wymienione w przykladzie 4.4.

(10) Sprawdz, czy nastepujace wlasnosci sa niezmiennikami homeomor-
fizmow:
byé: podzbiorem brzegowym, w sobie gestym.
(11) Sprawdz wzory:

h(cl A) = clh(A), h(int A) = int h(A), h(bd A) = bd h(A),

gdzie h : X — Y jest homeomorfizmem i A C X.
(12) Sprawdzi¢, czy nastepujace przeksztalcenia sa homeomorfizmami
(w metrykach euklidesowych):
a) kazda niestata funkcja liniowa f: R — R;
f R — R dana wzorem f(z) = 2", n € N;
f:R— f(R) C R? dana wzorem f(x) = (z,sinx);
) — R dana wzorem f(x) = tan(3);
0,1) — S* x St ¢ R* dane wzorem

— =
= -
=
X

f(z,y) = ((cos 2mx, sin 27wz), (cos 2wy, sin 27y) );

(f) f:R? — R? dane wzorem f(x,y) = (z +y,7 — y);
(g) f:C — D okreslone wzorem f(x,y,z) = (z,y), gdzie

C={(r,y,2) ER®: 2z = 2> +9* <2},

D= {(z,y) e R?:2® +y* < 2};
jaka figura jest C7
(h) f : P — K dane wzorem f(x,y) = (2(r — 1),¢), gdzie P =
{(z,y) e R*: z = rcos¢,y = rsing,1 <r < 2,¢ € [0,2m)},
K = f(P); jakimi figurami sa P i K7
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(i) inwersja wzgledem sfery S"(r) = {x € R" : ||x|| = r}:
i: R"\ {0} — R"\ {0}

takie, ze i(x) = y wtedy i tylko wtedy, gdy y lezy na pétproste;
0x oraz [x|ly || = r*

(13) Pokaz, ze kazdy przedzial otwarty na prostej euklidesowej R jest
homeomorficzny z R; czy jest podobny do R? Czy istnieje funkcja
jednostajnie ciagla przeksztalcajaca go na R?

(14) Podaj przyklad funkcji ciagtej f : R — R (w metryce euklidesowej),
ktora jest “na” oraz zbioru
(a) otwartego
(b) domknietego
A C R takiego, ze f(A) nie jest
(a) otwarty
(b) domkniety.

(15) Udowodnij, ze cl A = d;*(0).

(16) Sprawdz, ze jesli zbiory A, B C (X, p) sa domkniete, rozlaczne i

niepuste, to wzér f(z) = #@d;(m) okresla przeksztalcenie ciagte
f:X —[0,1] takie, ze f(A) = {0}, f(B) ={1}.

(17) W poprzednim ¢wiczeniu podany jest jawny wzér na przeksztalcenie
ciagle przestrzeni metrycznej X w [0,1]. Uzasadni¢ istnienie ta-
kiego przeksztalcenia w inny sposéb—korzystajac z twierdzenia
Tietzego.

(18) Pokaz, ze dowolny okrag i elipsa w (R?, p.) oraz dowolna sfera i
elipsoida w (R3, p.) sa homeomorficzne.

(19) Pokaz, ze powierzchnia walca S' x [0, 1], gdzie S' jest okregiem
jednostkowym o $rodku (0,0) jest homeomorficzna z pierscieniem
cl K((0,0);2) \ K((0,0);1) na ptaszczyznie euklidesowe;j.

(20) Pokaz, ze powierzchnia stozka w (R3, p.) jest homeomorficzna z

kotem domknietym na ptlaszczyznie euklidesowej.
(21) Udowodnij, ze sfera

S?={xecR:|x| =1}
z wycietym dyskiem bez brzegu, tzn. zbior
S*\ K(psr),

gdzie K (p;r) jest kula w R3 o $rodku p € S? i promieniu r < 1,
jest homeomorficzna z kotem domknietym na plaszczyznie.
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Metryki rownowazne

DEFINICJA 5.1. Dwie metryki p i p/ w zbiorze X nazywamy réwno-
waznymi i piszemy p ~ p', gdy spelmiony jest warunek

lim,, o0 p(Tn, 2) = 0 < lim, o p' (2, 2) = 0.

Innymi stowy, metryki p i p’ sa réwnowazne, gdy przestrzenie met-
ryczne X; = (X, p) i Xo = (X, p/) maja te same ciagi zbiezne.

Wobec tego, nietrudno zauwazy¢, ze zbiory, ktére dadza, sie zdefi-
niowaé przy uzyciu granic ciagéw pokrywaja sie w przestrzeniach (X, p)
i (X,p)). Na przyklad, ze stwierdzenia 3.3 wynika, ze

[ Cle A= C1X2 A,
a to z kolei implikuje, ze obie przestrzenie maja takie same zbiory
domkniete, a wiec réwniez takie same sa w nich zbiory otwarte (choé
kule w X7 i X, nie musza by¢ takie same!). Okazuje sie, ze ta ostatnia
wlasnosé charakteryzuje rownowaznosé¢ metryk.

STWIERDZENIE 5.1. Metryki p i p w X saq réwnowazne wtedy i
tylko wtedy, gdy topologie przestrzeni metrycznych X, = (X, p) i Xo =
(X, p) sa réwne.

Dowo6D. Wobec uwagi poprzedzajacej stwierdzenie, pozostaje uza-
sadni¢ rownowaznos$¢ metryk przy zalozeniu réwnosci topologii w X,
i Xo. Niech wiec ciag punktéw x, bedzie zbiezny do punktu z w
przestrzeni X i niech Ky(z;r) bedzie dowolna kula w przestrzeni Xo.
Poniewaz Ks(x;r) jest zbiorem otwartym w X;, wiec istnieje kula
Ky (z;r") w przestrzeni X, zawarta w Ks(x;r). Prawie wszystkie wy-
razy ciagu x, naleza, do Ki(x;r’), zatem i do Ky(x;r), co oznacza
zbieznosé ciagu x, do x w przestrzeni Xs. U

PRZYKLAD 5.1. Metryki ps i p,, w R" z rozdziatu 1 sa rownowazne
metryce euklidesowej p., a metryki p. i p, w R? nie sa réwnowazne
metryce pe.

STWIERDZENIE 5.2. Jesli f : (X,px) — (Y,p) jest homeomor-
fizmem, to istnieje metryka p' w Y réwnowazina metryce p taka, Ze
f:(X,px)— (Y, p') jest izometrig.

31
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DowOD. Metryke p' okre§lamy w naturalny sposéb wzorem
P (1, y2) = px(f (W), £ (2))-
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Cwiczenia
(1) Sprawdzi¢ réwnowaznos¢ metryk z przyktadu 5.1.

Czy metryka “centrum” jest rownowazna metryce “rzeka’?
(2) Sprawdzi¢, ze metryki w X okreslone wzorami

p'(p,q) = min(1, p(p, ),

oraz .0
R PP, q
ppa) =
1+ p(p.q)
gdzie p,q € (X, p). sa réwnowazne metryce p.
(3) Czy metryka p(m,n) = | — 1|, m,n € N, jest réwnowazna w

zbiorze N metryce euklidesowej? dyskretnej?
(4) Udowodni¢ stwierdzenie 5.2.






ROZDZIA 6
Iloczyny kartezjanskie

Tak, jak w innych dzialach matematyki, pojecie iloczynu karte-
zjanskiego jest jednym z podstawowych rowniez w topologii— przeciez
przestrzenie i kostki euklidesowe sa iloczynami kartezjanskimi.

Jedli dane sa, przestrzenie metryczne (X7, p1), (Xa, pa), ..., to w ilo-
czynie kartezjanskim X; x X, x ... X,,, nasladujac metryke euklideso-
wa, mozemy wprowadzi¢ metryke, zwiazana z metrykami py, pa, ..., pn,
wzorem

(6.1) p(x,y) =

Z Pz‘(xi, Yi)?,
i=1

gdzie x = (x1, %9, ..., 2,), Y = (Y1, Y2y - - -, Yn)-
W iloczynie kartezjanskim przeliczalnej ilosci przestrzeni X1 x Xs . ..
wprowadzenie metryki zwiazanej w naturalny sposéb z metrykami pq, po,
. moze by¢ wzorowane na metryce w przestrzeni Hilberta Iy (zob. 1.8).

Jest jednak pewna komplikacja techniczna, zwiazana z koniecznoscia
zbieznosci pierwiastkowanego szeregu. Aby to zapewni¢, zaklada sie
dododatkowo, ze, na przyklad, diam X; < %, dla kazdego i. Wtedy
okreslamy

(6.2) p(x,y) =

dla x = (z1,22,...),y = (¥1,Y2, .- . ).
Innym sposobem zalatwiajacym problem zbieznosci szeregu i stoso-

wanym w sytuacji, gdy srednice wszystkich przestrzeni X, sa wspdlnie
ograniczone, jest okreslenie nastepujacej metryki:

(63) 9= 3 )

dla x = (Il,l’g,...),y: (yl,yg,...).
35
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Wreszcie w ogdélnym przypadku— gdy przestrzenie X; sa dowolne—
mozna w nich rozwazy¢ metryki p; rownowazne p; i wspdlnie ograni-
czone (np. biorac p; = min(p;, 1)), a nastepnie postapi¢ tak, jak po-
przednio, kladac

=1
(64) Zip mzayz

=1
dla x = (z1,22,...),y = (Y1,¥2, .- . ).

DEFINICJA 6.1. Iloczynem kartezjanskim przestrzeni metrycznych
(X1, 1), (X, p2), ..., (Xn, pn), nazywamy przestrzen metryczna, (X, p),
gdzie X = X x Xy x ... X, z metryka p okreslona wzorem (6.1).

lloczynem kartezjarskim nieskonczenie wielu przestrzeni metrycz-
nych (Xy,p1), (X2, p2),..., nazywamy przestrzen metryczna (X, p),
gdzie X = X; x Xo X ..., z metryka p okreslona wzorami (6.2), (6.3)
lub (6.4), w sytuacjach opisanych wyzej.

Powyzsze metryki bedziemy nazywa¢ metrykami standardowyms ilo-
czynu X.

Poszczegdlne przestrzenie X; nazywamy ostami iloczynu, a funk-
cje pi + X — Xipi(x) = x;, gdzie x = (x1,22,...,7,) lub x =
(21, 2, ... )—rzutowaniami na odpowiednie osie.

Powstaje pytanie, dlaczego akurat tak okreslone metryki w iloczy-
nach kartezjanskich sa dobre. Jaka maja “przewage” nad, na przykiad,
metryka, dyskretna?

TWIERDZENIE 6.1. (O ZBIEZNOSCI PO WSPOLRZEDNYCH)

Niech (X1, p1), (X2, p2), ..., (X, pn) beda przestrzeniami metrycz-
nymi, X = (X7 X Xo X ... Xy, p) 2z metrykq p okreslong wzorem (6.1),
Xp = (Tp1, Th2y -+ Tkn) € X,k = 1,200, oraz x = (11, 22,...,2y,).
Wowczas

limg 0o X =X w przestrzeni (X, p)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy
limg oo s = x;  w przestrzeni (X, p;) dla kazdego i =1,2,...,n

Podobnie, jesli metryka w iloczynie X = X1 x XoX. .. jest okreslona
wzorami (6.2), (6.3) lub (6.4) (adekwatnie do odpowiadajacych im za-
tozeni o przestrzeniach X1, Xs,...), X = (Tp1,Tpo,...) € X,k =
1,2,..., oraz x = (1, xs,...), to

limg o X = x  w przestrzeni (X, p)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

limy oo Tk = x;  w przestrzeni (X, p;) dla kazdegoi=1,2,. ...
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Innymi stowy, zbieinosé ciagu punktow w iloczynie kartezjarskim
przestrzeni metrycznych oznacza zbieznosé ich wspotrzednych do odpo-
wiednich wspotrzednych punktu granicznego.

DoOwOD. Zanotujmy oczywiste nieréwnodci:

Pi(Tris i) < p(Xp, X)
w przypadku skoriczenie wielu osi lub metryki (6.2), a w pozostatych
przypadkach mamy

pi(Tri, i) < 2'p(X, X)
lub
min(1, p; (g, ;) < 2'p(Xp, X).

Widac¢ stad, ze jesli ciag punktéw x; jest zbiezny do x w iloczynie
X, to i-te wspdlrzedne punktow x; sa zbiezne do i-tej wspotrzednej
punktu x.

Na odwrét, zalézmy, ze
(6.5) limy o0 pi(zhi, x;) = 0 dla kazdego 1.
W przypadku skonczenie wielu osi wida¢ tatwo, ze

limy o0 p(xx,x) = 0.

Jesli osi jest nieskonczenie wiele, mozemy zastosowaé typowe dla sze-
regdw szacowanie, ktére przeprowadzimy tutaj np. dla przypadku me-
tryki (6.3), gdy przestrzenie X; sa wspdlnie ograniczone przez pewna
stala M. Niech mianowicie € bedzie dowolna, liczba dodatnia. Wybie-
ramy wskaznik m taki, ze m-ta reszta szeregu y .-, % jest mniejsza od

5. Wtedy
ZW < % dla kazdego k € N.

Nastepnie, na podstawie (6.5) wybieramy wskaznik r tak duzy, by dla
k > r zachodzila nier6wnosé

m—1
Z pi(Thi, i) < €
; 2 2
i=1
Dodajac obie nieréwnosci stronami otrzymamy

p(xp,x) <e dlak>r,

co oznacza zbieznosé ciagu (X )keny do x w X. O
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Dzieki twierdzeniu 6.1 mozna tatwo sprawdzié¢, czy inna metryka p’
w iloczynie kartezjanskim X zbiorow X; jest rownowazna metryce stan-
dardowej p. Otéz jest tak, gdy zbieznos¢ w (X, p’) oznacza zbieznosé po
wspotrzednych. Warto przesledzi¢ to zjawisko na przykltadach metryk
w R? 7 rozdzialu 1.

Twierdzenie 6.1 wyjasnia, ze metryka standardowa w iloczynie karte-
zjanskim, a takze kazda metryka jej réwnowazna, dobrze wiaze sie¢ z
metrykami na osiach. Takiej zalety nie ma oczywiscie metryka dys-
kretna w iloczynie przestrzeni niedyskretnych.

WNIOSEK 6.1.
(1) Rzutowania p; : X — X; iloczynu kartezjariskiego X przes-
trzent metrycznych X; na osie sq przeksztatceniami ciqgtymi.
(2) Przeksztatcenie f:Y — X dowolnej przestrzeni metrycznej Y
w tloczyn kartezjansks X przestrzeni metrycznych X; jest ciagte
wtedy i tylko wtedy, gdy ztozenia p;f, zwane wspdlrzednymi
przeksztalcenia f, sq ciagle dla wszystkich i.

Powyzszy wniosek ma bardzo czeste zastosowanie w analizie mate-
matycznej przy badaniu ciaglosci funkceji wielu zmiennych, sprowadza-
jacej sie do sprawdzenia ciagltosci wspotrzednych funkceji. Dla ilustracji—
rozpatrzmy funkcje z przyktadu 4.3 s7': H — S:

s(y) = ( 4y, o1 2yl )
A+ ylP Aty 4+ [yl
Jej wspolrzednymi sa przeksztalcenia ciagle
4y,
=
A+1lyl

Yy

4yn71

=
4+ |lyll
2||yl?

4+ lyll*

Yy

wiec 571 jest ciagle.
Inny, prostszy przyklad: rozpatrzmy przedstawienie parametryczne
powierzchni srubowej dane przez funkcje

f:00,1] x [0,27] — R?, f(u,v) = (ucosv,usinv,v + 3u)

(rozpatrujemy metryki euklidesowe). Wspéhrzednymi f sa funkcje ciagle
fi(u,v) = wcoswv, fo(u,v) = usinv oraz f3(u,v) = v+ 3u, wiec f jest
ciagle.
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STWIERDZENIE 6.1. Wykres przeksztatcenia ciagltego f : X — Y,
to znaczy zbior W = {(z,y) € X xY 1y = f(x),r € X}, jest
homeomorficzny z dziedzing X. Homeomorfizmem jest tu rzutowanie
p: W — X, czyli przeksztatcenie okreslone wzorem p(x,y) = x.

To proste stwierdzenie jest bardzo czesto wykorzystywane przy uza-
sadnianiu wlasnosci topologicznych wielu takich podzbioréw przestrzeni
euklidesowych, ktore mozna przedstawi¢ jako wykresy przeksztalcen
ciagtych (na przyklad krzywe i powierzchnie).

Nastepujacy fakt ma wazne znaczenie w teorii przestrzeni metrycz-
nych.

STWIERDZENIE 6.2. Metryka px : X x X — R jest przeksztatceniem
cigglym (Lipschitza) iloczynu kartezjariskiego przestrzeni metrycznej
(X, px) przez siebie.

DowoOD. Niech (z,y), (2/,y') € X x X. Metryka standardowa w
X x X dana jest wzorem

p((z,y), (@, y) = Vpx(z,2)2 + px(y,y)%

Zatem z nierownosci tréjkata wynikaja nieréwnosci

px(z,y) — px (@', y) < px(z,2") + px(y,9),
px (', y") — px(z,y) < px(z,2") + px (v, 9),
czyli

lpx(z,y) — px (@', y)| < px(w,2") + px (y,y') <
V2y/px(z,2')2 + px(y,9)2 = V2p((z,y), (2. ¥/)).
O

Duza, role w topologii odgrywa pojecie homotopii.

DEFINICJA 6.2. Niech f, g : X — Y beda dwoma przeksztalceniami
ciagtymi, a I = [0, 1] przedzialem euklidesowym. Méwimy, ze f i g sa
homotopiine, gdy istnieje przeksztalcenie ciagle H : X x I — Y takie,
ze H(xz,0) = f(z)i H(x,1) = g(x) dla kazdego x € X. Przeksztalcenie
H nazywa sie homotopiq miedzy f i g (albo: laczaca f i g).

UWAGA 6.1. Przedzial I wystepujacy w definicji homotopii traktuje
sie czesto intuicyjnie jako przedzial czasowy: w chwili ¢ = 0 homotopia
jest przeksztalceniem f, nastepnie zmienia sie ciagle wraz z rosnacym
czasem, aby w chwili ¢ = 1 sta¢ sie przeksztatceniem g.
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DEFINICJA 6.3. Przestrzen X nazywa sie Sciggalna do punktu p €
X, gdy przeksztalcenie tozsamosciowe
FiX X, f@)=a
dla kazdego x, jest homotopijne z przeksztalceniem statym
g: X =X, g(z)=p,
dla wszystkich x.

PRzZYKLAD 6.1. Przykladami przestrzeni $ciagalnych sa przestrze-
nie euklidesowe i kostki.

Podstawowymi przykladami przestrzeni niesciagalnych sa okrag eu-
klidesowy i ogélniej—sfery n-wymiarowe. Dowdd niedciagalnosci okregu
nie jest jednak banalny (zob. [ES]).

Sciagalnoéé jest wazna, wlasnoscia, topologiczna pozwalajaca odréznic
np. takie przestrzenie jak kwadrat i sfera dwuwymiarowa.



CWICZENTA 41

Cwiczenia

(1) Sprawdzi¢, ze wzory (6.1), (6.2), (6.3), (6.4) okreslaja, metryki w
odpowiednich iloczynach kartezjanskich.

(2) Sprawdzi¢ zbieznos$¢ po wspétrzednych w metrykach z przyktadu 1.4,
w metrykach “centrum”, “rzeka” oraz okreslonych wzorami (6.2),
(6.4).

(3) Sprawdzié, czy w przestrzeni Hilberta ls i w kostce Hilberta @
zachodzi zbieznos$é¢ po wspétrzednych.

(4) Uzasadni¢ wniosek 6.1.

(5) Znalezé homeomorfizmy miedzy nastepujacymi iloczynami karte-
zjanskimi:

(a) R™ 1 (a,b)", gdzie (a,b) jest euklidesowym przedzialem otwar-
tym o koncach a, b.

(b) Q1i[-1,1]<.

(c) R*® z metryka dana, wzorem (6.4) i (a,b)*™ z metryka, dang
wzorem (6.3).

(6) Niech (X;,p;),i = 1,2,...,m, beda przestrzeniami metrycznymi.
Sprawdzi¢, ze przeksztalcenie

fo(Xix Xox oo Xg) X (Xpp1 X Xpo X oo X)) = Xa x Xo x ... X,
iloczynow kartezjanskich przestrzeni X; okreslone wzorem

f(xy, oy x), (That, Thaoy - s Tm)) = (T1, T2, ..., Ty)

jest izometria,.

(7) Sprawdzi¢, ze dziatanie mnozenia punktéw przestrzeni euklidesowe;j
R" przez liczby rzeczywiste jest przeksztalceniem ciaglym RxR"™ —
R™ ale nie jednostajnie ciagtym.

Sprawdzi¢ to samo dla mnozenia skalarnego punktéw w R™ trak-
towanego jako przeksztalcenie R™ x R" — R.

(8) Skonstruowaé¢ homeomorfizm miedzy kula domknieta, K = {x €
R™ . ||x|| < 1} a kostka [—1,1]™.

(9) Dla f,g € C(I,R) idowolnego parametru ¢ € I okreslamy homotopie
H:IxI— R wzorem

H(z,t) = f(x)(1 —t) +tg(x).

Czy funkcja hy : I — R, okreslona réwnoscia hy(z) = H(z,t)
nalezy do C(I,R)? Naszkicowaé¢ wykresy h; dla funkeji f(x) =z i
g(z) = 2% i dla kilku ¢, np. dlat =0, %, 3, 5, 1.

Niech teraz f,g € C(I,R) beda dowolne i rézne od siebie.
Okreslamy przeksztalcenie H : I — H'(I) C C(I,R) wzorem
H'(t) = hy. Sprawdzi¢, czy

(a) f,9 € H'(I);
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(b) H jest podobienstwem;
Czym jest zbiér H'(I)?

(10) ZnajdZ homotopie miedzy dowolnymi przeksztalceniami ciaglymi
f,9: X =Y, gdzie
(a) X jest dowolna przestrzenia metryczna, a Y = R? [?;
(b) X =R? 1% aY jest dowolna.

(11) Sprawdzié, ktére z podanych przestrzeni sa $ciagalne: R, R? I,
1%, S' x I, X= suma odcinkéw }aczacych punkt (%, 1) z punktami
%, n € N, na osi x na plaszczyznie euklidesowe;.

(12) Pokazaé, ze
(a) przestrzen homeomorficzna z przestrzenia Sciagalna, jest Sciagalna;
(b) iloczyn kartezjanski przestrzeni Sciagalnych jest sciagalny.

(13) Udowodnié¢ wzory dla A C X i B CY:
(a) cl(Ax B)=clAxclB
(b) int(A x B) =int A X int B
(¢) bd(A x B) =(bdA x clB)U (cl A x bd B)

Wywnioskowaé stad, ze iloczyn kartezjanski dwoch zbioréw dom-

knietych (otwartych) A C X i B C Y jest domkniety (otwarty) w
X xY.

(14) Wykazaé, ze jesli f,g: X — Y sa ciagle, to zbiér {x € X : f(x) =
g(x) } jest domkniety w X.

(15) Udowodnié, ze jesli X jest przestrznia metryczna, to przekatna kwa-
dratu kartezjanskiego X x X, czyli zbiér

A={(r,z):z € X},

jest domknieta w X x X. Sprawdzié, ze A jest otwarta w X x X
wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia dyskretna,.
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Przestrzenie topologiczne.
Metryzowalnosé

Pojeciem ogdlniejszym od przestrzeni metrycznej jest przestrzen to-
pologiczna. Punktem wyjscia do jej definicji sa wlasnosci zbioréw ot-
wartych wyrazone w Stwierdzeniu 3.1.

DEFINICJA 7.1. Zbiér X z wyrdzniona rodzina, 7 jego podzbioréw
nazywamy przestrzenia topologiczna, gdy

(1) 0,X €T,

(2) suma dowolnej ilosci zbioréw z rodziny 7 jest tez zbiorem tej
rodziny,

(3) przekrdj skoriczonej ilosci zbioréw z rodziny 7 jest zbiorem
nalezacym do 7.

Rodzine 7 nazywamy topologiq lub rodzina, wszystkich zbiordw ot-
wartych w zbiorze X. Otoczeniem punktu x € X nazywamy dowolny
zbior otwarty w X, zawierajacy .

Tak samo, jak w przypadku przestrzeni metrycznych, definiujemy
zbiory domkniete, domkniecie, wnetrze, zbiory brzegowe, geste, nig-
dziegeste; w zwiazku z tym ich podstawowe wlasnosci mnogosciowe sa,
takie same, jak w przestrzeniach metrycznych.

Przez podprzestrzen przestrzeni topologicznej X rozumiemy jej do-
wolny podzbidér Y, w ktérym topologia, jest rodzina wszystkich zbiorow
postaci U NY, gdzie U jest zbiorem otwartym w X (zgadza sie to,
jak wida¢, z wlasnoscia, podprzestrzeni metrycznych wyrazona, wzorem
(3.3)).

Przeksztalcenia ciagle miedzy przestrzeniami topologicznymi, to fun-
kcje, dla ktérych przeciwobrazy zbiorow otwartych sa otwarte (por.
stwierdzenie 4.1). Homeomorfizmy—to przeksztalcenia wzajemnie jed-
noznaczne ciagle, ktorych przeksztalcenia odwrotne tez sa ciagle, a
przestrzenie topologiczne sa, homeomorficzne, gdy istnieje miedzy nimi
homeomorfizm.

43
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Ale trzeba tu zaznaczy¢, ze nie wszystkie wlasnosci przestrzeni me-
trycznych, ktore dadza sie sformulowa¢ w terminach zbioréw otwar-
tych, badz wymienionych przed chwila poje¢, musza zachodzi¢ w prze-
strzeniach topologicznych. Przykladami tego rodzaju wtasnosci sa, tak
zwane, aksjomaty oddzielania. Jednym z nich jest nastepujacy aksjo-
mat Hausdorffa oznaczany czasem symbolem 75.

DEFINICIJA 7.2. Przestrzen topologiczna X z topologia 7 spelnia
aksjomat Hausdorffa, gdy kazde dwa rézne punkty przestrzeni X maja
rozlaczne otoczenia. Taka przestrzen nazywamy krécej przestrzeniq
Hausdorffa .

Kazda przestrzen metryczna (X, p) jest przestrzenia Hausdorffa,
bo jesli z,y € X sa rézne i r = 1p(z,y), to kule K(z;7), K(y;r) sa
rozlacznymi otoczeniami punktow z, y.

Przykt.AD 7.1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem zawierajacym
przynajmniej dwa punkty, a 7 = {0}, X'}, bedzie jego topologia. Latwo
zauwazy¢, ze przestrzen X nie jest Hausdorffa. Jest ona wiec naj-
prostszym przykitadem przestrzeni topologicznej, w ktorej nie istnieje
metryka generujaca rodzine zbioréw otwartych rowna, topologii 7.

DEFINICJA 7.3. Przestrzen topologiczna X z topologia, 7 jest me-
tryzowalna, gdy istnieje metryka p w X, ktora generuje topologie réwna,
topologii 7; innymi stowy, kazda kula w przestrzeni metrycznej (X, p)
nalezy do topologii 7 oraz kazdy zbiér z 7 jest suma, takich kul.

Jesli przestrzen topologiczna z topologia 7 jest metryzowalna, to
oczywiscie metryka, generujaca 7 nie jest jedyna, ale ze Stwierdze-
nia 5.1 wynika, ze kazde dwie takie metryki musza by¢ réwnowazne.

Aksjomat Hausdorffa (réwniez inne aksjomaty oddzielania, nie oma-
wiane tutaj) jest warunkiem koniecznym metryzowalnosci, a przestrzen
topologiczna opisana w powyzszym przykladzie nie jest metryzowalna.

Warto zauwazy¢, ze przestrzen topologiczna homeomorficzna z prze-
strzenia metryzowalna, tez jest metryzowalna—jej metryke mozna bez-
posrednio i w naturalny sposéb okresli¢ przy pomocy homeomorfizmu i
to w taki sposéb, by dany homeomorfizm stat sie izometria (zob. 5.2).

Jednym z gtéwnych zadan dziedziny matematyki zwanej topologiq
0golng jest formutowanie warunkéw koniecznych lub dostatecznych me-
tryzowalnosci przestrzeni topologicznych.
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Cwiczenia

(1) Sprawdzi¢, ze w podprzestrzeni Y C X przestrzeni topologicznej X
domkniecie zbioru A C Y jest postaci cly A = (clx A) NY oraz, ze
gdy X jest metryzowalna przez metryke p, to Y jest metryzowalna
przez metryke p [ Y x Y.

(2) Udowodnié, ze jesli przestrzen topologiczna X jest metryzowalna,
to dla kazdego punktu =z € X istnieje ciag jego otoczen U,, n € N,
takich, ze dla dowolnego otoczenia U punktu z znajdzie si¢ n ta-
kie, ze U,, C U (ta wlasnosé przestrzeni metryzowalnych nazywa sie
pierwszym aksjomatem przeliczalnosci lub posiadaniem bazy prze-
liczalnej w kazdym punkcie x.

(3) Niech X bedzie zbiorem wszystkich liczb porzadkowych mniejszych
lub réwnych pierwszej nieprzeliczalnej liczbie wy. Zbidr ten jest
dobrze uporzadkowany przez relacje porzadku liniowego <. W
X wprowadzamy tak zwana, topologie porzaqdkowa przyjmujac za
zbiory otwarte w X wszystkie przedzialy postaci

(., 8) ={v:a<vy=<p},
[0,0&)2{’}/:’7-401}

(ywn] ={y:a<y=2w}
oraz dowolne ich sumy.

Sprawdzi¢, ze tak okreslona rodzina zbioréw otwartych jest
topologia, Hausdorffa w X oraz, ze otrzymana przestrzen topolo-
giczna nie ma bazy przeliczalnej w punkcie wy; na podstawie po-
przedniego zadania, oznacza to niemetryzowalnos¢ przestrzeni X.

(4) Sprawdzi¢, ze aksjomat Hausdorffa, posiadanie bazy przeliczalne;j
w kazdym punkcie oraz metryzowalnos$¢ przestrzeni topologicznych
sa, niezmiennikami homeomorfizméw.

(5) Wykazaé, ze jesli XY sa przestrzeniami topologicznymi, f,g :
X — Y saciagle i Y € Ty, to zbior

{zeX:flx)=yg()}
jest domkniety w X.

(6) Udowodnié, ze jesli f: D — Y jest ciage, D C Y jest gesty w X,
a przestrzen Y spelia aksjomat T3, to f mozna przedtuzy¢ na X
co najwyzej na jeden sposob.

(7) Udowodni¢, ze przestrzen X jest Hausdorffa wtedy i tylko wtedy,
gdy przekatna A = { (z,x) : € X } jest domknieta w X x X.
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Przestrzenie spéjne. Skladowe.
Rozspajanie

Intuicja pojecia spdjnosci przestrzeni polega na niemoznosci roz-
dzielenia przestrzeni na dwa “kawalki”, nie lezace blisko siebie.

DEFINICJA 8.1. Przestrzen topologiczna jest spojna, gdy nie jest
suma, dwoch swoich niepustych i roztacznych podzbiorow otwartych.

Zauwazmy, ze jesli przestrzen X jest suma, roztacznych podzbioréw
otwartych A i B, to A i B sa jednocze$nie domkniete w X (A = X\
B, B = X\ A). Mozna wiec powiedzie¢ réwnowaznie, ze przestrzen jest
spdjna, gdy nie jest suma dwdch swoich niepustych i roztacznych pod-
zbiorow domknietych, albo— jeszcze inaczej—przestrzen jest spdjna,
gdy nie zawiera podzbioréw otwarto-domknietych poza zbiorem pu-
stym i cala, przestrzenia.

Oczywiscie przestrzen pusta jest spdjna.

Zwykle najlatwiej jest dostrzec niespdjnos¢ przestrzeni.

PRZYKEAD 8.1.

(1) Kazda skoriczona, niejednopunktowa przestrzen metryczna jest
niespdjna.

(2) Przestrzen opisana w przyktadzie 7.1 jest spdjna.

(3) Podprzestrzen prostej euklidesowej, bedaca suma dwéch lub
wiekszej ilosci wzajemnie roztacznych przedzialow nie jest spoj-
na.

(4) Podprzestrzen prostej euklidesowej ztozona z liczb wymiernych
(niewymiernych) nie jest spdjna.

Najwazniejszym nietrywialnym przykladem przestrzeni spdjnej jest
przedzial prostej euklidesowej.

TWIERDZENIE 8.1. Przedziat [0, 1] z metrykq euklidesowa jest spdj-
ny.

DowOD. Dowdd opiera sie na podstawowej wlasnosci zbioru liczb

rzeczywistych R: dla kazdego niepustego i ograniczonego podzbioru
Z C R istnieja jego kresy gérny sup Z i dolny inf Z.

47
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Przypus$émy, ze przedzial [0, 1] jest niespdjny, to znaczy
(8.1) [0,1] = AU B,

gdzie A i B sa niepuste, rozlaczne i domkniete w [0,1]. Poniewaz A
i B sa postaci A = A'N[0,1], B = B'N|0,1] dla pewnych zbioréw
A", B" C R domknietych w R (na podstawie wzoru (3.3)), a przedzial
[0, 1] jest réwniez podzbiorem domknietym prostej euklidesowej R, to
i zbiory A, B sa domkniete w R (stwierdzenie 3.1).

Ustalmy, ze 0 € A i niech b = inf B. Zbiér A* = {x € Az <
b} jest niepusty i ograniczony. Oznaczmy jego kres gérny przez a.
Zauwazmy, ze a € clA* C clA = A oraz b € cl B = B, bo w kazdym
otoczeniu punktu a (b) na prostej R sa punkty z A* (odpowiednio z B),
a zbiory A, B sa domkniete w R. Ponadto a < b, przy czym réwnosé
a = b jest wykluczona wobec roztacznosci zbioréw A, B. W przedziale
(a,b) C [0,1] nie ma wiec elementéw ani z A, ani z B, co jest sprzeczne
z réwnoscia (8.1). O

Podamy teraz kilka ogdlnych i dosy¢ prostych twierdzen pozwala-
jacych sprawdzac¢ spojnos¢ bardziej skomplikowanych przestrzeni.

TWIERDZENIE 8.2. (O SUMIE) Jesli przestrzen topologiczna X jest
suma, swoich spojnych podprzestrzeni, majacych punkt wspolny, to X
jest spojna.

DowOD. Niech X = J{X, : s € S}, gdzie S oznacza pewien zbidr
indeksujacy podprzestrzenie spojne X i niech p € X, dla kazdego
sesS.

Przypus$émy, ze X nie jest spojna, czyli X = AU B dla pewnych nie-
pustych, roztacznych podzbiorow A, B C X otwartych w X. Zalézmy,
ze p € A i wybierzmy jaki$§ punkt b ze zbioru B. Istnieje indeks s,
dla ktérego b € X,,. Wéwezas widzimy, ze zbiory A N X, 1 BN X,
s niepuste, rozlaczne i otwarte w podprzestrzeni X, ktéra jest ich
suma,. Jest to oczywiscie sprzeczne ze spdjnoscia, Xy, . U

Czesto mowimy obrazowo, ze dwa punkty przestrzeni topologicznej
X sa polaczone podzbiorem spojnym, gdy naleza, do tego podzbioru i
jest on podprzestrzenia, spojna przestrzeni X.

WNIOSEK 8.1. Jesli kazde dwa punkty przestrzeni topologiczne; X
mozna polaczyé podzbiorem spojnym, to przestrzen X jest spdojna.

DowoD. Wybierzmy jaki$ punkt p € X. Dla kazdego punktu x €
X istnieje spéjna podprzestrzen X (z) C X laczaca p i x. Wtedy
X = U{X(z) : z € X} iz twierdzenia 8.2 wynika spéjnosé¢ X. O
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TWIERDZENIE 8.3. (O SPOJNYM OBRAZIE) Obraz przestrzeni spdj-
nej przez przeksztatcenie ciagle jest przestrzenia spojna.

Dow6D. Niech X bedzie przestrzenia, spdjna, a f : X — f(X)
bedzie przeksztalceniem ciagtym. Gdyby przestrzen f(X) byta niespéj-
na, to istniatyby niepuste i rozlaczne zbiory A, B C f(X), otwarte w
f(X) takie, ze f(X) = AUB. Wtedy ich przeciwobrazy f~'(A), f~'(B)
bylyby réwniez niepuste, roztaczne, otwarte w X (stwierdzenie 4.1) i
dajace w sumie X, co przeczy spojnosci X. 0]

PRZYKLAD 8.2.

(1) Kazdy odcinek w przestrzeni unormowanej jest spdjny (zob.
przyktad 4.2).

(2) Kazdy zbior wypukty, to znaczy podprzestrzen przestrzeni uno-
rmowanej zawierajaca, wraz z kazda para swoich réznych pun-
ktow, odcinek je taczacy, jest spdjny. W szczegdlnosci, spojne
sa przestrzenie euklidesowe, a w nich dowolne przedzialy (z
konicami lub bez), kostki, kule, kostka Hilberta.

(3) Okregi w przestrzeniach euklidesowych sa spdjne, bo sa one
podobne do okregu jednostkowego S!, ktéry jest obrazem cia-
glym przedziatu [0, 1].

(4) Wykresy przeksztalcen ciagtych okreslonych na przestrzeniach
spdjnych (zob. stwierdzenie 6.1) sa spdjne.

TWIERDZENIE 8.4. (O DOMKNIECIU) Jesli podprzestrzen A prze-
strzeni topologicznej X jest spdjna oraz A C B C clA, to rowniez
podprzestrzen B jest spojna.

Innymi stowy, jesli do podzbioru spojnego dodamy dowolna ilosé
punktow lezacych na jego brzegqu, to otrzymamy zbior spdjny.

DowOD. Mozna zalozyé, ze A # ().

Pokazemy najpierw, ze podprzestrzen postaci A U {b} jest spdjna
dla kazdego b € B. Gdyby bowiem tak nie bylo, to dla pewnego b €
B istnialyby rozlaczne zbiory niepuste C,; D, domknigte w przestrzeni
Y = AU {b}, takie ze AU{b} = CUD. Przyjmujac, ze b € C, zbiér D
zawieratby sie wtedy w A1 D Ccly D = ANcly D =AND = D, wiec
D bytby domkniety w A. Zbiér C' = C'\ {b} C A tez by byl domkniety
w A boclyC" = AnclyC’ Cc AnclyC = AN C = ' ponadto
C" # ), bo w przeciwnym razie C' = {b},D = A, wiec b € Y NclA =
cly A =cly D = D i otrzymujemy sprzecznos¢ z roztacznoscia zbioréw
C,D. W konsekwencji A = C"U D, gdzie C' i D sa niepuste, rozlaczne
i domkniete w A, a to oznacza niespdjno$¢ A, whrew zalozeniu.

Przestrzen
B=|J{Au{p}:be B},
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jest spojna na podstawie twierdzenia 8.2 U

Twierdzenie o domknieciu wydaje sie, by¢ moze, najmniej oczywi-
ste.

PRzZYKLAD 8.3. Niech
1 1
X:={(z,sin=) x>0}, X_ ={(z,sin—):x <0}, X =X, UX_
x T

beda podprzestrzeniami plaszczyzny euklidesowej. Sa to wykresy fun-
kcji y = sin % okreslonej na odpowiednich przedziatach (zageszczone si-
nusoidy), wiec ze stwierdzenia 6.1 sa one homeomorficzne odpowiednio
z przedziatami (0, 00), (—o0,0) oraz z R\ {0}. Wobec tego przestrzenie
X, 1 X_ saspdjne, a X spdjna nie jest.

Rozwazmy nastepnie domkniecia tych przestrzeni na plaszczyznie
euklidesowej (to juz nie beda wykresy!):

Y, =X, = X, U ({0} x [~1,1])
Y. =dX_=X_U{0} x[-1,1])
Y =cX = XU ({0} x [1,1])

7 twierdzenia o domknieciu 8.4 wynika, ze przestrzenie Y, i Y_ sg
spéjne, a z twierdzenia o sumie 8.2, ze przestrzen Y jest spdjna.

Na pierwszy rzut oka mniej oczywista jest spojnosc¢ przestrzeni X U
{(0,1)}, X_U{(0,1)} oraz X, UX_U{(0,1)}, ktérej dowodzi si¢ jak
wWyzej.

DEFINICJA 8.2. Sktadowq przestrzeni topologicznej nazywamy jej
kazda maksymalna spdjna, podprzestrzen.

PRZYKLAD 8.4.

(1) Jedyna sktadowa, przestrzeni spdjnej jest cala przestrzen.

(2) W przestrzeni dyskretnej sktadowymi sa wszystkie podzbiory
jednopunktowe.

(3) W przestrzeni liczb wymiernych (Q, p.) (podobnie—niewymier-
nych) skltadowymi sa réwniez zbiory jednopunktowe.

Rzeczywiscie, gdyby skladowa S C Q zawierata dwie rézne

liczby wymierne a, b, gdzie a < b, to biorac liczbe niewymierna
t taka, ze a < t < b otrzymaliby$my dwa zbiory (—oo,t) N
S, (t,00) NS niepuste, rozlaczne, otwarte w podprzestrzeni S i
dajace w sumie S. Oznaczaloby to niespdjnosc podprzestrzeni
S.

(4) W przestrzeni X = [0, 1] U (2,3) z metryka, euklidesowa, skta-
dowymi sa, przedzialy [0, 1] oraz (2, 3).
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Gdyby np. przedziat [0, 1] nie byt skladowa w X, to za-
wieralby sie w istotnie wiekszej podprzestrzeni spdjnej S C
X. Zbiér S musialby zawieraé liczbe z przedziatlu (2, 3), wiec
zbiory (—00,3] N S, (2,00) NS bylyby niepuste, rozlaczne,
otwarte w S i dajace w sumie S—sprzecznos$¢ ze spdjnoscia

S.

Zauwazmy nastepujace bardzo proste fakty.

STWIERDZENIE 8.1.

(1) Kazda przestrzen topologiczna jest suma swoich sktadowych.
(2) Duwie rézne skladowe przestrzeni sq rozlaczne.
(3) Kazda skladowa przestrzeni jest jej podzbiorem domknietym.

DowOD. Pierwsze stwierdzenie wynika z tego, ze zbiér jednopunk-
towy jest spéjny i albo jest on juz sktadowa, albo da sie powiekszy¢ do
sktadowej.

Stwierdzenie drugie wynika bezposrednio z twierdzenia o sumie 8.2,
a trzecie z twierdzenia o domknieciu 8.4. U

UwAcGA 8.1. Pierwsze dwa punkty stwierdzenia 8.1 mozna wyrazi¢
krocej, mowiac, ze kazda przestrzen topologiczna ma rozkiad na skta-
dowe.

Nie nalezy myli¢ tego rozktadu z rozktadem przestrzeni niespojnej
na dwa podzbiory niepuste, roztaczne i domkniete, wystepujacym w
definicji 8.1. Réznice ilustruje przyklad zbioru liczb wymiernych z
metryka, euklidesowa,

Spojnosé jest wiasnoscia topologiczna, wiec przestrzenie homeomor-
ficzne powinny mieé taka sama, ilos¢ homeomorficznych skltadowych:

TWIERDZENIE 8.5. Niech Sx i Sy oznaczaja rodziny wszystkich
sktadowych przestrzeni topologicznych X 'Y, odpowiednio. Jesli h :
X — Y jest homeomorfizmem, to rodziny Sx i Sy sa rownoliczne, przy
czym Sy = {h(S) : S € Sx} i funkcja S — h(S) ustala réwnolicznosé
tych rodzin.

DowOD. Pokazemy najpierw inkluzje
Sy D {h(S): S €Sx}

czyli, ze h(S) jest sktadowa przestrzeni Y dla S € Sx. Gdyby tak nie
bylo, to zbidér spdjny h(S) zawieralby sie w wiekszej od niego sktadowej
W przestrzeni Y. Wtedy

S =h L(h(S)) C h~Y (W) C X
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oraz zbiér h™Y(W) jest spéjny (gdyz przeksztalcenie h™! jest ciagle,
a W—spéjny), co jest niemozliwe, bo sktadowa S jest maksymalnym
zbiorem spojnym w X.

Dla uzasadnienia inkluzji odwrotnej niech S” bedzie sktadowa, przes-
trzeni Y. Stosujac poprzednia, inkluzje do homeomorfizmu h~!, stwier-
dzamy, ze h=1(S’) jest sktadowa przestrzeni X, tzn. h=1(S’') = S € Sy.
Zatem S’ = h(S), co daje

Sy C {h(S): S €Sx}

Do pokazania réwnolicznosci rodzin Sx i Sy wystarczy teraz spraw-
dzi¢ réznowartosciowosé funkcji S — h(S), gdzie S € Sy: dla réznych
S1, S5 € Sx mamy S1NSs = ) (stwierdzenie 8.1) i z réznowartosciowosci
h wynika, ze h(S1) N h(S2) = 0, w szczegdlnosdci h(Sy) # h(Ss). O

UwAcA 8.2. Twierdzenie 8.5 podaje jedynie warunek konieczny,
by dwie przestrzenie topologiczne byly homeomorficzne. Nie jest on
wystarczajacy—dwie niehomeomorficzne przestrzenie moga, mieé¢ tyle
samo homeomorficznych sktadowych, np. przestrzen (Z, p.) liczb cal-
kowitych i (Q, p.) (nie sa homeomorficzne, bo pierwsza jest w sobie
gesta, a druga nie).

PrRzYKEAD 8.5. Podprzestrzenie X = Q x [0,1] 1Y = (R\ Q) x
0, 1] plaszezyzny euklidesowej nie sa homeomorficzne, bo sktadowymi
obu sg odcinki postaci {z} x [0,1] i X ma ich przeliczalnie wiele, a Y’
nieprzeliczalnie wiele.

Aby uzasadni¢, ze sktadowe przestrzeni X (podobnie dla Y') sa
postaci {x} x [0, 1], przypusémy, ze pewien odcinek {z} x [0,1] za-
wiera sie w wiekszej podprzestrzeni spojnej S C X, tzn. w podzbiorze
zawierajacym punkt postaci (z/,t) dla 2’ # z. Poniewaz rzutowanie
p: X — Q, plz,y) = x jest ciagle, wiec obraz p(S) jest spéjna
podprzestrzenia w Q zawierajaca, dwa rézne punkty z,z’, co, jak juz
wiemy, jest niemozliwe.

DEFINICJA 8.3. Podzbiér A przestrzeni topologicznej X rozspaja
przestrzen X (na n sktadowych), gdy podprzestrzeni X'\ A jest niespdjna
(ma n sktadowych, tzn. rodzina sktadowych podprzestrzeni X \ A ma
moc n dla pewnej liczby kardynalnej n ).

W przypadku, gdy zbior A zawiera tylko jeden punkt a, méwimy,
ze punkt a rozspaja X.

TWIERDZENIE 8.6. Jesli h : X — Y jest homeomorfizmem i zbior
A C X rozspaja X (na n sktadowych), to zbior h(A) rozspaja Y (na n
sktadowych).
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DowOD. Poniewaz obciecie h | X \ A: X \ A — Y \ h(A) jest ho-
meomorfizmem, to twierdzenie wynika natychmiast z twierdzenia 8.5.

O

Twierdzenia 8.5 i 8.6 dostarczaja narzedzi do uzasadniania nieho-
meomorficznodci dwoéch przestrzeni. Natepujace przyktady ilustruja te

metode.

PRZYKEAD 8.6.

(1)

(2)

(3)

Przedzialy euklidesowe [0,1) i [0, 1] nie s homeomorficzne, bo
w pierwszym jest tylko jeden punkt nierozspajajacy (liczba 0),
a w drugim sa dokladnie dwa punkty nierozspajajace (liczby
0il).
Okrag nie jest homeomorficzny z przedzialem [0, 1] (metryki
euklidesowe), gdyz zaden punkt nie rozspaja okregu, podczas,
gdy sa punkty rozspajajace przedzial.
Okrag nie jest homeomorficzny z kwadratem na ptlaszczyznie
euklidesowej, bo dowolny podzbiér dwupunktowy rozspaja ok-
rag, a zaden podzbiér dwupunktowy nie rozspaja kwadratu
(dowolne dwa punkty kwadratu, nie nalezace do tego pod-
zbioru, mozna polaczy¢ tamana w kwadracie omijajaca ten
podzbidr).
Pek prostych P = {re® : ¢ € QN [0,27],7 € R} (o wymier-
nych wspélezynnikach kierunkowych) nie jest homeomorficzny
z pekiem prostych P, = {re’® : ¢ € R\QN[0, 27],r € R} (o nie-
wymiernych wspélezynnikach kierunkowych), gdyz w drugim
peku punkt 0 rozspaja go na nieprzeliczalnie wiele sktadowych
(pélproste o poczatku 0), a pierwszy takiego punktu nie ma.
Aby uzasadnié¢, ze sktadowe podprzestrzeni P, \ {0} sa
polprostymi o poczatku 0, przypusémy, ze pewna poélprosta
{ret®o . r > 0}, gdzie ¢ € (R\ Q) N [0,27] zawiera si¢ w
wiekszym zbiorze spéjnym S C P;\{0}. Zalézmy, ze S zawiera
punkt z = re® spoza pélprostej. Wybieramy liczbe wymierna,
6 pomiedzy ¢g i1 i rozwazamy polptaszczyzny otwarte W oraz
V, na ktére dzieli plaszczyzne prosta {re? : r € R}. Zbiory W
i V sa podzbiorami otwartymi plaszczyzny euklidesowej, wiec
zbiory W N SiV NS saotwarte w .S, niepuste, rozlaczne i w
sumie daja S, co jest sprzeczne ze spojnoscia, S.
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Cwiczenia

(1) Uzasadni¢ stwierdzenia z przyktadu 8.1.

(2) Korzystajac z faktu, ze obraz ciagly przestrzeni spéjnej jest spdjny
udowodni¢ twierdzenie Darboux, mdwiace, ze funkcja ciagta f :
la,b] — R przyjmuje wszystkie wartosci posrednie miedzy dowol-
nymi swoimi dwiema wartosciami.

(3) Kiedy wykres funkcji ciaglej jest sp6jny?

Czy jesli funkcja f : X — Y ma wykres spéjny, to musi by¢
ciagla?

(4) Sprawdzi¢, ze podzbiory spdjne prostej euklidesowej musza, by¢ wy-
pukle, czyli sa wszelkiego rodzaju przedziatami (z koricami lub bez,
ograniczonymi lub nie).

(5) Korzystajac z faktu istnienia przeksztalcenia ciaglego przestrzeni
metrycznej w przedziat euklidesowy [0, 1] (zob. ¢éwiczenia 16 1 17)
oraz z poprzedniego ¢wiczenia, udowodnié¢,ze kazda niejednopunk-
towa przestrzen metryczna spdjna jest nieprzeliczalna.

Takie twierdzenie jest nieprawdziwe dla niemetryzowalnych prze
strzeni topologicznych Hausdorffa spdjnych—sa, przyktady takich
przestrzeni, ktore sa przeliczalne! (zob. [ES], str. 376).

(6) Czy wnetrze oraz brzeg podzbioru spdjnego przestrzeni X musza
by¢ spéjne?

Czy jesli brzeg podzbioru A C X jest spdjny, to A jest spdjny?

(7) Badajac zbiory rozspajajace odpowiednie przestrzenie z metrykami
euklidesowymi uzasadni¢, ze prosta nie jest homeomorficzna z ptasz-
czyzna ani z R3, a sfera S? z okregiem.

Zbadac, ktére litery alfabetu sa, homeomorficzne.

(8) Udowodni¢, ze kazda funkcja ciagta f : [0,1] — [0, 1] ma punkt
staty, tzn. taki punkt x, ze f(x) = z.

Wskazéwka: Rozpatrzy¢ funkcje pomocnicza

9:[0,1] >R, g(x) = f(z) —=
i skorzystaé ze spdjnosci przedziatu euklidesowego [0, 1].
(9) Uzasadni¢, ze kazde przeksztalcenie ciagle f: A — A, gdzie A jest
dowolnym tukiem ma punkt staty (zob. poprzednie ¢wiczenie).



ROZDZIAY 9

Przestrzenie tukowo spdjne

DEFINICJA 9.1. Lukiem nazywamy przestrzen topologiczna, homeo-
morficzna, z przedzialem domknietym prostej euklidesowe;j.

Jesli A jest tukiem i h : [a, f] — A jest homeomorfizmem, to punkty
a = h(a),b = h(B) nazywamy koricami tuku A i méwimy, ze A jest
tukiem od a do b, oznaczajac go czesto symbolem ab.

Homeomorfizm h nazywamy zas$ parametryzacjq tuku ab od a do b.

Parametryzacja h od a do b wyznacza porzadek liniowy < od a do
b na tuku ab wzorem:

p=qeh(p) <h ()
UwaAGA 9.1.
(1) Luk jest zawsze przestrzenia metryzowalna (zob. rozdziat 7).
(2) Jesli p jest punktem tuku ab réznym od koncéw a,b, a h :
[, ] — ab parametryzacja tuku ab od a do b, to homeomor-

fizm W' = h|la, h~1(p)] jest parametryzacja, podtuku ap C ab,
a h” = h|[h"1(p), 1]—parametryzacja podtuku pb C ab od p do
b

(3) Obraz homeomorficzny tuku jest tukiem.

LEMAT 9.1. Jesli ciag punktow a,, tuku ab jest zbiezny w ab do punk-
tu p, a punkty a,, € ab spetniajaq a,.1 < a,, < a, dla kaZdego n € N, to
cigg {al,} jest tez zbiezny do p.

DowOD. Taka wlasno$é ma oczywiscie kazdy przedzial euklidesowy
[, B]. Parametryzacja h : [o, 5] — ab od a do b przenosi ja na hik
ab. 0

PrzyKrAD 9.1. Wykres przeksztalcenia ciaglego f : [o, 5] — X,
gdzie [a, ] jest domknietym przedzialem euklidesowym, jest tukiem od
punktu (a, h(a)) do (5, h(B)) (zob. stwierdzenie 6.1).

DEFINICJA 9.2. Przestrzen topologiczna jest tukowo spojna, gdy
kazde jej dwa rézne punkty dadza, sie polaczy¢ podprzestrzenia, ktora
jest tukiem.

Lukowa spdjnosé jest pojeciem silniejszym od spojnosci przestrzeni
i wystepuje czesto w analizie matematycznej i geometrii.

55
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PRZYKLAD 9.2. Przestrzen Y, z przykladu 8.3 (podobnie Y_ i Y)
nie jest tukowo spdjna. Nie istnieje mianowicie tuk taczacy punkt a =
(0,0) z punktem b = (¢,t') € X,.

[stotnie, przypusémy, ze jest taki tuk ab C Y,. Wtedy rzut tuku
ab na o$ odcietych, jako spojna podprzestrzen prostej euklidesowej R,
musi by¢ przedzialem zawierajacym 0 it > 0. Dlatego przedzial [0, t]
zawiera sie w rzucie tuku ab. Oznacza to, ze

X:n{(z,y):x <t} Cab

(tuk ab zawiera cze$¢ wykresu zageszczonej sinusoidy X znajdujaca, sie
nad lub pod przedziatem (0, ¢]). Punkty a, = (5=,0) ia], = (m, 1)
naleza wiec do ab dla dostatecznie duzych n € N—przyjmijmy, ze dla
wszystkich n. Ponadto, w porzadku liniowym < od a do b mamy
A1 = a, < a, dla kazdego n € N. Na mocy lematu 9.1 ciag punktow
al, jest zbiezny do a, co oczywiscie jest nieprawda, bo granica tego
ciagu jest punkt (0, 1).

Przestrzenie z przykiadu 8.3 zawieraja tuki. Trudniej jest wyobrazi¢
sobie przestrzen spéjna bez tukéw. Mozna oczywiscie podac tatwy, ale
sztuczny przyklad takiej przestrzeni topologicznej—jest nia, np. prze-
strzen dwupunktowa X z przyktadu 7.1. Jeden z pierwszych przykta-
dow podprzestrzeni ptaszczyzny euklidesowej spojnych i nie zawieraja-
cych tukéw byt skonstruowany przez Zygmunta Janiszewskiego w 1912
r. Punktem wyjscia takiej konstrukcji moze by¢ np. powyzsza prze-
strzen Y. Wycinamy z niej tuk i wstawiamy w jego miejsce mniejsza,
kopie Y. Moéwiac malo precyzyjnie, takich operacji wycie¢ i wstawien
wykonujemy nieskonczenie wiele, przy czym S$rednice “wycie¢” i “wsta-
wek” daza do 0. Nastepuje tzw. zageszczenie osobliwosci, ktérymi
sa, wstawiane kopie Y. W rezultacie otrzymamy spdjna podprzestrzen
ptaszczyzny euklidesowej, bez tukow.

Lukowa spdjnosé jest witasnoscia, topologiczna;

STWIERDZENIE 9.1. Jesli przestrzen topologiczna X jest tukowo
spojna 1 Y jest przestrzeniq homeomorficzng z X, to Y jest tukowo
spojna.

DowOD. Niech b : X — Y bedzie homeomorfizmem i ¥, y» dwoma
réznymi punktami przestrzeni Y. Wybierzmy punkty z; € h™(y;),
1y € h™l(ys). Istnieje tuk z129 C X. Jego obraz homeomorficzny
h(xixs) jest tukiem o koncach y; i yo w Y. O

LEMAT 9.2. Przestrzen, ktora jest suma dwdch tukow ab i be, takich
ze a # ¢, zawiera tuk od a do c.
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DowoD. Jedli ¢ € ab, to bierzemy podtuk ac tuku ab. Zalézmy
wiec dalej, ze ¢ ¢ ab. Wtedy tuk be moze wielokrotnie przecinaé ab i
nalezy znalezé “ostatni” (w porzadku < od b do ¢) jego punkt p, ktéry
nalezy do ab, a nastepnie wzia¢ sume tukow ap C ab i pc C be.

Aby to opisaé¢ precyzyjnie, niech h : o, 5] — abi g : [3,7] — bc
beda, parametryzacjami tukéw ab i be od a do biod b do ¢, odpowiednio.

Pokazemy, ze istnieje taki punkt p € be, ze podtuk pc C bc nie
zawiera punktéw tuku ab réznych od p. Gdyby bowiem dla kazdego
p € be istniatl punkt p’ € ab N pe ré6zny od p, to tworzymy ciag par
takich punktéw, spemiajacych:

pL <Py <ps<ph---=<c, gdziep, € abnbc,

zbiezny do c¢. Mozna to zrobi¢ np. w nastepujacy sposob:
—1(,/
pr=g(B) <p < py = g(%) < ph < ..., itd. Widzimy tu,
ze ciag liczb

B+y _ _ g+ _
<9 ) < T <) <
jest zbiezny do ~y, wiec ciag obrazéw p},p), ..., musi byé¢ zbiezny do

obrazu g(vy) = c¢. Ponadto, wiedzac, ze p], € ab i ciag (p),) zawiera
podciag zbiezny w ab (zob. 4 w przykladzie 4.4), stwierdzamy, ze gra-
nica tego podciagu, czyli punkt ¢ nalezy do tuku ab, co jest sprzeczne
z zalozeniem.

Na koniec zauwazmy, ze suma podtukow ap C ab i pc C be jest
tukiem o koncach a i ¢. Mozna bowiem okresli¢ homeomorfizm:

f:[1,2] = apnpe
f@)=h((h'(p) —a)t+a) dlate]l0,1],
FO) =g((y =g Nt - 1) +g7'(p)) dlatel[l,2].
O
Lukowa spojnosc jest istotna cecha obszarow, czyli spéjnych i ot-

wartych podzbioréw przestrzeni euklidesowych. Fakt ten ma miejsce
nawet w ogdlniejszej sytuacji.

DEFINICJA 9.3. Przestrzen unormowana X nazywa sie lokalnie wy-
pukta, gdy istnieje liczba € > 0 taka, ze kule w X o promieniach mniej-
szych od € sa zbiorami wypuktymi.

Wszystkie przykilady przestrzeni unormowanych podane w rozdziale
1 sa lokalnie wypukle (w przypadku przestrzeni funkcyjnej B(X,Y)
trzeba zatozy¢, ze Y jest unormowana lokalnie wypukta).
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TWIERDZENIE 9.1. Podzbior spdjny i otwarty przestrzeni unormo-
wanej, lokalnie wypuktej jest tukowo spojny. W szczegdlnosci kazdy
obszar jest tukowo spojny.

DowOD. Niech U bedzie podzbiorem spéjnym i otwartym przes-
trzeni unormowanej lokalnie wypuktej X. Mozemy zalozy¢, ze jest on
niepusty (dlaczego?). Niech € bedzie liczba dodatnia taka, ze kule w
X o promieniach mniejszych od € sa wypukle. Ustalmy punkt u € U.
Pokazemy, ze zbior

A = {x € U : istnieje tuk ux C U}

jest zarowno otwarty, jak i domkniety w U.

Otwartos¢: Niech x € A i niech ux C U bedzie tukiem o koncach
x,u. Poniewaz U jest otwarty w X, to istnieje kula K(z;r) C U,
gdzie r < e. Mozemy réwniez zalozy¢, ze promien r jest tak maly,
by u ¢ K(x;r). Wtedy kazdy punkt y tej kuli daje sie potaczy¢ z
x odcinkiem (a wiec lukiem) zy w niej zawartym. W sumie ux U zy
istnieje tuk uy (lemat 9.2), skad y € A, co daje K(x;r) C A.

Dombknietosé: Podobnie, jak wyzej, pokazemy, ze zbiér U \ A jest
otwarty w U. Niech z € U\ Ai K(x;r) C U bedzie kula z promieniem
r < e. Wéwczas kazdy punkt y tej kuli taczy sie z Srodkiem z odcinkiem
yr C K(x;r), wiec y ¢ A, bo w przeciwnym razie istniatby tuk uy C U
i, z lematu 9.2, suma uy U yx zawieralaby tuk ux. Jest to niemozliwe,
bo przeciez x ¢ A.

Skoro A jest podzbiorem otwarto-domknietym przestrzeni spéjnej
U, to albo A = (), albo A = U. Pierwszy przypadek jest niemozliwy,
bo U zawiera kule wypukle (o promieniach < €) o §rodku u. Zatem
A =U. Jedli wiec z,y € U sa rézne od siebie i od u, to istnieja, tuki
xu,uy C U i, korzystajac ponownie z lematu 9.2, stwierdzamy istnienie
tuku zy C U. O

Pojeciem analogicznym do sktadowej jest skladowa tukowa.

DEFINICJA 9.4. Sktadowq tukowa przestrzeni topologicznej X jest
kazda maksymalna podprzestrzen tukowo spdjna przestrzeni X.

Zauwazmy, ze skladowe tukowe przestrzeni moga by¢ jednopunk-
towe. Bedzie tak, na przykiad, gdy przestrzen nie zawiera tukow.

Kazda sktadowa tukowa, jako zbior spdjny, zawiera sie w sktadowej
przestrzeni. Przyklad 8.3 Swiadczy o tym, ze skladowe przestrzeni moga,
by¢ istotnie wieksze od sktadowych tukowych.

PrzYKLAD 9.3. Sktadowymi tukowymi przestrzeni Y z przykiadu
8.3 sa zbiory X, X_ 1 ({0} x [-1,1]).



9. PRZESTRZENIE LUKOWO SPOJNE 59

STWIERDZENIE 9.2. Sktadowe tukowe przestrzeni topologicznej X
tworza rozktad przestrzeni X.

DowOD. Trzeba sprawdzié, ze rézne sktadowe tukowe sa rozlaczne
i daja, w sumie X.

Niech wiec Ay, Ay beda réznymi sktadowymi tukowymii A;NAg # ().
Wybierzmy punkt a € A; N Ay i niech x,y beda dowolnymi réznymi
punktami zbioru A; U As.  Jedli oba punkty z,y leza w tej samej
sktadowej A; (i = 1,2), to oczywiscie w A; istnieje tuk zy. Jedli leza,
w réznych sktadowych, to przyjmijmy, ze np. x € Ay, y € Ay i wy-
bierzmy tuki xa C Ay, ay C Ay. W sumie xa U ay zawiera sie tuk xy
(19.2). Zatem zbidr A; U Ay jest tukowo spéjny, a poniewaz A; i As sa
maksymalnymi podzbiorami tukowo spéjnymi, to A; = A; U Ay = As,
sprzecznosc.

Poniewaz kazdy podzbiér jednopunktowy jest tukowo spdjny, wiec
zawiera sie w sktadowej tukowej, to cala przestrzen X jest suma, swoich
sktadowych tukowych. O

Ze stwierdzenia 9.1 wynika, ze pojecie skladowej tukowej jest niez-
miennikiem homeomorfizméw:

STWIERDZENIE 9.3. Jesli A jest sktadowa tukowq przestrzeni topo-
logicznej X i h : X — 'Y jest homeomorfizmem, to h(A) jest sktadowa
tukowa przestrzeni Y .

Stwierdzenia 9.2 i 9.3 implikuja analogiczne do twierdzenia 8.5
twierdzenie o skladowych tukowych.

TWIERDZENIE 9.2. Niech Ax 1@ Ay oznaczaja rodziny wszystkich
sktadowych tukowych przestrzeni topologicznych X 1Y, odpowiednio.
Jesli h : X — Y jest homeomorfizmem, to rodziny Ax i Ay sq
réwnoliczne, przy czym Ay = {h(A) : A € Ax} i funkcja A — h(A)
ustala rownolicznosé tych rodzin.

Powyzszym twierdzeniem mozna si¢ postuzy¢ do udowodnienia, ze
jakies dwie przestrzenie nie sa homeomorficzne. Ilustruja to nastepujace
przyktady.

PRZYKLAD 9.4.

(1) Przestrzenn Y, ma dwie skltadowe tukowe, a Y— trzy, wiec te
przestrzenie nie sa, homeomorficzne.

(2) Podprzestrzenn Z = X U({0} x[—1, 1)) plaszczyzny euklideso-
wej nie jest homeomorficzna z Y, . Obie maja po dwie skladowe
tukowe, ale sktadowa tukowa ({0} x [0, 1)) przestrzeni Z nie jest
homeomorficzna z zadna, ze sktadowych tukowych w Y, .
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Twierdzenia 8.5 1 9.2 jednak nie wystarczaja bezposrednio, by uza-
sadni¢ niehomeomorficznosé takich nieskomplikowanych podprzestrzeni
plaszczyzny euklidesowej, jak

ﬂ%gn§;0<xgn}uqup4ﬂp

{@ﬁm§%0<x§W}UHMXﬂlg)

Wygodnym narzedziem bedzie w tym przypadku zwartos¢, ktorej po-
Swiecamy kolejny rozdzial.
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Cwiczenia

(1) Sprawdzi¢ spéjnosé i tukowa, spéjnosé oraz znalezé sktadowe i tu-
kowe sktadowe
(a) plaszczyzny z metrykami “rzeka” i “centrum”;

(b) kul K((1,1);7), gdzie r = 1,2, na plaszczyZznie w metrykach
“rzeka” i “centrum”;
(c) zbioréw podanych w éwiczeniach 8 1 9 w rozdziale 3.

(2) Czy plaszczyzna (przestrzen R") euklidesowa bez przeliczalnej ilosci
punktéw jest tukowo spéjna?

(3) Udowodni¢, ze kazda przestrzen sciagalna jest tukowo spéjna.

(4) Niech Y bedzie przestrzenia tukowo spéjna. Pokazaé, ze kazde dwa
przeksztatcenia state z dowolnej przestrzeni X w Y sa homotopijne.

(5) Udowodnié, ze przestrzenn C(X, I), gdzie X jest dowolna przestrzenia
metryczna, a I jest przedzialem euklidesowym [0, 1], jest wypukla i
lokalnie wypuktla (zob. rozdziat 6, éwiczenia 9 i 10). Zauwazy¢, ze
to twierdzenie mozna uogolni¢, zastepujac przedzial I przestrzenia
Y unormowana, wypukta i lokalnie wypukia.

(6) Badajac sktadowe lub tukowe sktadowe sprawdzi¢, czy wérdd naste-
pujacych podprzestrzeni plaszczyzny euklidesowej sa przestrzenie
homeomorficzne:

(a) X1 = {(z,y) 1y =sint 0# x| <2}
(b) Xo =X, U{(0,y) :y € [-1,1]}
Xy ={(z,y) 1y =sinl 0#|z] <2}
X, = {(x,y) Dy = sin%,O <x< 2} u{(0,y) :y € [-1,1]}

)
)
)
(e) Xs={(z,y):y=sint,—2<z<0}
(1) Xo = X5 U {(0,~1), (0. 1)}
(2) Xz = X5 U{(0,0)}
(h) Xs=X; U{(0,-1)}
(i) Xg =cl X, U{(0,y) e R?: —2 <y < -1} U{(z,—-2) € R*:

0<x<2}U{(2, ))ERQ:—QSygsin%}

() Xi0=X1U{(-2,y) e R?: =2 <y <sinL}U{(z,-2) e R?:
—2§x§2}u{(2,y) eR?: —2<y<sini}

Czy Xg i X9 sa homeomorficzne z okregiem euklidesowym?
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Przestrzenie zwarte

DEFINICJA 10.1. Przestrzenn metryczna (X, p) jest zwarta , gdy
kazdy ciag punktéow w X ma podciag zbiezny w X.

PRzYKLAD 10.1.

(1) Kazda przestrzen skoniczona jest zwarta.

(2) Nieskonczona przestrzen dyskretna nie jest zwarta.

(3) Prosta euklidesowa nie jest zwarta.

(4) Przedzial domkniety [«, 5] na prostej euklidesowej jest zwarty.

Jest to konsekwencja znanego z kursu analizy matematycz-

nej, podstawowego twierdzenia Bolzano-Weierstrassa gloszace-
go, ze kazdy ograniczony ciag liczb rzeczywistych ma podciag
zbiezny. Jedli ciag zawiera sie w przedziale [a, (], to i granica
jego podciagu zbieznego jest w tym przedziale.

Aby méc podaé dalsze przyktady przestrzeni zwartych, sformutujemy
kilka ogélnych wtasnosci.

STWIERDZENIE 10.1. Podprzestrzen domknieta przestrzeni metry-
cznej zwarte] jest zwarta.

DowOD. Zalézmy, ze X jest przestrzenia zwarta, Y jej podzbiorem
domknietym i y, € Y, dla n € N. Istnieje podciag (Y, )nen zbiezny w
X, tzn. majacy granice y € X. Z domknietosci zbioru Y wynika, ze
y €Y (zob. uwage 3.1), czyli podciag (yx, ) jest zbiezny w Y. O

STWIERDZENIE 10.2. Jesl przestrzen zwarta Y jest podprzestrzeniq
przestrzeni metrycznej X, to'Y jest podzbiorem domknietym w X.

DowOD. Zgodnie z uwaga 3.1 sprawdzimy, ze kazdy ciag punktéw
przestrzeni Y, ktory jest zbiezny w X, ma granice w Y. Niech y, € Y,
dla n € N, bedzie ciagiem zbieznym do punktu y € X. Na mocy
zwartosci Y istnieje podciag (Y, Jnen zbiezny w Y. Poniewaz podciag
ciagu zbieznego ma te sama granice, co caly ciag, toy € Y. U

UwAGA 10.1. Wiasnos¢ przestrzeni metrycznych zwartych, o ktorej
jest mowa w stwierdzeniu 10.2, jest czasami nazywana ich absolutng
domknietoscia.

63
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STWIERDZENIE 10.3. KazZda przestrzen metryczna zwarta jest og-
raniczona.

DOWOD. Przypusémy, ze przestrzen metryczna zwarta (X, p) nie
jest ograniczona, tzn. diam X = sup{p(z,y) : z,y € X} = co. Przy-
pomnijmy, ze woéwczas X nie zawiera sie¢ w sumie skonczenie wielu kul
(éwiczenie 3 z rozdziatu 2). Zdefiniujemy ciag (x,)n,en bez podciagu
zbieznego. Niech z; bedzie dowolnym punktem przestrzeni X. Ist-
nieje punkt zo € X taki, ze p(xy,29) > 1, bo w przeciwnym razie
X C K(x1;1). Indukcyjnie okreslamy kolejne punkty ciagu: zatézmy,
ze punkty xi,xs,...,x, zostaly zdefiniowane. Istnieje wtedy punkt
Tpr1 € X taki, ze p(x,41,2;) > 1 dla wszystkich i = 1,2,...,n, gdyz
W przeciwnym razie

X C U K(xz;1),
i=1
dla pewnego i € {1,2,...,n}. Kazde dwa rézne punkty ciagu (z,)nen
sa, odlegle od siebie o co najmniej 1, wiec jest jasne, ze ani sam ten
ciag, ani zaden jego podciag nie moze by¢ zbiezny. U

TWIERDZENIE 10.1. lloczyn kartezjanski przeliczalnie wielu przes-
trzeni metrycznych zwartych jest przestrzenia zwartq.

DowOD. Udowodnimy twierdzenie najpierw dla iloczynu dwdch
przestrzeni zwartych X i Y. Niech (z,,y,) € X xY, n € N. Ciag
(Zn)nen ma podciag zbiezny (z,)nen do pewnego punktu z € X,
Podciag (yx, )nen nie musi by¢ zbiezny, ale ma podciag (Y, Jnen zbie-
zny do pewnego punktu y € Y. 7 twierdzenia 6.1 o zbieznosci po
wspotrzednych wynika, ze podciag (Tr,.. Uk, Jnen CiagU (T, Yn)nen
jest zbiezny do punktu (z,y) € X x Y.

Stosujac indukcje matematyczna i prosty fakt, ze iloczyny karte-
zjanskie (X7 X Xo X -+ x Xi) X Xpiq oraz Xy X Xo X+ X X X Xpyq 88,
izometryczne (zob. ¢wiczenie 6 z rozdzialu 6), dowodzimy twierdzenia
dla dowolnej skoniczonej ilosci przestrzeni metrycznych zwartych.

W przypadku iloczynu X nieskonczenie wielu przestrzeni zwartych
X1, X5, , ..., rozwazmy dowolny ciag X, = (Tn1,Tn2,...) € X, gdzie
Tn; € X;. Podobnie, jak wyzej, znajdziemy punkt w X, ktory bedzie
granicg podciagu ciagu x,. Okreslenie takiego podciagu jest nieco bar-
dziej skomplikowane i polega na, tak zwanej, metodzie przekatniowe;j.
Ciag pierwszych wspolrzednych z,1, n € N, ma podciag xj, 1 zbiezny do
pewnego punktu a; € Xy, gdy n — oo. Podciag drugich wspotrzednych
Tk,2 ma podciag T, 1 zbiezny do pewnego punktu a; € Xy, gdy
n — oo. Podciag trzecich wspéhrzednych z,,, 3 ma podciag Ty, 3
zbiezny do punktu az € X3 dla n — oo, itd. Otrzymujemy w ten
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spos6b punkt (aj,as, as,...) € X, bedacy, na podstawie twierdzenia o
zbieznosci po wspotrzednych 6.1, granica, ciagu punktéw

($k11,$k12737k137-~-)>

(xmk21a xmk22a xmk237 s )7
($lmk317 Ll 29 Ll 35 - - - ),
ktory jest podciagiem ciagu x,. O

Mozna teraz podac¢ obszerna, klase przestrzeni zwartych.

PrzyktAD 10.2. Kostki euklidesowe, kostka Hilberta (zob. ¢wicze-
nie 5b z rozdziatlu 6) oraz ich podzbiory domkniete sa przestrzeniami
zwartymi. W szczegdlnoséci domkniecia kul w przestrzeniach euklideso-
wych sa zwarte (istotnie, domkniecie takiej kuli zawiera sie w pewnej
kostce, a wiec jest podzbiorem domknietym przestrzeni zwartej).

TWIERDZENIE 10.2. Podprzestrzen przestrzeni euklidesowej jest
zwarta wtedy @ tylko wtedy, gdy jest podzbiorem domknietym i ograni-
czonym.

Dow6D. Niech A C (R”, p.). Jesli podprzestrzen A jest zwarta,
to jest podzbiorem domknietym (stwierdzenie 10.2) i ograniczonym
(stwierdzenie 10.3).

Na odwrot, jesli A jest ograniczony, to zawiera sie w pewnej kuli
K (stwierdzenie 2.2), ktérej domkniecie cl K jest podzbiorem zwar-
tym w (R, p.) (przykitad 10.2). Poniewaz A jest domkniety w R™,
to jest rowniez domknietym podzbiorem podprzestrzeni cl K, wiec jest
podprzestrzenia zwarta, (stwierdzenie 10.1). O

W powyzszym twierdzeniu trzeba zwréci¢ uwage na zalozenie, ze A
jest podzbiorem przestrzeni euklidesowej. Jest to istotne, jak wskazuja,
nastepujace przyktady.

PRzYKLAD 10.3.

(1) Domkniecie kuli K(0; 1) w przestrzeni Hilberta l5 jest podzbio-
rem ograniczonym i domknietym, ale nie jest podprzestrzenia,
zwarta w [y: punkty

x1 = (1,0,0,...),%s = (0,1,0,...),x3 = (0,0,1,0,...), ...

naleza, do tego domkniecia i tworza, ciag bez podciagu zbieznego,
bo odlegtos¢ miedzy nimi wynosi 1.
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(2) Na plaszczyznie z metryka “centrum” p. domkniecie kuli o
srodku (0,0) i promieniu 1 jest réwne zbiorowi

{(.y) €R?: a2 +y? < 1},

ktéry oczywiscie jest domkniety i ograniczony w (R?, p.), ale
nie jest podprzestrzenia zwarta, bo np. ciag punktow

1 1
(cosﬁ7smﬁ)

nie ma podciagu zbieznego w tej podprzestrzeni.

(3) Jesli X jest przedzialem otwartym (0,1) na prostej euklide-
sowej, to X jest podzbiorem ograniczonym i domknietym w
przestrzeni X, ale nie jest przestrzenia zwarta, bo ciag %, dla
n =2,3,..., nie ma podciagu zbieznego w X.

Przeksztalcenia ciagle okreslone na przestrzeniach metrycznych zwa-
rtych maja wazne wlasnodci, czesto wykorzystywane w analizie mate-
matyczne;j.

STWIERDZENIE 10.4. Przestrzen metryczna, bedaca obrazem cig-
glym przestrzeni metrycznej zwartej, jest zwarta.

DowoOD. Niech X bedzie przestrzenia metryczna zwarta,a f—prze-
ksztalceniem ciaglym przestrzeni X na przestrzen metryczna Y. Zaldz-
my, ze (yn) jest dowolnym ciagiem punktow przestrzeni Y. Dla kazdego
n € N wybierzmy punkt z,, € f~!(y,). Ciag (z,)nen ma podciag zbie-
wny (T, Jnen do pewnego punktu x € X. Z ciagloéci przeksztatcenia f
wynika, ze

lim,, oo Yg, = lim, oo f(21,) = f(z) €Y,
wiec podciag (Yx, Jnen jest zbiezny w Y. d

PRZYKEAD 10.4.

(1) Stwierdzenie 10.4 pozwala natychmiast uzasadni¢ niehome-
omorficznos¢ przestrzeni podanych na koncu poprzedniego roz-
dziatu: pierwsza jest zwarta, a druga nie.

(2) Prosta euklidesowa nie jest zwarta, wiec nie moze by¢ obrazem
ciaglym domknietego przedziatu euklidesowego.

Nastepujacy wniosek daje podstawe do badania maksimum i mini-
mum funkcji rzeczywistych wielu zmienych.

WNIOSEK 10.1. Kazde przeksztatcenie ciagle okreslone na przes-
trzeni metrycznej zwartej o wartoSciach w prostej euklidesowe) przyj-
muje swoje oba kresy.
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DowOD. Obrazem przestrzeni zwartej jest podprzestrzen zwarta,
a wiec podzbior domkniety i ograniczony prostej. Istnieja wiec kresy
takiego podzbioru, a z jego domknietosci wynika, ze kresy do niego
naleza, U

STWIERDZENIE 10.5. Kazde przeksztatcenie ciaglte miedzy przestrze-
niami metrycznymi okreslone na przestrzeni zwartej jest jednostajnie
ciagte © domkniete.

Dow6p. Niech f: (X, px) — (Y, py) bedzie ciagle, a przestrzen
metryczna (X, px )—zwarta.

Przypusémy najpierw, ze f nie jest jednostajnie ciagle, czyli istnieje
liczba € > 0 taka, ze dla kazdej liczby 6 > 0 znajdziemy punkty z,y €
X takie, ze px(z,y) < ¢ oraz py(f(x), f(y)) > €. Przyjmujac § =
L dlan = 142,..., znajdziemy wiec punkty z,,y, € X odlegle od
siebie o mniej niz + i takie, ze py (f(zn), f(yn)) > €. Poniewaz iloczyn
kartezjaniski X x X jest przestrzenia zwarta (twierdzenie 10.1) wiec
ciag par (z,,y,) € X x X, dla n = 1,2,..., ma podciag zbiezny
((xk,,, Yk, ) Jnen zbiezny do pewnego punktu (z,y) € X x X. Z nieréw-
nosci

1
Px (Thns Yk,) < T
i z ciaglosci metryki py (stwierdzenie 6.2) wynika, ze

px(z,y) = lim, oo px (T, Ys,) = 0.

Z drugiej strony, z ciaglosci metryki py i przeksztalcenia f, mamy

PY(f(l’)7 f(y)) = IOY(hmn—wo f(xkn)7 limy, o0 f(ykn)) =
limy, o0 py (f(2k,), f(Yr,)) > € >0,

co daje sprzecznosé.

Aby pokaza¢ domknieto$¢ przeksztalcenia f, zalézmy, ze A jest
domknietym podzbiorem w X. Trzeba uzasadni¢, ze f(A) jest dom-
kniety w Y. W tym celu rozwazamy dowolny ciag punktéw y, € f(A)
zbiezny do punktu y € Y i pokazemy, ze y € f(A) (zob. uwaga 3.1).
Wybierzmy punkt z,, € f~!(y,) dla kazdego n € N. Ciag (7, )n,eny ma
podciag (z, )nen zbiezny do pewnego x € X. Poniewaz z, € A oraz
A jest domkniety, wiec x € A, skad, na mocy ciagtodci f, otrzymujemy

y = [f(z) € f(A).
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Ze stwierdzen 10.5 i 4.7 wynika bardzo pozyteczny wniosek: aby
stwierdzi¢, ze przeksztalcenie ciagle i wzajemnie jednoznaczne f okre-
Slone na przestrzeni zwartej jest homeomorfizmem, nie trzeba spraw-
dzaé ciaglosci przeksztalcenia odwrotnego f~!

WNIOSEK 10.2. Przeksztatcenie ciagte i wzajemnie jednoznaczne
miedzy przestrzeniami metrycznymi o dziedzinie zwartej jest homeo-
morfizmem.

Ciekawa, i chyba intuicyjnie zrozumiala wiasnoscia zwartych prze-
strzeni metrycznych jest to, ze, poza izometriami, nie dopuszczaja
ani przeksztalcenn zwezajacych, ani rozszerzajacych na siebie (prze-
ksztalcenie ciagle jest rozszerzajace, gdy odlegltosé obrazéow dowolnych
dwéch punktéw nie jest mniejsza od odleglosci tych punktéw).

TWIERDZENIE 10.3. ! Jesli przestrzen metryczna (X, p) jest zwarta
i f X — X jest rozszerzajaca lub zwezajacq surjekcja, to f jest
1z0metria.

DowOD. Zalézmy najpierw, ze f jest rozszerzajace i rozwazmy do-
wolne x,y € X. Zachodzi

p(f(z), f(y) = p(z,y).

Udowodnimy nier6wnosé¢ odwrotna. Niech € > 0. Okreslamy indukcyj-
nie dwa ciagi punktow:

xo=1z, x,=f(r,_1) (tzw. orbita punktu z wzgledem f)

oraz
Yo=1Y, Yn=f(yn—1) (orbita punktu y).
Ciag (Zn, Yn )nen zawiera podciag (T, , Yk, )nen zbiezny do pewnego pun-
ktu (a,b) przestrzeni zwartej X x X, zatem podciag (zy,)nen jest
zbiezny do a, a podciag (Y, )nen do b. Znaczy to, ze prawie wszyst-
kie punkty pierwszego podciagu znajduja sie w kuli K(a; ;i) i prawie
wszystkie punkty drugiego podciagu sa w kuli K (b; ;i) Wybierzmy taki
wskaznik k,,, ze
€
€ K(a; -
(@)
€
Ykn> Yknn € K (b; Z)-
Dla uproszczenia zapisu wskaznikéw przyjmijmy ¢ = k,, 7 = ko1 — 1.
Oczywiscie mamy ¢ > 0,5 > 0 oraz

Ikn 9 xkn+l

€
P(%‘,xiﬂ‘) < p(xi,a) + P(aaﬁpiﬂ‘) < 2

'H. Freudenthal i W. Hurewicz,Fund. Math. 26(1936),120-122
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PWi, Yivs) < p(yis b) + p(bs Yiyj) < %
Poniewaz, dla dowolnych m,n € N|
(10.1) p( T, ) > p(Tmet1, Tn1),
(10.2) P(YmsYn) = p(Ym-1, Yn-1)
(10.3) P(@ns Yn) = p(f (@n-1), f(Yn-1)) = p(Tn-1,Yn-1),
wiec
(10.4) plao. ;) < pls,aivs) < 5
1
(10.5) P(Yo, ¥5) < p(Yir Yiry) < %

Otrzymujemy stad nieréwnosci

(10.6) p(f(z), f(y)) = plz1,41) < plzjy;) <
p(xj,z0) + p(T0,v0) + p(Yo,Y;) <
p(To,y0) + € = p(x,y) + €

Wobec dowolnosci liczby dodatniej €, otrzymujemy zadana, nieréwnosé

p(f(x), f(y)) < plz,y).

Zalozmy teraz, ze f jest zwezeniem. Dowdd, ze f jest izometria,
jest bardzo podobny do przypadku rozszerzenia. Gdyby f bylo wza-
jemnie jednoznaczne, to wtedy przeksztalcenie odwrotne f~! byloby
rozszerzeniem, a wiec izometria. Te intuicje mozna jednak wykorzy-
sta¢ nawet, gdy f nie jest wzajemnie jednoznaczne. Niech z,y € X i
€ > 0. Zaczynamy od indukcyjnego zdefiniowania dwéch ciagow:

v 1= f(x),10=2,2, € f *(x,_1) (orbita wsteczna punktu f(x)),

Y1 =), Y% = Y yYn € f (yn_1) (orbita wsteczna punktu f(y)),
dla n € N.

Dla tych ciagéw mozna powtérzy¢ rozumowanie przeprowadzone w
przypadku rozszerzenia (zauwazmy, ze zachodza te same nieréwnosci
10.1,10.2,10.3 dla m,n > 0, a w 10.4 i 10.5 wskazniki 0, j zmniejsza, si¢
o-1).

Otrzymamy nierownos¢é

IO(I(]?yO) < p(‘r—la y—l) T €
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ktora, wobec dowolnosci liczby € > 0, daje

p(z,y) < p(f(z), f(y))

Stad f jest izometria,.
O

Zwartos¢ w topologii jest rozwazana znacznie ogdlniej dla przes-
trzeni topologicznych. Poniewaz nie ma w takim wypadku wygod-
nego i naturalnego pojecia ciagu zbieznego, stosuje sie inna definicje,
tzw, pokryciowa, ktéra jest rownowazna z definicja, 10.1 (zwana czesto
ciggowa W zakresie przestrzeni metrycznych.

DEeFiNIcJA 10.2. Kazda rodzine podzbioréow przestrzeni topologi-
cznej X, ktorych suma mnogosciowa réwna sie X nazywamy pokryciem
przestrzeni X. Pokrycie jest otwarte, gdy sklada sie z podzbioréw ot-
wartych przestrzeni X.

Rodzina podzbioréw, bedaca pokryciem przestrzeni X i zawarta w
pokryciu U tej przestrzeni, nazywa sie podpokryciem pokrycia U.

Kolejne twierdzenie podaje cickawa wlasno$¢ przestrzeni metrycz-
nych zwartych (dla rybakow oczywista: z kazdej sieci uciekna dosta-
tecznie matle rybki).

TWIERDZENIE 10.4. Jesli U jest pokryciem otwartym zwartej prze-
strzeni metrycznej (X, p), to istnieje liczba A > 0 taka, Ze kazdy pod-
zbior w X o Srednicy mniejszej od A zawiera sie w pewnym elemencie
pokrycia.

DowOD. Przypusémy, ze teza nie jest speliona. Zatem dla kazdej
liczby A = %, gdzie n € N, istnieje podzbiér A, C X o Srednicy
mniejszej od %, nie zawierajacy sie w zadnym elemencie pokrycia.

Niech U € U. Dla kazdego n € N istnieje punkt a, € A, taki, ze
a, € X\ U. Z ciagu (ay)neny wybierzmy podciag (ax, )nen zbiezny do
pewnego punktu a € X. Poniewaz zbiér X \ U jest domkniety w X, to
a € X \ U. Wobec tego istnieje zbiér U" € U rézny od U, zawierajacy
punkt a. Zbiér U’, jako otoczenie punktu a zawiera prawie wszystkie
punkty podciagu (ay, ),en—mozemy przyjaé dla prostoty, ze wszystkie.
Dla kazdego n € N istnieje punkt aj € Ay, ktéry nie nalezy do U’.
Poniewaz

plak,,a) < plag,, ar,) + plak,, a) <

1
diam Ay, + p(a,,a) < . + plag,,a) - 0 gdy n — oo,

n
to ciag (aj, )nen jest zbiezny do a, wiec prawie wszystkie jego punkty
naleza, do otoczenia U’'—sprzeczno$é. 0
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DEerFiNicJA 10.3. Kazda liczba A > 0, spelniajaca teze twierdzenia
10.4 nazywana jest wspotczynnikiem Lebesgue’a pokrycia U przestrzeni

X.

Oczywiscie wspolczynnik Lebesgue’a nie jest jednoznacznie wyzna-
czony przez pokrycie—liczba dodatnia mniejsza od niego tez jest wspol-
czynnikiem Lebesgue’a tego pokrycia.

LEMAT 10.1. Jesli przestrzen metryczna (X, p) jest zwarta, to dla
kazdej liczby € > 0 istnieje skonczone pokrycie przestrzeni X kulami o
promieniach €.

DowOD. Przypuéémy, ze teza nie zachodzi, tzn.
(*): istnieje liczba €y > 0, dla ktérej nie ma skoniczonego pokry-
cia przestrzeni X kulami o promieniach < .
Okreslimy indukcyjnie ciag punktéw x1, o, - - - € X taki, ze dla dowo-
Inych réznych m,n € N bedzie spelniona nier6wnosé p(x,,,x,) > eo.
Taki ciag nie ma podciagu zbieznego, co przeczy zwartosci X.

Punkt z; wybieramy dowolnie. Zalézmy, ze punkty 1, ..., x) zos-
taty okreslone tak, by p(x,,, z,) > € dla réznych m,n < k. Z warunku
(*) wynika, ze suma kul S = K (z1;€0)U---U K (z; €) nie pokrywa X,
wiec znajdziemy punkt x,q ¢ S. Wtedy p(xpi1, 2,) > € dla kazdego
n < k i konstrukcja ciagu jest zakonczona. U

LEMAT 10.2. Kazda przestrzen metryczna zwarta spelnia warunek
Borela-Lebesgue’a: kazde pokrycie otwarte przestrzeni zawiera pod-
pokrycie skonczone.

DowOD. Niech U bedzie pokryciem otwartym zwartej przestrzeni
metrycznej X. Oznaczmy, dla kazdego n € N, przez K, skonczone
pokrycie przestrzeni X kulami o promieniach % (takie pokrycie istnieje
na mocy lematu 10.1) i niech K = [J. 2, C,..

(a): Kazdy zbiér otwarty w X jest suma kul z pokrycia K.

[stotnie, jesli V' C X jest otwarty i = € V, to istnieje kula K (z;¢) C V
(zob. stwierdzenie 2.1). Niech n € N bedzie tak duze, by + < £.
Poniewaz K, jest pokryciem X, to istnieje kula K € K, zawierajaca
punkt z. Latwo sprawdzi¢, ze K C K(x;¢), a wiec K C V', co dowodzi

stwierdzenia (a).

(b): Pokrycie U zawiera przeliczalne podpokrycie U’ przestrzeni
X.

Na podstawie (a) bowiem, rodzina

Ky={KeK: AU eU)(KcCU)}



72 10. PRZESTRZENIE ZWARTE

jest pokryciem X. Przyporzadkujmy kazdej kuli K € Ky jeden wy-
brany zbiér Ux € U, zawierajacy K. Poniewaz rodzina Ky C K jest
przeliczalna, to rodzina

U ={Ux:KekytcUu

jest tez przeliczalna; ponadto U’ jest pokryciem X, gdyz Ky jest po-
kryciem.

(c): Przeliczalne pokrycie U’ zawiera skoniczone podpokrycie prze-
strzeni X.

Istotnie, niech U’ = {U;,Us,...} i przypusémy, ze U’ nie zawiera
skoniczonego podpokrycia przestrzeni X. Okreslimy indukcyjnie ciag
punktow x1,z9,--- € X oraz ciag rosnacy 1 = k3 < ky < ... liczb
naturalnych tak, by dla kazdego n € N,

xy €Uy, oraz x,1 U U---UUy,.

Taki ciag mozna tatwo wybraé: x; moze by¢ dowolnym punktem z Uq,
a gdy x, jest okreSlony dla n > 1 i spelia warunek z,, € Uy, \ (U; U
-+« UUy,_,), to poniewaz zbiory Uy, ..., Uy, nie stanowia pokrycia X
wiec wybieramy punkt x,,,1 ¢ Uy U---UUy, oraz zbior Uy, . 2 pokrycia
U', zawierajacy x,.1. Oczywiste jest przy tym, ze k,i1 > k.

Zauwazmy teraz, ze ciag (, )nen nie ma podciagu zbieznego. Gdyby
bowiem podciag x,,, Tn,, ... byl zbiezny do jakiegos$ punktu =z € X, to
dla pewnego k € N zachodziloby x € Uy, wiec x,,,, € Uy, dla dostatecz-
nie duzych n,,; w szczegélnosci, dla tak duzych m, ze z,,, € Uy, i
kn, > k. Ale wtedy

a:nm§ZU1U---UU;CU---UUKnm,

co daje sprzecznosé.
Ze stwierdzen (b) 1 (¢) wynika ostatecznie, ze pokrycie U ma skon-
czone podpokrycie.

U

LEMAT 10.3. Kazda przestrzen metryczna X spetniajoca warunek
Borela-Lebesgue’a spetnia warunek Cantora: jesli Fy, F5, ... sq nie-
pustymi i domknietymi podzbiorami w X, tworzaqcymi ciag zstepujacy
Fr D F, D cee tOﬂilFl%@

DowOD. Przypusémy, ze (-, Fi = 0. Wtedy zbiory X \ F; sa
otwarte dla ¢ = 1,2, ... i stanowia pokrycie przestrzeni X, bo

[e.9]

Je\my =X \F=x.

=1
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Z warunku Borela-Lebesgue’a wynika istnienie liczby naturalnej n ta-
kiej, ze (X \ F;) = X. Stad F,, = (., Fi = 0, co jest sprzeczne z
niepustoscia zbioru Fj,. O

LEMAT 10.4. KaZda przestrzen metryczna (X, p), spelniajaca wa-
runek Cantora, jest zwarta.

DowOD. Przypuéémy, ze tak nie jest, tzn. przestrzen X zawiera
ciag (T, )nen bez podciagu zbieznego. Niech

Fi=A{xx: k>i}.

Zbiory F; sa niepuste. Sa tez domkniete. Istotnie, gdyby = € cl F; \ Fj,
to ze wzoru cl F; = F; U F¢ (zob. uwaga 3.2) wynika, ze z € FZ,
wiec x jest granica, ciagu wzajemnie réznych punktéw nalezacych do
F;. Jest jasne, ze z takiego ciagu mozna wybra¢ podciag, ktory jest
zarazem podciagiem ciagu (x,, ),en, no i bedzie on zbiezny (do x) whrew
przypuszczeniu. Zatem x € Fj, co pokazuje domknietos¢ zbioru F;.

Z warunku Cantora stwierdzamy, ze istnieje punkt p € (.2, F.
Oznacza to, ze dla kazdego wskaznika ¢ istnieje liczba k; > 1 taka, ze
p = xk,. Mozna przyjac, ze k; < ko < ... 1 wtedy powstaje podciag
(xk, )ien zbiezny do p, co jest znowu sprzeczne z przypuszczeniem. [

Powyzsze lematy mozna zebra¢ w postaci jednego waznego twier-
dzenia, charakteryzujacego zwarto$¢ przestrzeni metrycznych poprzez
warunek Borela-Lebesgue’a lub Cantora.

TWIERDZENIE 10.5. Nastepujace warunki sq rownowazne:

(1) Przestrzen metryczna X jest zwarta.
(2) Przestrzen metryczna X spelnia warunek Borela-Lebesque’a.
(3) Przestrzen metryczna X spetnia warunek Cantora.

Zauwazmy, ze w warunkach Borela-Lebesgue’a i Cantora nie wyste-
puje specyficzne dla przestrzeni metrycznych pojecie ciagu i zbieznosci,
natomiast sa te warunki niezmiennikami topologicznymi. Zatem mozna
by je przyjac¢ za definicje zwarto$ci w ogdlnych przestrzeniach topolo-
gicznych. 7 praktycznych powoddéw, aby uzyska¢ podobne jak w przy-
padku przestrzeni zwartych metrycznych wlasnosci, zaktada sie wtedy
zwykle dodatkowo, ze rozwazane przestrzenie sa Hausdorffa i wybiera
sie za definicje warunek pokryciowy Borela-Lebesgue’a.

DEFINICJA 10.4. Przestrzen topologiczna Hausdorffa jest zwarta,
gdy spemia warunek Borela-Lebesgue’a: kazde pokrycie otwarte tej
przestrzeni zawiera podpokrycie skoriczone.

Intuicja zwartosci pokryciowej mowi, ze istnieja dowolnie “male”
skoniczone pokrycia otwarte przestrzeni.
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Cwiczenia

(1) Uzasadni¢ dokladnie prawdziwosé stwierdzen (1)—(3) w przyktadzie
10.1.

(2) Zbadaé¢ zwartosé domknieé¢ kul na plaszczyznie z metryka, “rzeka”.

(3) Zbadaé zwartosé przestrzeni C(I, 1) oraz B(I,1), gdzie I = [0,1] z
metryka zbieznosci jednostajnej (zob. przykltad 1.10).

(4) Sprawdzi¢ zwarto$¢ kwadratu [0, 1]x [0, 1] z metrykami p., oy, P, Po1-

(5) Pokazaé, ze przestrzen metryczna X jest zwarta wtedy i tylko
wtedy, gdy kazda funkcja ciagta f: X — (R, p.) jest ograniczona.

(6) Pokazaé, ze jesli niepusty zbior A C (X, p.) jest zwarty, to dla
kazdego © € X istnieje punkt ag € A taki, ze da(x) = p(ao, ),
gdzie da(z) = inf{p(a,z) : a € A} (czyli odleglos¢ punktu od
zbioru A jest realizowana).

(7) Udowodni¢, ze kazda zwarta podprzestrzen przestrzeni X liczb nie-
wymiernych z metryka, euklidesows, jest brzegowa w X.

(8) Dla ktérych podanych nizej przestrzeni X 1Y istnieje przeksztalcenie
ciagle (homeomorfizm) z X na Y7
(a) XY € { ([a,b] % [e,d], ), ([0, b) x [e, ), po), (B2, )}

(b) X,Y € { la, b], [a,b),(a,b),R,Q,N,cl{% in = 1,2,...},31} z
metrykami euklidesowymi.

(c) X,Y € {[a,b],cl{(z,sinz) € R*0 < x < 1} } zmetrykami eu-
klidesowymi.

(d) X,Y € {[a,b],(F,pe), (F,pc) }, gdzie F' = suma odcinkéw o
konicach (0,0) i (cosa,sine), v =0,1,%,%,...

Czy (R?, p.) jest homeomorficzna z (R*\ Q x Q, p.)?

Poda¢ przeksztalcenia lub uzasadnic¢ ich brak w oparciu o po-
znane wlasnosci zachowywane przez przeksztalcenia ciagte, jak zwar-
tos¢, spojnosé, itp.

(9) Uzwarceniem przestrzeni metrycznej X nazywamy przestrzen met-
ryczna, zwarta, X zawierajaca zbiér gesty X’ homeomorficzny z X.
Zbiér X \ X' nazywamy narostem uzwarcenia.

Zmalez¢ uzwarcenie prostej o naroscie bedacym

(a) zbiorem 1-punktowym;

(b) zbiorem 2-punktowym;

(¢) odcinkiem domknietym;

(d) dwoma roztacznymi odcinkami domknietymi na plaszczyznie
euklidesowej;

(e) okregiem.



ROZDZIAL 11

Przestrzenie zupelne

DEeFINICJA 11.1. Ciag (x,)nen W przestrzeni metrycznej (X, p) na-
zywa sie ciagiem Cauchy’eqgo w X, gdy speliony jest
warunek Cauchy’ego: dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba
naturalna k taka, ze p(x,, x,,) < € dla wszystkich m,n > k.

Przestrzen metryczna (X, p) jest zupelna, gdy kazdy ciag Cauchy’ego
w X jest zbiezny w X. Metryka w przestrzeni zupelnej nazywana jest
metryka, zupetna.

Pojecie ciagu Cauchy’ego jest dobrze znane z analizy matematy-
cznej. Podstawowe wlasnosci ciagow Cauchy’ego w ogdlnych prze-
strzeniach metrycznych sa takie same jak na prostej euklidesowej. W
szczegblnosci wymienmy trzy stwierdzenia.

STWIERDZENIE 11.1. Kazdy ciag zbieiny jest Cauchy’ego.
STWIERDZENIE 11.2. Kazdy ciaqg Cauchy’ego jest ograniczony.

STWIERDZENIE 11.3. Jesli ciag Cauchy’ego zawiera podciqg zbiezny,
to jest on zbiezny do tego samego punktu, co ten podciag.

DowOD. Zalézmy, ze ciag Cauchy’ego (x,)nen W przestrzeni me-
trycznej (X, p) ma podciag (xg, )nen zbiezny do punktu x € X. Przy-
pomnijmy, ze wskazniki podciagu tworza ciag rosnacy k; < ky < ...,
stad n < k,, dla kazdego n € N. Niech € > 0. Istnieje wskaznik m taki,
zedlaz,7 >m

€

p($7$ki) < 57

€

pxi, xj) < 5

Wtedy
€

p(kaxkj) < 5

i
p(l’,&%) < p<x7xk1) + p(xkz?xl) <6

zatem ciag (T, )nen jest zbiezny do . O

Ze stwierdzenia 11.3 otrzymujemy
75
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WNIOSEK 11.1. Kazda przestrzen metryczna zwarta jest zupetna.

Sposréd przestrzeni zupelnych niezwartych najwazniejszymi przy-
ktadami sa przestrzenie euklidesowe.

PrRzZYKEAD 11.1. Przestrzenie euklidesowe sa, zupelne.

Zupelos¢ prostej euklidesowej, to jeden z podstawowych faktéw,
o ktorych jest mowa na pierwszych wyktadach analizy. Wyrazony jest
on zwykle w postaci twierdzenia, ze ciag liczbowy spemhiajacy warunek
Cauchy’ego jest zbiezny. Zupelo$é¢ wyzej wymiarowych przestrzeni eu-
klidesowych mozna uzasadni¢, korzystajac ze stwierdzenia 11.2, twier-
dzenia 10.2 i wniosku 11.1: ciag Cauchy’ego jest ograniczony, wiec
zbior jego punktow zawiera sie¢ w pewnej kuli, ktorej domkniecie w
przestrzeni euklidesowej jest podprzestrzenia zwarta, a wiec ciag jest
w niej zbiezny.

Mozna tez oprze¢ sie na nastepujacym fakcie ogdlnym.

STWIERDZENIE 11.4. Iloczyn kartezjanski przestrzeni metrycznych
jest zupetny wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazda z tych przestrzeni jest zupetna
(w przypadku nieskonczenie wielu przestrzeni w ich iloczynie rozwazamy
ktorakolwiek z metryk opisanych w rozdziale 6 wzorami 6.2, 6.3, 6.4).

DowOD. Zasadnicza role w dowodzie odgrywa postaé¢ odleglodci w
iloczynie. Niech (X, p) = (X1, p1) X (X2, p2) X .... Przypomnijmy, ze
jesli osi jest skonczenie wiele, np. n, to zachodzi

pi(@iyi) < p((x1, 2, - 20), (Y1, Y2, - -+ Yn)),

a jesli nieskonczenie wiele, to, w zalezno$ci od wybranej metryki w
iloczynie, mamy

pi(zi,yi) < p((z1, 22, .. ), (Y1, 92, - )
lub

pi(iyi) < 2p((21, 22, ), (Y1, 92, )
lub

min(1, (i, ) < 2((21, 22, ), (g1, .- ).

Zalozmy, ze wszystkie osie sa zupelne i rozwazmy ciag Cauchy’ego w
iloczynie X. Z powyzszych nierownosci wynika w kazdym przypadku,
ze i-te wspolrzedne punktow tego ciagu tworza ciag Cauchy’ego na osi
X; dla kazdego ¢+ € N, wiec sa zbiezne w X;. 7 twierdzenia 6.1 o
zbieznosci po wspotrzednych wnioskujemy, ze nasz ciag w iloczynie jest
zbiezny.
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Na odwrot, zatdozmy, ze iloczyn X jest zupely i dany jest ciag
Cauchy’ego (x,)neny na osi X;. Dla kazdego j # ¢ wybierzmy punkt
p; € X;. Punkty iloczynu X postaci

Prn = (pla"'7xn>pi+17'--)>

tzn. punkty, ktorych i-ta wspoétrzedna jest rowna z,, a j-ta rowna sie
p; dla kazdego n i j # i, tworza ciag Cauchy’ego w X, bo

p(pma pn) = Pz(l‘m, l‘n)a

1
P(Pm,Pn) = gpi(xm, T,)

lub )
p(pm7 pn) - E min(l, pz’(xma mn))a

w zaleznosci od metryki w X. Wobec tego ciag (pn)nen jest zbiezny w
X iz twierdzenia 6.1 wnosimy, ze ciag (z,)nen jest zbiezny w X;. O

STWIERDZENIE 11.5. Podprzestrzen przestrzeni zupetnej X jest zu-
petna wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest podzbiorem domknietym w X.

Postugujac sie powyzszym stwierdzeniem mozna czesto rozpoznad,
czy dana przestrzen metryczna jest zupelna. Na przyklad wszystkie
podzbiory domkniete przestrzeni euklidesowych sa, zupelne, a przedzial
otwarty, zbiér liczb niewymiernych (wymiernych) na prostej euklideso-
wej nie sa zupelne.

UWAGA 11.1. Zupelnos$¢ jest niezmiennikiem izometrii, tzn. przes-
trzen metryczna izometryczna z przestrzenia zupeina jest zupelna.

Jak wskazuje przykiad prostej euklidesowej i jej przedzialu otwar-
tego, zupelmosé przestrzeni nie jest wlasnoscia, topologiczna, tzn. nie
jest niezmiennikiem homeomorfizméw. Pomimo tego, zachodzi naste-
pujacy fakt, bedacy konsekwencja stwierdzenia 5.2 i uwagi 11.1.

STWIERDZENIE 11.6. Jesli przestrzen metryczna (X, px) jest ho-
meomorficzna z przestrzeniq zupetna, to w X istnieje metryka zupetna
réwnowazna z metryka px (okreslona w dowodzie stwierdzenia 5.2).

DEFINICJA 11.2. Przestrzen topologiczna X jest metryzowalna w
sposob zupelny, gdy w X istnieje metryka zupelna, generujaca topologie
przestrzeni X.

Mozna wiec powiedzie¢, ze przedzial otwarty prostej jest metryzo-
walny w sposob zupelny, ale nie jest na razie jasne, czy zbior liczb
niewymiernych lub zbiér liczb wymiernych sa metryzowalne w sposéb
zupemy.
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PRzZYKLAD 11.2.

Przestrzen B(X,Y’) funkcji ograniczonych ze zbioru X w przestrzen
zupelng (Y, p) z metryka pg,, (zob. przykiad 1.10) jest zupelna.

Rzeczywiscie, niech (f,,)nen bedzie ciagiem Cauchy’ego w B(X,Y).
Dla kazdego x € X ciag wartosci f,(z) jest Cauchy’ego w Y, gdyz
p(fa(2), fin(2)) < psup(fu, fn). Oznaczmy

f(z) = lim, o fo(m).

Otrzymana w ten sposob funkcja f : X — Y jest ograniczona (sprawdz!)
i jest granica funkcji f,, w przestrzeni B(X,Y): dla e > 0 istnieje k € N
takie, ze p(fn(z), fu(z)) < § dla kazdego z € X i m,n > k. Dla
kazdego x przyjmijmy m(x) > k tak duze, by p(f(z), fm@) (7)) < §.
Wtedy dla kazdego zin > k

p(f (@), fu(@)) < p(f (@), fin(@) (@) + p(fin) (@), fal(2)) <€,
wiec
psup(fa fn) S €.

PRzZYKLAD 11.3.

Podprzestrzen C(X,Y) C B(X,Y) zlozona z przeksztalcen ciaglych
ograniczonych przestrzeni metrycznej X w przestrzen zupeina Y jest
zupekna.

Jest to konsekwencja zupelosci B(X,Y') oraz stwierdzen 4.51 11.5.

Waznym pojeciem jest uzupelnienie przestrzeni metryczne;.

DEFINICJA 11.3. Przestrzen zupelma Y jest wzupelnieniem przes-
trzeni metrycznej X, gdy X jest izometryczna z gesta, podprzestrzenia
przestrzeni Y.

Oto pewne przykiady.

PRZYKLAD 11.4.
(1) Jesli X jest juz zupela, to jedynymi jej uzupehieniami sa
przestrzenie izometryczne z X.
(2) Uzupetnieniem zbioru liczb wymiernych, jak réwniez zbioru
liczb niewymiernych jest prosta euklidesowa.

Klasyczna w arytmetyce konstrukcja liczb rzeczywistych z liczb wy-
miernych polega wlasnie na uzupelnianiu liczb wymiernych, tzn. kon-
struowaniu przestrzeni zupeinej, w ktorej liczby wymierne sa geste.

Okazuje sie, ze kazda przestrzen metryczna mozna uzupetic.

TWIERDZENIE 11.1. KaZda przestrzen metryczna ma uzupetnienie.
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Dowo6D. Wygodnym “$wiatem”, w ktérym mozna uzupehi¢ dana
przestrzen (X, p) jest przestrzen funkcyjna C(X,R) z metryka zbiez-
nosci jednostajnej

psup(fa g) = SUPgex |f(l’) - g($>|7

ktéra jest zupela (przyktad 11.3).

Aby okresli¢ izometrie miedzy przestrzenia, X, a podprzestrzenia
przestrzeni C'(X,Y’), ustalmy najpierw punkt a € X i rozpatrzmy dla
kazdego x € X przeksztalcenie

fZXHR fz(z):p(z,:c)—p(z,a),
ktére jest ciagte (bo metryka p jest ciagla) i ograniczone (bo |f.(2)| =
lp(z,2) — p(z,a)| < pla,z) dla kazdego z € X).
Szukang izometria jest przeksztalcenie

T:X->TX)CCOX,)Y) T(x)=f..
Sprawdzi¢ trzeba réwnosé

Poup(fes fy) = p(z,y)

dla dowolnych =,y € X, co pozostawiam jako ¢wiczenie.

Domkniecie Y = clT(X) w przestrzeni C'(X,Y") jest podprzestrze-
nia, zupela, w ktorej zbior T'(X) jest gesty. To znaczy, ze Y jest
uzupelnieniem przestrzeni X. U

Nastepujace twierdzenie jest odpowiednikiem lematu 10.3.

TWIERDZENIE 11.2. Jesli przestrzen metryczna (X, p) jest zupelna
1 podzbiory Fy, Fy, ... sq niepuste, domkniete w X i takie, Ze

FFOF,D>... i lim,_,diamF, =0,
to przekraj N7 F,, jest jednopunktowy.

DowOD. Pokazemy najpierw, ze Mo, F,, # (). Wybierzmy punkt
x,, ze zbioru F,, dla kazdego n. Ciag (x,),en jest Cauchy’ego. Rzeczy-
wiscie, niech € > 0 bedzie dowolna liczba, a k bedzie takie, ze diam F}, <
e dla kazdego n > k. Jedli m,n > k, to przyjmujac, ze np. m > n,
mamy

Tm € F, CF,,
wiec
P, x,) < diam F, < e dlam,n > k.

Niech z oznacza granice ciagu (z,)nen 1 & € N. Poniewaz dla kazdego
n > k zbiér F,, zawiera sie w F}, wiec x,, € F,,. Z domknietosci zbioru
Fy wynika, ze granica x ciagu punktow x,, n > k, tego zbioru nalezy
do Fj. Zatem x € N2, F),.
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Gdyby w zbiorze M2 F, byl jeszcze inny punkt y, to
0 < p(z,y) < diam F,, dla kazdego n,
co jest niemozliwe, bo lim,,_,,, diam F}, = 0. O

Jednym z wazniejszych twierdzen, majacym liczne zastosowania w
matematyce, jest twierdzenie Baire’a.

TWIERDZENIE 11.3. (BAIRE’A) W przestrzeni metryzowalnej w spo-
s0b zupelny suma przeliczalnej iloSci zbiorow migdziegestych jest zbio-
rem brzegowym.

DowOD. Zalézmy, ze metryka p w X jest zupela i wyznacza to-
pologie w X. Niech F, Fs, ... beda podzbiorami nigdziegestymi w X.
Aby stwierdzi¢ brzegowo$¢ ich sumy, sprawdzimy, ze nie zawiera ona
zadnego niepustego zbioru otwartego U C X.

Istnieje

x1 €U\ clFy,
bo F} jest nigdziegesty, i istnieje kula
K(x1;m) C e K(z;m) CU\dF
o promieniu 7 < 1, bo U \ cl F7 jest otwarty.
Podobnie istnieja,
Xo € K(xl, 7“1) \ cl F2
oraz kula

K(xo;re) C el K(xg;19) C K(21571) \ €l Fy,

0 promieniu ro < %
Kontynuujac indukcyjnie, znajdziemy dla kazdej liczby naturalnej
n punkt z, i kule K (z,;r,) takie, ze

Tn+41 € K(mn; rn) \ cl Fn+1>

K(xpi1;mm41) C A K(xpy1;mm41) C K(xg;m) \ el Fryg

oraz
1
T < —.
n

Wida¢, ze domkniecia wybieranych kul tworza, ciag zstepujacy
UDcdK(x;m) D K(xg;m2) Do,
przy czym

1
di 1K (2 10) < —,
iam cl K (z,;7r,) < o
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skad
lim,, . diamcl K (z,;7,) = 0.

7 twierdzenia 11.2 wynika, ze
Nl K (xp;my) # 0.
Ponadto
N>l K (zp;m) CU\ UYL Fy,
wigc zbiér U nie zawiera si¢ w sumie U2, [,

O

Twierdzenie Baire’a formuluje sie czesto w réwnowaznej (dualnej)
postaci:

TWIERDZENIE 11.4. W przestrzeni metryzowalnej w sposob zupeiny
przekrog przeliczalnej ilosci gestych zbiorow otwartych jest zbiorem ge-
stym.

Twierdzenie Baire’a daje negatywna, odpowiedZ na pytanie o me-
tryzowalno$¢ zupelna przestrzeni liczb wymiernych ze zwykta metryka
euklidesowa,.

PRZYKLAD 11.5. Przestrzen liczb wymiernych (Q, p.) nie jest me-
tryzowalna w sposéb zupehy.

Gdyby byta, to

@ = {q17 q2, - - - } = U?:l{qn}u

gdzie zbiory jednopunktowe {g,} sa domkniete i brzegowe w Q, a wiec
na mocy twierdzenia Baire’a 11.3, ich suma Q jest brzegowa w Q, co
jest niemozliwe.

Twierdzenia Baire’a w wersji 11.3 lub 11.4 uzywa sie czesto w do-
wodach egzystencjalnych, tzn. w niekonstruktywnych dowodach ist-
nienia pewnych obiektéow matematycznych. Jesli mianowicie uda sie
potraktowaé¢ zbiér takich obiektow jako podzbidor pewnej przestrzeni
zupelnej, bedacy przekrojem przeliczalnej ilosci jej podzbioréw otwar-
tych i gestych, to, jako podzbidr gesty, jest on w szczegdlnosci niepusty
(czyli takie obiekty istnieja i jest ich “wiekszo$¢”).

W taki sposéb, opierajac sie na zupetnosci przestrzeni funkcyjnych
B(X,Y) lub C(X,Y)) (zob. przyklady 11.2 i 11.3), mozna stwierdzi¢
np. istnienie funkcji nierézniczkowalnej w zadnym punkcie prostej; co
wiecej wiekszo$¢ funkeji ciaglych rzeczywistych jest tego typu.

Podobnie w przestrzeni wszystkich podzbioréw spéjnych i zwar-
tych plaszczyzny euklidesowej, zupelnej w pewnej naturalnej metryce,
zbiory bez tukéw stanowia, gesta, “wiekszos¢” .
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Zazwyczaj w “naturze” wiekszosé¢ stanowia obiekty o skomplikowa-
nej strukturze, ktore trudno jest skonstruowaé¢. Twierdzenie Baire’a
potrafi je ujawnic.

Przyktad 11.5 moze tez ilustrowaé¢ metode (raczej sztuczna) dowodu
istnienia liczb niewymiernych, albo nieprzeliczalnosci zbioru liczb rze-
czywistych, jesli przyjmiemy za znany skadinad fakt zupelnosci prostej
euklidesowe;j.

Twierdzenie Baire’a nie daje odpowiedzi na pytanie o zupelna, me-
tryzowalno$c¢ zbioru liczb niewymiernych. Rozstrzyga to nastepne twier-
dzenie.

TWIERDZENIE 11.5. Podprzestrzen przestrzeni zupetnej X, bedaca
zbiorem typu Gs w X, jest metryzowalna w sposob zupelny.

DowOD. Niech Y = N2 G, gdzie G, jest otwartym podzbiorem
w X dla kazdego n € N. Udowodnimy, ze podprzestrzen Y jest homeo-
morficzna z przestrzenia, zupelna (zob. stwierdzenie 11.6).

Dla dowolnego punktu y € Y rozwazmy jego odleglodci dg, (y) od
zbioréw domknietych F,, = X \ G,, n € N. Poniewaz przeksztalcenia
dr, ' Y — R sa ciagle (zob. przyktad 4.1), wiec ciagle sa prze-
ksztalcenia

FoY =R L) - o

(zauwazmy, ze f, jest dobrze okreslone, bo dg, (y) # 0) oraz prze-
ksztalcenie

f:Y=>RxRx... fly)=(fily),f2(v),...)
(zob. wniosek 6.1).
Okazuje sie, ze wykres

W={(y,fly) EY XRxRx---:yeY}

przeksztatcenia f, jest podzbiorem domknietym iloczynu kartezjanskie-
go Z = X x R xR x .... Rzeczywiscie, zalézmy, ze ciag punktow
(yr, f(yr)) € W jest zbiezny do punktu (y,zq,xs,...) € Z, o ktérym
trzeba udowodni¢, ze nalezy réwniez do W. Z twierdzenia 6.1 o zbiez-
nosci po wspotrzednych mamy

1

dr, (Yr)

dla kazdego n € N. Z ciaglosci dp, i zbieznosci utamkoéow

limy, o0 Y =Y, limg o0 =Tn

1
Ty do

(skoniczonej) liczby x,, gdy k — oo, wynika, ze

limy .o dr, (Yx) = dp, (y) # 0.
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Korzystajac z rownowaznosci (4.1) z przyktadu 4.1 i domknietosci zbio-
réw F),, stwierdzamy, ze y ¢ F,,, czyliy € G, dla kazdego n, co oznacza,
ze y € Y. Ponadto

lim L _ =z
e () dr(y)
Wynika stad, ze
1 1
Yy X1, T2y ) =Y, 777 7 - :yvfy GW
hne ) U g gy ) 0

Przestrzen Z jest zupelna, jako iloczyn kartezjanski przestrzeni
zupelych (stwierdzenie 11.4), a jej podzbiér domkniety W jest podprze-
strzenia, zupela, (stwierdzenie 11.5), ktéra—jako wykres przeksztalcenia
ciaglego f— jest homeomorficzna z dziedzina Y (stwierdzenie 6.1). O

Poniewaz zbiér liczb wymiernych Q jest F, (suma przeliczalne;
ilodci zbioréw jednopunktowych), to zbidér liczb niewymiernych, jako
dopelnienie Q, jest G5 na prostej euklidesowej. Stad otrzymujemy nie-
banalny

WNIOSEK 11.2. Zbior liczb niewymiernych z metryka euklidesowq
jest przestrzeniq metryzowalng w sposob zupeiny.

UWAGA 11.2. Zachodzi interesujace twierdzenie odwrotne do twier-
dzenia 11.5:

Jesli przestrzen metryzowalna w sposéb zupehly Y jest
podprzestrzenia przestrzeni metrycznej X, to Y jest typu
Gs w X (zob. np. [O])

Dlatego méwi sie o przestrzeniach zupelnych, ze sa absolutnymsi
zbtorami Gy.

Przypomnijmy (zob. ¢wiczenia 8 1 9 z rozdziatu 8) ze punkt = prze-
strzeni topologicznej X nazywa sie punktem stalym, przeksztalcenia
f X — X, gdy f(x) = x. Twierdzenia o istnieniu i polozeniu
punktow statych odgrywaja, znaczna role w calej matematyce. Jed-
nym z nich, o prostym dowodzie i licznych zastosowaniach (np. przy
dowodzeniu istnienia rozwiazan pewnych réwnar rézniczkowych) jest
nastepujace twierdzenie Banacha o punkcie stalym dla przeksztalcen
Scisle zwezajacych.

TWIERDZENIE 11.6. (BANACHA) Jesli (X, p) jest przestrzeniq zu-
petng, a przeksztatcenie f : X — X jest Scisle zweZajace, to f ma
doktadnie jeden punkt staty.
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Dowdd pokaze zadziwiajace zjawisko: startujac od dowolnego pun-
ktu xop € X i rozpatrujac jego kolejne obrazy przez f (czyli orbite
punktu xg tworzona, przez f) dazymy w granicy do tego jedynego pun-
ktu stalego. Méwimy, ze jest on punktem przyciagajacym przy prze-
ksztalceniu f.

DoOwOD. Poniewaz f jest $cidle zwezajace, wiec istnieje liczba do-
datnia ¢ < 1 taka, ze dla wszystkich z,y € X zachodzi nieréwnos¢

p(f(x), f(y)) < cp(x,y).
Pokazemy najpierw, ze f ma punkt staly. Niech
o€ X 1 w,=f(rn1)

dla n € N.

Jesli xg = x1, to xy jest punktem stalym przeksztalcenia f, wiec
zalézmy, ze xo # 1. Sprawdzimy, ze ciag (T, )nen jest Cauchy’ego.
Niech € > 01 m > n. Szacujemy odleglos¢

p(Tm, x0) = p(f(@m—1, f(n-1)) < cp(Tm-1,Tn1) < ...
Cnp($m*n7 :UO) S c" (p(xoa xl) + p($1,$2) + o+ p(xmfnfbxm*n)) S
c" (p(x(b Il) + Cp(l’o, xl) +oeee Cm_n_lp(x()a 1‘1)) =

n

"p(xo,z1) (L+c+ -+ ") < p(xo, 1) I

1—
gdy tylko n jest tak duze, by liczba ¢ byla mniejsza od liczby ;((;;2,
zaleznej wylacznie od xg i f. Taki wybor n jest oczywiscie mozliwy, bo

ciag ¢" dazy do 0, gdy n — oo.

Ciag (z,,)nen jest wiec zbiezny w przestrzeni zupelnej X. Oznaczmy
jego granice przez p. Punkt p jest wlasnie szukanym punktem stalym
przeksztatcenia f, bo

f(p) = f(hm”—>00 ZE,,L) = 1imn—>00 f(xn) = hmn—>oo Tpt1 = P-

Pozostaje uzasadni¢ jedyno$é¢ punktu statego. Zaldézmy wiec, ze
oprocz p istnieje jeszcze inny punkt staly p’ przeksztalcenia f. Wtedy
otrzymujemy nastepujaca sprzecznosé:

p(p,p') = p(f(p), F(P)) < colp,p) < p(p,p').
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Cwiczenia

(1) Sprawdzi¢ prawdziwos¢ stwierdzen 11.11 11.2.
(2) Udowodni¢ stwierdzenie 11.5.

(3) Udowodni¢ uwage 11.1.

(4) Udowodni¢ stwierdzenie 11.6.

(5) Sprawdzi¢ réwnos¢

psup(fza fy) = p(ﬁ, y)

dla dowolnych x,y € X z dowodu twierdzenia 11.1.

(6) Uzasadni¢ dualne sformutowanie twierdzenia Baire’a 11.4.

(7) Zbadaé zupelnosé plaszczyzny z metrykami p,,, ps, “rzeka” i “cen-
trum”.

(8) Kiedy przestrzen dyskretna jest zupetna?

(9) Sprawdzi¢, ze jesli f : X — Y jest przeksztalceniem Lipschitza i
ciag (x,) C X jest Cauchy’ego, to (f(z,)) jest ciagiem Cauchy’ego
w Y.

(10) Niech X = {% n=1,2,... } z metryka euklidesowa, a f : X — N
bedzie okreslone wzorem f (%) = n. Sprawdzi¢, czy f jest homeo-
morfizmem i czy f przeprowadza ciagi Cauchy’ego w X na ciagi
Cauchy’ego w (N, p.). Czy przestrzenie X i N sa zupelne?

(11) Wywnioskowaé¢ bezposrednio z twierdzenia Baire’a, ze zbiér liczb
niewymiernych nie jest zbiorem typu F, , a zbiér liczb wymiernych
nie jest typu Gs na prostej euklidesowej.

(12) Podaé przyktad na istotnos$é zalozenia, ze srednice zbioréw dom-
knietych daza do 0 w twierdzeniu Cantora 11.2. Udowodnié¢ twier-
dzenie odwrotne do twierdzenia Cantora.






ROZDZIAY 12

Przestrzenie osrodkowe

DEFINICJA 12.1. Przestrzen topologiczna nazywa sie osrodkowa,
gdy zawiera podzbior przeliczalny i gesty zwany osrodkiem.

PRzYKLAD 12.1. Przestrzenie euklidesowe sa osrodkowe. Osrod-
kiem jest w nich, np. zbiér wszystkich punktow o wspoétrzednych wy-
miernych.

PRZYKLAD 12.2. Ze znanego z kursu analizy twierdzenia Weier-
strassa o aproksymacji funkcji ciagltych prze wielomiany wynika, ze
wielomiany o wspoétczynnikach wymiernych tworza osrodek w przes-
trzeni funkcyjnej C'(I, R).

Nastepujace stwierdzenie przydaje sie¢ czesto do uzasadnienia nie-
o$rodkowosci przestrzeni, w ktorej potrafimy wskaza¢ nieprzeliczalnie
wiele roztacznych podzbioréow otwartych.

STWIERDZENIE 12.1. W przestrzeni topologicznej osrodkowej nie
istnieje nieprzeliczalnie wiele wzajemnie roztacznych niepustych pod-
zbiorow otwartych.

DowOD. Gdyby taka rodzina istniala, to kazdy z jej zbioréw za-
wieralby punkt z gestego osrodka, co jest niemozliwe wobec jego prze-
liczalnosci. O

STWIERDZENIE 12.2. Jesli przestrzen topologiczna X jest osrodko-
wa 1 f jest przeksztatceniem ciaglym X na przestrzen topologiczng Y,
to'Y jest tez osrodkowa.

Dow6D. Niech D bedzie osrodkiem w X. Zbiér f(D) jest wtedy

przeliczalny, a poniewaz z ciagtosci f wynika
Y = f(X) = (el D) C dl f(D),

wiec f(D) jest rowniez gesty w Y. d

Szczegblne znaczenie ma wiasnosé osrodkowosci dla przestrzeni me-
trycznych.

TWIERDZENIE 12.1. Podprzestrzen przestrzent metrycznej osrodko-
wej jest osrodkowa.

87
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Dow6D. Niech (X, p) bedzie przestrzenia osrodkowa z osrodkiem
D = {dy,ds,...}, a Y jej podprzestrzenia. Rozwazmy przeliczalna
rodzine kul

K= {K(di;%) ti,n=1,2,...}.

Odrodek F w Y definiujemy nastepujaco: rozpatrujemy wszystkie kule
z K, ktore maja niepusty przekrdj z Y i z tego przekroju wybieramy
punkt; zbiér E sklada sie z tak wybranych punktow. Aby udowodnic,
ze E jest gesty w Y, pokazemy, ze dla kazdej kuli K(y;e) przekrd;
K(y;€) N E jest niepusty. Niech n bedzie takie, ze 2 < e. Poniewaz
D jest gesty w X, wiec istnieje punkt d; taki, ze p(y,d;) < %, co
oznacza, ze y € K(d;; %), zatem przekréj K(d; }1) NY jest niepusty.
7 tego przekroju zostal wiec wybrany pewien punkt e € E. Zachodzi
oczywiscie nierdwnosé

S

p(y7 6) < )O(y7 dz) + ,O(dz, 6) <

z ktorej wnioskujemy, ze e € K(y;e) N E. O

< €,

TWIERDZENIE 12.2. Przestrzenie metryczne zwarte sq osrodkowe.

DowOD. Niech przestrzeri (X, p) bedzie zwarta. Skorzystamy z
lematu 10.1. Dla kazdej liczby naturalnej n wybierzmy skoticzone po-
krycie przestrzeni X kulami o promieniach %:

1 1

Okazuje sie, ze zbior
D={zl:i1=1,... ) k,,neN}

wszystkich srodkow tak wybranych kul stanowi osrodek w X. Rzeczy-
wiscie, D jest przeliczalny. Aby pokazaé jego gestos¢, niech x bedzie
dowolnym punktem przestrzeni X i € dowolna, liczba dodatnia. Istnieje
n € N takie, ze £ < e. Punkt z nalezy do pewnej kuli K(z7;1)
(bo takie kule tworza pokrycie X), wiec p(z,al') < % < €, zatem
! € K(z;e). O

Na zakonczenie udowodnimy wazne twierdzenie o uniwersalnosci
kostki Hilberta.

DEFINICIA 12.2. Méwimy, ze przestrzen topologiczna X mozna za-
nurzy¢ w przestrzen Y, gdy X jest homeomorficzna z pewna podprzes-
trzenia, przestrzeni Y, tzn. gdy istnieje homeomorfizm h : X — h(X) C
Y, zwany zanurzeniem przestrzeni X w Y.
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TWIERDZENIE 12.3. KazZda przestrzen metryczna osrodkowa mozna
zanurzy¢ w kostke Hilberta.

DowOD. Niech (X p) bedzie przestrzenia metryczna, osrodkowa, z
osrodkiem D = {d;,ds,...}. Przypomnijmy, ze kostka Hilberta ) jest
zbiorem ciagéw liczb rzeczywistych (f1,ts,...) takich, ze [t,| < L z
metryka,

o0

pr((tta, ), (tth ) = (| D (b — )%

n=1

Dla kazdego punktu x € X niech f, : X — [—1,1] bedzie prze-
ksztalceniem okreslonym nastepujaco:

o) = T min(L, p(a, d,).

Oczywiscie f, jest ciagle.
Okreslamy przeksztalcenie f: X — f(X) C Q wzorem

f(@) = (fi(2), fo(z), ... ).

Funkcja f jest réznowartosciowa, bo jesli x # vy, to istnieje d, taki,

ze pla,d,) < 3p(z,y) oraz p(w,d,) < 1; wtedy p(z,dn) # p(y,dn)

(w przeciwnym razie p(x,y) < p(x,d,) + p(d,,y) = 2p(x,d,), co jest

sprzeczne z wyborem d,,). Poniewaz dodatkowo p(x,d,) < 1, wiec
p(x,d,) = min(1, p(x,d,)) # min(1, p(y, d,)),

a wiec réwniez fu(x) # fu(y), skad f(x) # f(y).

Poniewaz dla kazdego n przeksztalcenie f,, jest ciagle, wiec réwniez
f jest ciagle (zob. wniosek 6.1). Pozostaje do uzasadnienia ciaglosé
przeksztatcenia odwrotnego f~! : f(X) — X. Niech wiec ciag (px)ren €
f(X) bedzie zbiezny do punktu p € f(X). Przyjmijmy

Pr = (fl(xk)a fZ(xk)7 s )7 p= (fl(x)a fQ(x)a <. )
Poniewaz w kostce Hilberta () zbiezno$¢ punktéw jest “po wspotrzednych”
(zob. ¢wiczenie 3, rozdzial 6), wiec dla kazdego n mamy
1 1
limg 0o — min(1, p(xg, d,)) = limg_oo fr(zx) = fu(x) = —min(1, p(z, d,)),
n n
czyli
(12.1) limy, oo min(1, p(xg, d,) = min(1, p(x, d,,).
Niech e bedzie dowolna, liczba, dodatnia mniejsza od 1. Z gestosci zbioru

D wnosimy, ze istnieje punkt d, taki, ze p(v,d,) < 5, a z (12.1)—=ze
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istnieje kg takie, ze jesli k > kg, to
min(L, p(ex, d,)) < min(1, plz, d,)) + 53
poniewaz € < 1, to min(1, p(z, d,)) = p(x,d,) i w rezultacie
€
p(xg, d,) < p(z,d,) + 3
Stad
€ 2 €
P(%*ﬁc) S p(l‘adn) + p(dn)xk> < 2p(xadn) + g < g + g =€,
dla k > ko, zatem limy_,, xx = x, co dowodzi ciaglosci przeksztalcenia
odwrotnego f~!. O
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Cwiczenia

(1) Sprawdzi¢, czy w przestrzeniach euklidesowych i w Iy zbidr wszyst-
kich punktéw o wspoétrzednych wymiernych jest osrodkiem.

(2) Kiedy przestrzen dyskretna jest osrodkowa?

(3) Znajdz osrodek w iloczynie kartezjaniskim P x P, gdzie P jest zbio-
rem liczb niewymiernych z metryka, euklidesowa.

(4) Sprawdzi¢ o$rodkowosé plaszezyzny z metrykami “rzeka” i “cen-
trum” oraz osrodkowos$¢ domknieé¢ réznych kul w tych metrykach.

(5) Czy przestrzen zupela musi by¢ osrodkowa?

(6) Udowodni¢, ze iloczyn kartezjanski skoniczenie (przeliczalnie) wielu
przestrzeni metrycznych o$rodkowych jest przestrzenia osrodkowa.

(7) Czy nastepujace przestrzenie mozna zanurzy¢ w kostke Hilberta:
tuk, prosta euklidesowa, prosta z metryka pg;, zbior przeliczalny z
metryka, po;, kwadrat z metrykami “rzeka” i “centrum”?
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Zbiér Cantora

Jednym z najciekawszych i najczesciej spotykanych w matematyce
zbiorow jest zbiér Cantora. W tym rozdziale opiszemy jego podstawowe
wlasnosci topologiczne. Najprosciej mozna go zdefiniowaé¢ analitycznie.

DEFINICJA 13.1. Zbiorem Cantora nazywamy zbior

C:{ C—n:cn:O,Q}.
n:13n

Innymi stowy, zbiér C' sklada si¢ z liczb przedzialu euklidesowego
I = [0, 1], ktére w systemie tréjkowym zapisuja, sie przy uzyciu tylko
cyfr 01 2, a wiec maja postaé

c=(0.cicac3...)3, c1,C9,C3,---=0,2.

Nietrudno sprawdzié, ze jesli pierwsza cyfra ¢; = 0, to ¢ € [0, %], a
gdyc; =2, toc € [%, 1]. Podobnie, jesli ¢o = 0, to w zaleznosci od tego,
czy ¢ = 0, czy ¢; = 2, mamy ¢ € [0, é] lub ¢ € [g, g], a w przypadku
¢y = 2, otrzymamy, odpowiednio do wartosci pierwszej cyfry, ¢ € [2, 2]
lub ¢ € [3,1].

Kontynuujac w ten sposéb badanie polozenia w przedziale I danej
liczby ¢ = (0.cicoc3... )3 € C, w zaleznosci od wartosci jej kolejnych
cyfr, mozemy stwierdzi¢, ze dla kazdego n € N, ¢ nalezy do przedziatu
postaci

Ic102..‘cn = |:;_7’rlz’ ln3—: 1:| )
dla pewnej liczby naturalnej ¢,, < 3", przy czym polozenie to jest zde-
terminowane cyframi cq,...,c, w nastepujacy, indukcyjny sposéb dla
n > 1:

jesli

In—1 ip—1+1
cc IC1..-Cn—1 = |:3n1’ Jn—1 :|

ic,=0,to

p—1 Jp—1 + 1]

Cc € ]cl...cnflcn = |: 371 ’ 3”

93
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a gdy ¢, =2, to

Bin_1+2 i1 +3
c€ e cpron = 3n ’ 3" .

Dla wygody, przedstawia sie¢ polozenie punktu ¢ € C' w przedziale

I w postaci nastepujacego schematu-drzewa.

0 1
0 2
1 2

0 3 £ 1

00 02 20 22
12 3 6 708
0" 5 §' % s "5 g 1
000/ \002 020/ \022 200/ \202 220/ \222
7 powyzszych uwag wynika nastepujace stwierdzenie.
STWIERDZENIE 13.1. Kazdy punkt ¢ = (0.cicacs ... )3 € C wyzna-
czony jest jednoznacznie przez przez ciag cyfr ¢y, co,- - € {0,2}.

Poniewaz opisane wyzej przedzialy I.,.,. ., maja dlugosci 3% dazace
do 0, to mozna réwniez stwierdzié, ze kazdy punkt ¢ = (0.cycacs... )3 €
C wyznacza jednoznacznie ciag takich przedzialéw, ktorych jest je-
dynym punktem wspdélnym. Otrzymujemy stad nastepujacy geome-
tryczny, indukcyjny opis zbioru Cantora, przyjmowany czesto za jego
definicje. Wystepujace w nim przedzialy, to wlasnie przedzialy I.,.,. ., -
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STWIERDZENIE 13.2. Niech I, bedzie suma 2" sktadowych, bedq-
cych przedziatami domknietymai, powstatymi z podziatu kazdej sktadowej
zbioru I,,_1 ma 3 przystajace przedzialy ditugosci 3% kazdy i usuniecia
wnetrza srodkowego z nich. Wtedy

oA
n=1

Warto zanotowac¢ nastepujace przydatne spostrzezenie, ktére tatwo
wynika ze stwierdzenia 13.2.

LEMAT 13.1. Jesli ¢ = (0.cicoc3 ... )3 1 ¢ = (0.¢)chcy . .. )3 sa punk-
tami zbioru Cantora C, to nierdwno$é |c — | < 3% implikuje ¢; = ¢,
dla i < n; na odwrdt, jesli dla kazdego i < n zachodzi ¢; = ¢, to

|c—c’|§3in

Przejdzmy teraz do oméwienia podstawowych wiasnosci topologicz-
nych zbioru Cantora, rozumianego jako podprzestrzen prostej euklide-
sowe].

Bezposrednio z definicji 13.1 i okreslenia szeregu zbieznego wynika
nastepujacy fakt.

STWIERDZENIE 13.3. Zbior {(0.c1...¢y) 1 c1y.. ., 6, = 0,2,n € N}
jest podzbiorem przeliczalnym i gestym w C.

STWIERDZENIE 13.4. Zbior Cantora jest w sobie gesty.

DowoD. Niech ¢ = Y77 | & gdzie ¢, = 0,2. Oznaczmy

k 00

k
kaZ%; yk:;%+ 3%

n=1 n=k+1
Wtedy x, yr € C, 2 # yi 1 oczywiscie
limg_ oo T = limg oo Y = €.
O

STWIERDZENIE 13.5. Zbior Cantora C' jest przestrzeniq zwartq.

DowOD. Jest to konsekwencja stwierdzenia 13.2, gdyz C, jako prze-
kroj podzbioréw I,, domknietych w przedziale I jest podzbiorem dom-
knietym przestrzeni zwartej I, wiec jest podprzestrzenia zwarta na
mocy stwierdzenia 10.1. U

STWIERDZENIE 13.6. Jedynymi podprzestrzeniami spojnymi zbioru
Cantora sq podzbiory jednopunktowe.
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DowoOD. Niejedopunktowymi podprzestrzeniami spdjnymi proste;
euklidesowej moga, by¢ wytacznie réznego typu przedzialy. Przypusémy
wiec, ze jakis przedzial [a, b], gdzie b > a, zawiera sie w C' = (|, I,.
Wtedy [a, b] C I,,, wiec istnieje sktadowa I, ., zbioru I,,, zawierajaca
przedziat [a,b] dla kazdego n. Wynika stad, ze 0 < |b — a| < 3% dla
kazdego n, co jest niemozliwe.

UwAGA 13.1. Wlasno$¢ przestrzeni C' opisana w stwierdzeniu 13.6
nazywa sie catkowitq niespojnosciq tej przestrzeni.

Kolejne wlasnosci zbioru Cantora nie sa juz tak oczywiste—mozna
je nawet uznac za zaskakujace.

STWIERDZENIE 13.7. lloczyn kartezjanski C' x C' jest homeomor-
ficany z C.

Dowo6D. Okreslimy naturalny homeomorfizm h : C' x C' — C wzo-
rem

hic,d) = (0.cicjcacy . .. )3,
gdzie ¢ = (0.cic2. .. )3, = (0.¢1cy .. . )s.

Latwo wida¢, ze h jest funkcja, wzajemnie jednoznaczna. Pozostaje
sprawdzi¢ ciagtosé h (zob. wniosek 10.2). Wygodnie jest w tym wy-
padku sprawdzac¢ jednostajna ciagtos¢ h. Niech € > 0 i n bedzie taka
liczba naturalna, ze 32% < €. Zalézmy,ze

1

p((C, Cl)) (d7 d/)) = \/|C - d|2 + |C/ - d/|2 < 3%7

gdzie p jest metryka w iloczynie C' x C.

Wtedy |¢ — d| < g oraz |¢ — d'| < . Na podstawie lematu 13.1
liczby ¢ i d maja takie same pierwsze n cyfr, tzn. jesli ¢ = (0.cicz... )3
id=(0.didy...)s, to ¢; = d; dlai < n; podobnie jesli ¢ = (0.¢)c} ... )3
id = (0dd,...)s, to ¢ = d dla i < n. Wynika stad, znéw na
podstawie lematu 13.1, ze

|h(c,)=h(d,d)| = |(0.cicjcady ... cndl, .. )3—(0.drd] . . . dpd, . .. )3 <
1

3Tn<€.
Il

Stosujac prosta indukcje, otrzymujemy nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 13.1. lloczyn kartezjarski skoriczenie wielu zbioréw Can-
tora przez siebie jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora.
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UwAcA 13.2. Podobny fakt zachodzi rowniez dla iloczynu nieskon-
czonego: iloczyn kartezjanski przeliczalnej ilosci zbiorow Cantora przez
siebie jest homeomorficzny ze zbiorem Cantora. Dowodzi¢ tego mozna
w sposob podobny do dowodu stwierdzenia 13.7.

TWIERDZENIE 13.1. Istnieje przeksztatcenie ciagte zbioru Cantora
C' na przedzial euklidesowy I = [0,1]. Przeksztalcenie takie mozna

okresli¢ wzorem
[oe)

1 Ch,
S((O.Clcg...)g) = 5 2_n
n=1
DowOD. Zauwazmy najpierw, ze przeksztalcenie s przyjmuje war-
tosci w przedziale I. Wida¢ to z oszacowania

1 oo cn o0
2 Z 2_ Z on — Z 2n -

Nastepnie sprawdmmy, ze jest to przekszta}ceme ‘na”. W tym celu
przedstawmy dowolna, liczbe x € I w zapisie dwdjkowym

Tr = (O.blbg...)z, gdzie b17b2;"' S {O 1}

00
n= 12"'

| /\

oznacza to, jak wiadomo, ze r = >
kazdego n, otrzymujemy réwnosé

Przyjmujac ¢, = 2b,, dla

Ie=cn 120,
0. S )3) == — == — =u.
s(0.c1c3...)3) 32 32 T
Pozostaje do uzasadnienia ciaglos¢ przeksztalcenia s. Wygodnie
jest sprawdzaé¢ od razu jego jednostajna ciagltos¢. Niech wiec € > 0.

Wybieramy liczbe naturalng N tak duza, by > oo 5= < € ( szereg
jest zbiezmy, wiec takie N istnieje!). Przyjmujac 6 = g5, wnosimy na
podstawie lematu 13.1, ze jesli ¢ = (0.cica...)s, ¢ = (0.¢)c, ... )3 oraz

lc—d| <0, toc, =d,dlan< N. Stad

DEFINICJA 13.2. Przeksztalcenie s : C' — I, opisane w twierdze-
niu 13.1, nazywamy funkcjaq schodkowa.
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WNIOSEK 13.2. Zbidr Cantora ma moc continuum c.

DowOD. Moc C nie jest mniejsza niz moc obrazu s(C') = I, ktéra
wynosi ¢, a z drugiej strony C' jest podzbiorem przedziatu I, wiec moc
C nie jest wieksza od c. O

UwAGA 13.3. Warto zwroci¢ uwage na wniosek 13.2. W geome-
trycznym opisie i przy prébie rysowania przyblizen zbioru Cantora,
zauwazamy jedynie jego punkty tréjkowo-wymierne (postaci ¢ = 3% =
(0.c1,...cy), dla pewnych k£ < 3™), ktorych jest oczywiscie przeliczalnie
wiele (stwierdzenie 13.3). Wigkszo$¢ punktéw zbioru Cantora jest dla

nas niewidocznal

WNIOSEK 13.3. Istniejq przeksztalcenia ciggte zbioru Cantora na
kostki euklidesowe I™ dowolnego wymiaru skoriczonego n oraz na kostke
Hilberta ™.

DowoD. Jesli s : C — I jest funkcja schodkowa i C™ oznacza
iloczyn kartezjanski n egzemplarzy zbiorow Cantora przez siebie, to
przeksztalcenie s : C™ — I™ okreslone wzorem

s"(ct, 2., = (s(ch), s(cP), ... s(cM)

jest przeksztatceniem ciaglym i “na”. Ponadto, z wniosku 13.1 wiemy,
ze istnieje homeomorfizm h : C' — C", wiec zlozenie s"h : C' — I" jest
przeksztalceniem ciagtym zbioru C' na kostke I™. W przypadku kostki
Hilberta argumentacja jest podobna. O

UWAGA 13.4. Zachodzi znacznie ogdlniejszy fakt, ktory podajemy
tylko informacyjnie : kazda przestrzen metryczna zwarta jest obrazem
ciggtym zbioru Cantora! (zob. [ES]).

WNIOSEK 13.4. Istniejq przeksztatcenia ciagte przedziatu euklide-
sowego I = [0,1] na kostki euklidesowe I"™ dowolnego wymiaru n i na
kostke Hilberta.

DowoOD. Jesli Y jest jedna z tych kostek, to istnieje przeksztalcenie
ciagle f zbioru Cantora C na Y. Poniewaz C' jest domknietym pod-
zbiorem w I, to mozna skorzysta¢ z twierdzenia Tietzego 4.1, ktére
gwarantuje istnienie przedtuzenia ciaglego f* : I — Y przeksztalcenia
I

Mozna tez skonstruowaé takie przedtuzenie bezposrednio, nie ko-
rzystajac z twierdzenia Tietzego. W tym celu skorzystamy z opisu
geometrycznego zbioru C' zawartego w stwierdzeniu 13.2. Oznaczmy
przez a i b konce dowolnie ustalonej sktadowej dopetnienia w I zbioru I,
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(te sktadowe sa przedziatami otwartymi usuwanymi w konstrukeji geo-
metrycznej zbioru C'). Poniewaz przedzialy otwarte (a,b) sa roztaczne
z C', wiec na nie trzeba przedtuzy¢ przeksztalcenie f.

Jesli f(a) = f(b), to kladziemy f*(x) = f(a) dla wszystkich z €
(a,b); w przeciwnym razie, odcinek prostoliniowy f(a)f(b) o koncach
f(a), f(b) zawiera sie w kostce Y i mozna go sparametryzowaé funkcja
a:[a,b] — f(a)f(b) (zalezna oczywiscie, tak jak i punkty a, b, od ciagu

cyfr ¢1, ..., ¢,) w standardowy sposéb:
T—a r—a
= 1— .
afw) = T f(B) + (1= =) f(a)

Teraz mozemy okresli¢ przedtuzenie f* na punktach = € [a, b] wzorem

Ciaglos¢ f* w punktach odcinkéw otwartych postaci (a, b) wynika wprost
z ciaglodci parametryzacji a.

Uzasadnimy ciaglo$¢ f* w punktach zbioru Cantora. Niech e > 0. Z
jednostajnej ciagtosci przeksztalcenia f (zob. stwierdzenie 10.5) wynika
istnienie liczby § > 0 takiej, ze jesli x,2" € C oraz |z — 2/| < 9, to
| f(x) — f(2')|| < §. Niech ¢ € C. Istnieje sktadowa I., ., zbioru I,
zawierajaca c o Srednicy mniejszej od 0. Przedziat I, . moze mie¢
wspdlne konice z co najwyzej dwiema sktadowymi dopetnienia I\ C,
czyli przedzialami otwartymi postaci (a,b), (@', '), rozwazanymi wyzej
przy okreslaniu przedtuzenia f*. Na przedziatach [a,b], [a'V'] okreslone
sa parametryzacje «a i o, ktére, oczywiscie, tez sa jednostajnie ciagle,
wiec istnieje liczba 6 > 0 taka, ze jesli x, 2’ € [a,b] (x,2’ € [@,V]) oraz
lz—2'| <0, to [la(z)—a(2')|| < 5 (|o/(z) —a/(2')| < §, odpowiednio).
Przyjmijmy ¢’ = min{d, 0} i zalézmy, ze x € I \ C oraz |z —c| < ¢'. W
przypadku, gdy = € I, ., , istnieje sktadowa dopemienia I\ C' postaci
(ay,b,), zawierajaca punkt z i zawarta wraz z koricami az, b, w I, .,
(przypomnijmy przy tym , ze te kornce naleza do zbioru Cantora C').
Wtedy otrzymujemy oszacowanie odleglosci

17 (@) = [l < 1 () = f(aa) | + 1 (aa) = [T ()] <
177(be) = f*(aa) | + £ (az) = () = [1f(ba) = [laz)]+

€

2

— €.

(@) = FO < 5 +

Gdy x ¢ I.,. ., to x € (a,b) lub = € (d/, V). Zalézmy, ze x € (a,b) i
przyjmijmy, ze przedzial (a,b) lezy na prawo od przedziatu 1., . (dla
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drugiego przypadku rozumowanie jest analogiczne). Wtedy

1/ (@) = [l < 1 (x) = FH ()l + [/ (a) = f ()] =
la(z) = ala)l| + [1f(a) = fo)]] <€
Wreszcie, jesli o € C'i |z — ¢| < 0, to oczywiscie

177 () = fH )l = 1f (=) = Floll < e
O

UWAGA 13.5. Przeksztalcenia ciagle przedziatu I na kwadrat I? zwa,
sie tradycyjnie przeksztatceniami Peana . Opis geometryczny takiego
przeksztalcenia zamieszczaja podreczniki [ES] i [Kul.

Na zakonczenie warto wymienié¢ jeszcze kilka waznych wlasnosci
zbioru Cantora, ktérych dowody (lub wskazéwki do nich) mozna znalezé
np. w [ES] i [Ku].

e Przestrzen topologiczna X jest homeomorficzna ze zbiorem
Cantora wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia metryczna,
zwarta, w sobie gesta, ktérej jedynymi podprzestrzeniami spéj-
nymi sa podzbiory jednopunktowe.

e Kazda przestrzen metryzowalna w sposob zupelny i w sobie
gesta zawiera podprzestrzen homeomorficzna, ze zbiorem Can-
tora.

e Kazda przestrzen metryczna osrodkowa ktorej kazdy punkt ma
otoczenia otwarto-domkniete dowolnie malej srednicy (taka
przestrzen nazywa sie zero-wymiarowa) jest homeomorficzna
z podzbiorem zbioru Cantora.
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Cwiczenia
(1) Sprawdz, czy zbidér koncéw usuwanych przedziatléw w konstrukeji
zbioru Cantora C' (tzn. zbidr koncéw sktadowych zbioréw I, dla
wszystkich n € N) jest przeliczalny i gesty w C' i czy jest zwarty.
(2) Wskaz kilka podzbioréw otwarto-domknigtych w C'.
Wykaz, ze zbiér C' jest podobny do swych podzbioréw C'N|0, %],
CN[31],Cnlo, 5, CN[3 3] itd.

(3) Niech X = {0,1} x {0,1} x ... z metryka
1

p((s1,82,-.-), (b, la, o)) = min{n : s, # t,}

lub 07 gdy (817 S9,... ) = (t17t27 e )
Sprawdz, ze p jest metryka w X.
Wykaz, ze przeksztalcenie f : C' — X okreslone wzorem

t t t1 t
f<—1+—2+~--) — (51,52,) gdzie t,, € {0,2} dla kazdego n,

3 32

jest homeomorfizmem.
(4) Skonstruuj zbiér homeomorficzny ze zbiorem Cantora C' zawarty w
zbiorze liczb niewymiernych z metryka euklidesowa, (zob. [Kul).
(5) Przestrzen metryczna X jest grupa topologiczna, gdy w X jest
okreslone dziatanie grupowe, ktére jest ciaglte jako przeksztalcenie
X x X — X i w ktérym branie elementu odwrotnego z — z~! tez
jest przeksztalceniem ciaglym X — X. Sprawdzi¢, czy przestrzenie
euklidesowe, przestrzen Hilberta I, R®, okrag S' = {2 € (R?, p,) :
|zl = 1}, torus n-wymiarowy (S')" sa grupami topologicznymi (z
jakimi dziataniami 7).
Korzystajac z zadania 3 pokazaé, ze zbiér Cantora jest grupa,
topologiczna.
(6) Czy istnieja, przeksztalcenia ciagte (homeomorfizmy) z:
Cna(C? CnaQ CnaR\Q, CnaI? C naR? C na okrag
S, C na sfer¢ S, Cna C x1I,Cna X ={0,1,1,%,...}, C na
XxI,InaC,XxInaC,RnaC,QnaC,Q x1InaC,S?na
c?
Podaj przeksztalcenia (wykorzystuj, m. in. funkcje z C na I)
lub przyczyne ich braku (np. zwartosé, spdjnosé).
(7) Czy zbiér Cantora jest Sciagalny?
Czy przestrzen X= suma odcinkéw taczacych punkt (%, 1) z
punktami zbioru C' na osi x na plaszczyznie euklidesowej jest $cia-
galna?
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