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§1 Wstep

Spotykajac sie po raz pierwszy ze zbiorem Cantora poznajemy go przez nastepujaca
konstrukcje: wezmy odcinek [0, 1], usufimy z niego odcinek (3, 2) dostajac zbiér Ci.
W drugim kroku w obu sktadowych zbioru Cy czyli [0, 3] oraz [2, 1] usuwamy ich $rodki
dtugosci % ich dtugosci dostajac zbior Cy. Te operacje powtarzamy dostajac ciag zbioréw
(Cr)n>1, z ktérego mozemy stworzy¢ zbiér Cantora wzorem

i>1

Zauwazmy, ze mozemy w inny sposéb wybiera¢ jaka czes¢ danego przedzialu usuwamy,
nie musi by¢ to jedna trzecia. Mozemy dla przedziatu [a, b] wylosowaé niezaleznie dwie
liczby z rozkladu jednostajnego na przedziale [0, %3], a nastepnie podzieli¢ go na dwa
przedziaty [a,z] i [b — y,b] i proces ten powtarzaé otrzymujac nowy (losowy) zbiér
Cantora. Pierwszym pytaniem, ktére powinnisémy sobie zadaé jest to, czy ten zbidr
spetnia definicje zbioru Cantora, i czy mozemy o nim powiedzie¢ co$ jeszcze.

Rysunek 1: Losowa konstrukcja zbioru Cantora

Tematem pracy jest opisanie konstrukeji i udowodnienie wtasnosci losowych zbioréw
Cantora. Rozdziatl pierwszy wprowadza potrzebne definicje. W drugim udowodnimy,
ze podana konstrukcja rzeczywiscie jest zbiorem Cantora. W rozdziale trzecim udo-
wodnimy twierdzenie o wymiarze Hausdorffa takiego losowego zbioru. Na koncu prze-
prowadzimy konstrukcje kilku przyktadowych zbioréw wraz z policzeniem ich wymiaru
Hausdorffa.

Praca oparta jest na rozdziatach 5.1 oraz 5.2 z podrecznika [1], oraz na [2].

§2 Pojecia wstepne

2.1 Definicje

Do pracy z losowymi zbiorami Cantora bedziemy potrzebowaé kilku definicji. Na
potrzeby tej pracy spéjrzmy na losowy zbidr w sposob analogiczny do "zwyktej" zmiennej
losowej.
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Definicja 2.1. Niech D, to zbiér zwartych podzbioréw R™, a (Q,P,F) to przestrzen
probabilistyczna. Funkcje X : @ — D nazwiemy losowym zbiorem, jesli dla kazdego
d € D mamy X 1(d) € 3.

Definicja 2.2. Powiemy, ze dwa zbiory A, B C R™ s3 do siebie geometrycznie podobne,
jesli jeden z nich mozna przeksztatci¢ w drugi za pomocsg translacji, odbicia rotacji oraz
przeskalowania.

Definicja 2.3. Zbiér K C R™ nazwiemy zbiorem Cantora, jesli jest zwarty, domkniety,
wszedzie gesty oraz miary zero.

Na potrzeby przysztych rozwazan niech N* = J7°  N" to zbiér ciagéw skladajacych
si¢ z liczb naturalnych (gdzie N° = ). Dla n € N* niech |n| oznacza dtugo$¢ tego ciagu.
Dodatkowo, niech * oznacza konkatenacje dwoch ciagéw, czyli na przyktad (1,3,4) *
(5,6) = (1,3,4,5,6), a 2% (3,4,5) = (2,3,4,5), a v|k oznacza pierwsze k elementow
ciagu v. Majac te oznaczenia mozemy zdefiniowaé losowy zbiér Cantora:

Definicja 2.4 (Losowy zbiér Cantora). Niech J to niepusty zwarty podzbiér R™, taki
ze AN(Int(J)) = A(J) > 0, gdzie A oznacza m-wymiarowa miar¢ Lebesgue’a. Zat6zmy,
ze mamy rodzing losowych podzbioréw R™

J={J,:0 €N},
spelniajacych nastepujace wlasciwosci:

Zalozenie 1. Jy(w) = J dla prawie kazdej w € €. Dodatkowo dla kazdej o € N* oraz
dla prawie kazdej w € Q jesli J,(w) jest niepusty, to jest on geometrycznie podobny do
J.

Zalozenie 2. Dla prawie kazdego w € Qi kazdego o € N* elementy ciggu {Jo.i(w)}524
maja wlasno$¢ taka, ze ich wnetrza sg parami nieprzecinajace sie oraz

A Jp(w) \ E_j Joi(w)) > 0.

Zalozenie 3. Niech
_diam(Jgm(w))

Tpin(w) = diam(J,(w)) ’

gdzie diam oznacza $rednice zbioru. Oznaczmy Ty(w) = diam(J) . Zakladamy, ze ciag
Ty = {Towi(w) }32, jest ii.d.

Wtedy mozemy zdefiniowaé¢ losowy zbiér Cantora

K@= U )

n=1o0eN"

2.2 Wymiar Hausdorffa

Intuicyjnie wymiar obiektu mozemy zdefiniowaé¢ nastepujaco: jesli jest rowny n, to
znaczy, ze gdy w tym obiekcie zwiekszymy kazdy bok dwukrotnie, to "zmiesci sie w
nim" 2" nieprzeskalowanych obiektéw. Dla kwadratu, gdy kazdy bok zwiekszymy dwu-
krotnie, to pole zwickszy sie 22 krotnie. Jednak te intuicje przenieélibyémy na fraktale,
to doszlibysmy do zaskakujacych wynikow.

2.2 Wymiar Hausdorffa 3
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Rozwazmy to na przykltadzie tréjkata Sierpinskiego. Mozemy go skonstruowaé w
nastepujacy sposob: wezmy trojkat rownoboczny, podzielmy go na cztery przystajace
trojkaty réwnoboczne i usunmy srodkowy z nich. Nastepnie procedure wycinania po-
wtorzmy na pozostatych trojkatach. Zastandéwmy sie teraz, co sie stanie, gdy w tym
trojkacie Sierpinskiego zwiekszylibysmy dltugosé boku dwukrotnie.

(a) Przed powigkszeniem (b) Po powigkszeniu

Rysunek 2: Tréjkat Sierpinskiego

Widzimy, ze w powickszonym dwukrotnie tréjkacie mozemy zmiesci¢ 3 mniejsze, czy-
li, ze zgodnie z intuicja wymiar bytby réwny log,(3), czyli nie bytby liczba ani catkowita
ani nawet wymierna!

Dla badania wymiaréw fraktali bedziemy wiec uzywac¢ nowej definicji wymiaru:

Definicja 2.5. Funkcje Hj' : P(R™) — [0, 00| 0 wzorze

Hy'(A) = lifg inf{z diam(A,)? : (Ap)n>1 to € — pokrycie A}

n>1

nazywamy f-wymiarowa (zewnetrzna) miarg Hausdorffa, gdzie (A4, ),>1 to e-pokrycie A,
jezeli A C U,>1 A, oraz dla kazdego n, diam(A,) < e.

Definicja 2.6. Dla zbioru A C R™ definiujemy jego wymiar Hausdorffa dimy A € [0, 00|
jako jedyna liczbe taka, ze dla 0 < dimyA mamy Hj'(A) = oo, a dla § > dimy A mamy
Hy (A) =0.

§3 Wtasnosci losowych zbioréw Cantora

Na konstrukcje naszego losowego zbioru Cantora mozemy patrze¢, jak na proces
gatazkowy Galtona-Watsona, gdzie n-te pokolenie to liczba niepustych zbioréw J, gdzie
|v| = n, dodatkowo mozemy kazdej gatezi przyporzadkowaé stosunek srednic, to znaczy
gatezi z J, do J,.; przyporzadkowujemy wartos¢ T.,.;. Zauwazmy, ze jesli Srednia liczba
potomkdéw w tym procesie jest mniejsza lub réwna 1, to proces prawie na pewno wymrze,
co w naszej konstrukeji oznaczatoby, ze przekrdj bytby prawie na pewno pusty. Dlatego
dodajmy jeszcze jedno zatozenie do naszej konstrukeji:
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Zalozenie 4.

E [Z 1Ji¢@} 1.
i>1

Majac to zatozenie wiemy, ze z dodatnim prawdopodobienstwem, w kazdym pokole-
niu bedzie niepusty zbior J,.

Zacznijmy od obserwacji, ze losowy zbiér Cantora pod warunkiem, ze jest niepusty
to spetia definicje zbioru Cantora. Jako zZe jesteSmy w przestrzeni metrycznej, takiej
ze X = R™, to zbidér J jest domkniety i ograniczony (poniewaz jest zwarty), dodatkowo
dla dowolnego o € N* zbiér J, jest geometrycznie podobny do J, wigc ma takie same
wlasnosci topologiczne. Dla dowolnego n skoniczona suma U, 4|—,, /o zbioréw domknigtych
jest domknieta, taczac to z faktem, ze przeliczany przekrdj zbioréw domknietych jest
domkniety, to zbiér K = 2 Uyenn J» jest domkniety, ale jest tez ograniczony przez
J, wiec jest tez zwarty.

Zajmijmy sie teraz brakiem punktéw izolowanych. Ustalmy dowolny x € K oraz
e > 0. Mozemy znalezé ciag $wiadczacy o tym, ze v € K, czyli 0 € NV, takie ze dla
kazdego k£ > 1 mamy z € J,;. Ponizej udowodnimy, ze

Jim diam(J,pn) =0, (%x)

wiec istnieje ky, takie ze diam(Jok,) < €. Dla kazdego k > k; zbiér J, |, ma dodat-
nig szans¢ mie¢ innego potomka niz Jyx+1) a ten potomek niezerows szanse, ze jako
nowy proces galazkowy nie wygasnie (z zatozenia 3 i 4), czyli skoro dzieje si¢ to dla
nieskoriczenie wielu k to musi istnie¢ v € NY, takie ze v|k; = ok, v # o oraz istnieje
Y € Ni>1 Joj)- Wtedy y € K, x # y oraz odleglosc pomiedzy x a y jest mniejsza niz e,
poniewaz oba naleza do Ja‘kl, czyli z nie jest punktem izolowanym zbioru K.

Ostatnig wlasnoscia naszego zbioru, ktéra musimy udowodnié jest to, ze jego mia-
ra Lebesgue’a wynosi zero. Do tego bedziemy potrzebowaé kilku oznaczen. Niech dla
v € N* mamy L(v) = Hlvl T,;- Na L(v) mozemy patrze¢ jak na iloczyn liczb, kto-
re odwiedzimy idgc po drzewie od korzenia do wierzchotka J,, ale pamietajac, ze

Tpi = % otrzymujemy L(v) = CZ;%({]“)). Dodatkowo niech
= > L)
|lv|=n

Chcieliby$my znalez¢ martyngal zwiazany z Yy, z naturalng filtracja %, = o({J, :
|v| < n}). Policzmy warunkowa warto$¢ oczekiwana

diam Jv diam(Jyi) 9
E[Ye’wﬂyn}:E{ Z L(U)QL%JZE{Z diam(J)? Z )? [Fn ]

- n diam(J,

Z addytywnosci warunkowej wartosci oczekiwanej mozemy z nia wejS¢ pod znak ze-
wnetrznej sumy.

E

diam Jv diam(Jysi 0

diam(J)? & diam(J, )9

[v[=n

diam(Jy)®

diam (77 jest Z,-mierzalna, a suma indeksowana po

Zauwazmy, ze dla |v| = n zmienna
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1 jest niezalezna od %, z zalozenia 3, wiec

E diam(J,)? diam(J i)’ dmm(Ji)e]

Tam(7 L Giamii 7 |~ 0 B2 Giam(

i>1 i>1

Yv@,n+1 ’yn:| = Z

[v]=n

gdzie ostatnia réowno$¢ wynika z identycznosci rozkladu wektora (7;)7°,. Oznaczmy
d(h) = E[Z diam(J)0 | _ E|:ZZ'>1 Tf]. Wtedy ®(0)"Yp,, jest nieujemnym martynga-

i21 diam(J)?
tem, wiec z twierdzenia Doob’a jest zbiezny. Przyjrzyjmy sie blizej ®(6).
Zacznijmy od lematu

Lemat 3.1. Dla dowolnych geometrycznie podobnych A, B € R™, takich ze \(B) # 0
mamy

AMA)  diam(A)"
AB)  diam(B)™’

Dowdéd. Skoro A, B sa geometrycznie podobne, to mozemy znalezé takie B’ ze A\(B) =
A(B'), diam(B) = diam(B'), B’ mozna uzyska¢ z B za pomoca translacji, odbicia
i rotacji, oraz istnieje § € R, taka ze dB' = {0b : b € B} = A. Wtedy z wlasno-
$ci m-wymiarowej miary Lebesgue’a otrzymujemy A(A) = 6™ A\(B’), dodatkowo mamy
diam(dB') = ddiam(B') i taczac dwi ostanie réwnosci dostajemy teze. |

Niech 6§ = m oszacujmy sume

" diam(J;)™ () A(Int(J;))
2T =2 diam(J)™ 2 AT) 2 AInt(J))’
i>1 i>1 i>1 i>1
gdzie ostatnia réwno$¢ wynika z naszego zaltozenia, ze \(J) = A(Int(J)), a J; jest

geometrycznie podobny do J. Nastepnie korzystajac z tego, ze wnetrza J; sa parami
roztaczne mamy

m AUzt Int(J;))
21 =) <!

i>1

z zatozenia 2. Wtedy réwniez mamy ®(f) < 1, poniewaz jedli zmienna losowa X < 1
prawie wszedzie, to E[X] < 1. Wr6¢émy teraz do naszego martyngatu i zauwazmy, ze z
lematu otrzymujemy, ze

_diam(J,)"  A(Jy)

L) = Gam™ = 30
wiec wted
’ ' Y. o )\(Jv) > /\(U|v|:n Jv)
S 23D S A

Pokazemy teraz, ze Y,,,, dazy do 0 przy n — oo, co pocigga (+*). Na poczatek policzmy
granice E[Y,, ]
lim E[Y;,,] = lim ®(m)"E[®(m) "Y,,,] = lim ®(m)"E[®(m)°Y,,,] = 0,

n—o0 n—oo n—o0

poniewaz martyngaly maja staly Srednig, a ®(m) < 1. Ale Yy, jest nieujemne, wiec
réwniez Y,,, dazy do zera prawie na pewno. Wtedy z twierdzenia o trzech ciggach
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lim,, oo )‘(Ulv\:n Jy) = 0 prawie na pewno, a wtedy mamy
ME)=X( U &) =0,
n=1 |v|=n

co koniczy dowodd zerowej miary losowego zbioru Cantora.

§4 Twierdzenie o wymiarze losowego zbioru Cantora

Przejdzmy teraz do gtéwnego twierdzenia dotyczacego wymiaru Hausdorffa

Twierdzenie 4.1 (R. Daniel Mauldin, S. C.Williams [2]). Dla oznaczen z poprzedniego
rozdziatu zdefiniujmy o jako

a=inf{f >0:®(0) < 1}.
Wtedy o« < m oraz
P(dimyK = o|K # () = 1.

Dowaod. Tutaj udowodnimy prostsza czes¢ dowodu to znaczy nieréwnosé dimyg K < a.
Druga cze$¢ mozna znalezé w [2] oraz [1]. Na poczatku przypomnijmy, ze ®(m) < 1,
wiec mamy a < m. Jako ze T; jest mniejsze od 1, to dla 6 € [, m] mamy ®(#) < 1. Dla
takich § mamy rowniez

Yb,n: Z

[v[=n

diam(J,)° <
diam(J)? —

wiec lim,, o0 Yo, = 0. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze A(J) = 1. Przypomnijmy
teraz wzér na miare Hausdorffa

Hy'(A) = lifgl inf{z diam(A,)? - (A)p>1 to € — pokrycie A}.
€ n>1

Ustalmy € > 0. Naszym kandydatem na e-pokrycie zbioru K jest (J,)jyj=n. Jako ze
lim, o Yp, = 0 to znajdziemy takie ng, ze Yp,, < €. Wtedy dla kazdego |v| = ng
mamy L(v) < €, wiec znalezliSmy pokrycie $wiadczace o tym, ze

Hy(K) < lim Y diam(J,)",

ale gdy 6 < o mamy ®(0) < 1, a wtedy
. . 0 1 -
lim E diam(J,)" = nh_)ngo Yo, =0,

n—00
[v[=n

co pokazuje, ze dimg K < a.




Losowe zbiory Cantora §5 Przyklady

§5 Przyklady

5.1 Losowy dywan Sierpinskiego

Zajmijmy sie stworzeniem kilku losowych zbioréw Cantora. Zwykty(deterministyczny)
dywan Sierpinskiego, to fraktal o nastepujacej konstrukcji: wezmy kwadrat, podzielmy
do na 9 mniejszych réwnych kwadratéw (umieszczonych w 3 rzedach), oraz usunmy
srodkowy z nich. Ten proces powtarzajmy na mniejszych kwadratach. Konstrukcje te
mozna urozmaici¢ dodajac do niej element losowy.

Zacznijmy od kwadratu od dtugosci 1. Niezaleznie wylosujmy 4 liczby x1, 2, 23, 24
z rozktadu jednostajnego na przedziale [%, %] Na wierzchotkach kwadratu zaznaczmy
kwadraty o dtugosciach x1, zo, 3, x4. Nastepnie pomiedzy tymi kwadratami zaznaczamy
kwadraty tak, by zajely catg dlugos¢ bokéw kwadratu. Tak powstaja nam kwadraty

Ji, o T,

Rysunek 3: Pierwsza iteracja losowego dywanu Sierpiniskiego

Mozemy sie zastanawiac¢, dlaczego liczby x1, 2, 3, r4 musimy losowac z takiego prze-
dziatu. Wtedy wartosé 1 — (z7 + z2), czyli dlugosé bokéw "matych kwadratéw" nalezy
do przedziatu [0, %], czyli wiemy, ze ten maly kwadrat bedzie istnial i nie pokryje sie z
zadnym innym kwadratem.

Uzyjmy teraz naszego twierdzenia o wymiarze losowego zbioru Cantora, do zbadania
wymiary tego zbioru. Zauwazmy, ze z niezaleznosci losowan 1, xo, x3, r4 mamy E[T{] =
E[Ty] = E[T¢] = E[T] oraz E[T¥] = E[T§] = E[T¥] = E[TY] dlatego

8

@(a) = Y E[T7] = 4E[T7] + 4E[TS).

Pochylmy sie nad wyliczeniem E[T?]. Srednica kwadratu o boku a ma dtugoéé av/2,

wiec TP = ($i/‘g§)a =z, dlatego

E[17] = Elaf] = [ 2*fi(c)dr,
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gdzie fi(z) = 61(%7%)@) jest gestoscig rozktadu x4,

1 a+1 % 1 a+1 1 a+1
E[Ty] = 6/2 wOda = 6|~ _ () —<> :

Teraz sp6jrzmy na E[T], w tym przypadku dtugosé boku wynosi 1 — (21 + z3), wiec

(%@)“ = (1 — (21 + x2))®. Losowania z; i x2 sa niezalezne, wiec

T =

E[T$] = //1— x+y))*fi(x)fa2y dydx:36/ /§ (1 —(z+vy))*dydx

S T = (o W

_1
y=3 3

1
2

=360 1)1@ 9 [(; - $)a+2_(§ - x)‘“”] o=
=367, 1)1(a +2) [ - (é)“*{(é)“*ﬁ(é)“”]

=0T 1)1(a ) Kzl)))m”@)aﬂ |

Teraz mozemy policzyé¢ ®(a):

o= 25 (07 -6) ) =6

a+1 1 '
Niestety nie mozemy obliczy¢ algebraicznie, kiedy ®(«) = 1, ale przyblizajac rozwia-

zanie numeryczne otrzymujemy o ~ 1.7826

5.1 Losowy dywan Sierpinskiego
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Rysunek 4: Losowy dywan Sierpinskiego

5.2 Wielowymiarowy losowy dywan Sierpinskiego

Zastanowmy sie teraz nad analogiczng konstrukcja, tym razem zacznijmy od n wy-
miarowego sze$cianu (hipersze$cianu) o krawedzi dtugosci 1.Taki hiperszescian na 2"
wierzchotkéw. Wylosujmy niezaleznie 2™ liczb z rozktadu jednostajnego na przedziale
(3,3) 1 przy kazdym wierzchotku narysujmy hiperszeécian o takiej dlugosci. Nastep-
nie dorysujmy hiperszesciany tak, aby kazda krawedZ zawierata si¢ w brzegu jakiegos
hiperszescianu. Policzmy liczbe takich "mniejszych" hiperszescianéw: mamy 2" wierz-
chotkéw, z kazdego wychodzi n krawedzi, czyli lich liczba bedzie réwna %, poniewaz
kazda krawedz nalezy do dwéch wierzchotkéw. Teraz mozemy policzyé ®(«) analogiczne

do poprzedniego przyktadu:
(o) = 2"E[T?] + 2" 'n E[Ty,

gdzie T7 to stosunek srednich hiperszescianéw przy wierzchotkach, a T5 "matych" hiper-
szescianow. Czyli tak, jak poprzednio

s - S [0

B[] =367 1)1(04 +2) l@)aﬁ_z(é)aﬂ ’

5.2 Wielowymiarowy losowy dywan Sierpinskiego 10
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o= SE[0)-6) S =())

Tutaj tym bardziej nie mozemy znalezé doktadnych wartosci i musimy positkowaé
sie przyblizeniami

Rysunek 5: Wymiar Hausdorffa losowego dywanu Sierpinskiego

Zastanawiajaca jest linowa zalezno$¢ pomiedzy tymi wartosciami. Sprobujmy ja udo-

wodni¢ w przypadku deterministycznym dywanu Sierpinskiego. Tutaj z racji, ze dzielimy

na réwne hiperszeéciany, to T = TS = -+, mamy wiec réwnanie

= 3

2n 1 =+ 2n—1 1 1
- n - =
3¢ 3¢

212+ n) =3"
logs(2"71) +log;(2 +n) = a
a = nlogs(2) —logs(2) + logs(2 + n).
Widzimy, ze nie jest to zaleznos¢ liniowa, ale liczac granice }llir(l) % = logs(2) otrzy-

mujemy, ze jest to asymptotyczna liniowosc.

5.3 Jednostajny kwadrat

Rozwazmy teraz inny przyktad tworzenia zbioru Cantora. Ustalmy liczbe p € (0,1).
Podzielmy nasz kwadrat na 9 réwnych czesci i kazda z nich niezalezne od innych wy-

5.3 Jednostajny kwadrat 11
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tnijmy z prawdopodobienistwem 1 — p. Nastepnie na kazdym z pozostatych kwadratéw
powtorzmy te operacje dzielenia i usuwania. Zastanéwmy sie nad wymiarem Hausdorffa

tego fraktala, ale najpierw zauwazmy, ze E[T}] = - - - = E[Ty], oraz ze
1
E[T¢) = p—
[ 1 ] p3a )
dlatego
1
®(a) = Ip-.
(o) =9p "

Stad juz mozemy wyznaczy¢ doktadna warto$é¢ wymiaru Hausdorffa:

1=9 L
3*=9p

a = log,(p) + 2.

Zauwazmy, ze ta konstrukcjg mozemy stworzy¢ zbiér o dowolnym wymiarze Haus-
dorffa. Moze zastanawiac fakt, ze dla wartosci p bliskich zeru warto$¢ a bytaby ujemna,

jednak zauwazmy, ze gdy p < ¢, to E[X)_; TP] < 1 co jest sprzeczne z zalozeniem 4.

(a) Wymiar 1.6 (b) Wymiar 1.9

Rysunek 6: Zbiory o réznych wymiarach Hausdorffa

5.4 Losowy dywan Sierpinskiego z losowg liczbg kwadratéow

Wréémy teraz do przyktadu 5.1, jednak dodajmy losows liczbe kwadratow: niech
X to zmienna z rozktadem Poissona z parametrem A\ = 2. Podczas kazdego dzielenia
kwadratu, gdy juz jest podzielony na 8 czesci zostawmy 4 "duze" kwadraty przy rogach
oraz (X)s + 1 "matych" kwadratéw, gdzie (.)4 oznacza reszt¢ z dzielenia przez 4. Po-
zostate kwadraty usunmy w taki sposob, by zostaly kwadraty zaczynajac od dolnego i
idac przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Zauwazmy, ze to, ktére z czterech matych

kwadratéw usuniemy, nie wplywa na wymiar Hausdorffa tego zbioru. Przy liczeniu ®(«)
e 22k

musimy uwzglednié¢ te rézna ilos¢ kwadratow, pamictajac, ze P(X = k) =

®(a) = AE[T?] + ii P[X =4j +i— 1)i E[T?]

i=1 j=0

5.4 Losowy dywan Sierpinskiego z losowsa liczba kwadratow 12
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24]-1—1 1

4
_ . e} —2
_;Z 15 Z4j+z—1)

Gdzie T7 i T5 to oznaczenia z przyktadu 5.1. Przyjrzyjmy sie teraz wewnetrznej sumie.

Do obliczenia tych sum potrzebne nam beda rozwiniecia w szeregi potegowe funkcji
trygonometrycznych:

IZ .174 .136 ZL’S
costw) =1=grt g~ e T

{E3 5(75 I7 .I'g
sin(z) =2 — —+ > — o+ +...,

3t 5 79l

Ig :L‘5 x7 .739

sinh(:c):x+§+5+ﬁ+§+....

Gdy ¢ = 1 nasza suma ma postac

00 24j 24 8 212

2
14+ 2 i
%(43)' LTI T TR

co korzystajac z powyzszych rozwinie¢ mozna zapisaé jako %(005(2) + cosh(2)). Gdy
1=2to
24]+1 PR B &

- L . .
z:: 41 T+ = + o + e + - 5(5111(2) + sinh(2)).

Podobnie mozemy policzy¢ dwie pozostate sumy. Teraz mozemy wroci¢ do obliczania
wymiaru Hausdorffa:

-2

®(a) = 4E[T}] + - B[Ty] ((008(2) 1 cosh(2)) + 2(sin(2) + sinh(2))+
1+3(cosh(2) — cos(2)) + 4(sinh(2) — sin(2))>

— AE[T?] + e 2 E[T9] <2 cosh(2) — cos(2) + 3sinh(2) — sin(2)).

Tutaj tez, by obliczy¢ rozwiazanie ®(«) = 1 musimy sie zadowoli¢ przyblizeniem nume-
rycznym o ~ 1.738307.

5.4 Losowy dywan Sierpinskiego z losowsa liczba kwadratow 13
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Rysunek 7: Losowy dywan Sierpinskiego z losowa liczba kwadratéw

5.5 Losowo obracajacy sie kwadrat

/méw zacznijmy od kwadratu J o dtugosci 1, wylosujmy jedna liczbe k£ z rozktadu
U[0, 5]. Wpiszmy teraz w ten kwadrat inny kwadrat J; tak, by odlegtos¢ pomiedzy naj-
blizszymi wierzchotkami obu kwadratow byta rowna k. Powstang nam wtedy na rogach
cztery tréjkaty prostokatne, wpiszmy w nie kwadraty tak, by miaty wspolny bok z prze-
ciwprostokatng tego tréjkata dostajac zbiory Jo, Js, Jy, J5. Operacje te powtarzamy dla
wszystkich J,,.

Rysunek 8: Konstrukcja losowo obracajacego sie kwadratu

By moéc policzyé wymiar Hausdorffa tego zbioru musimy policzy¢ dlugosci bokéw
wiekszego i mniejszego kwadratu. Z twierdzenia pitagorasa dtugosé wiekszego jest rowna
V2k% — 2k + 1, by obliczy¢ dlugosé mniejszego spdjrzmy na rysunek

5.5 Losowo obracajacy sie kwadrat 14
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1—-k
Rysunek 9: Dolny tréjkat losowo obracajacego sie kwadratu

Korzystajac z podobienstwa trojkatow mozemy napisaé¢ réwnania

21 1—k Z9 k

a k' a 1—-Fk
Wtedy wraz z tym, ze z1 + 2o + a = V2k? — 2k + 1 dostajemy

VR =2k 1
1-k k-
I+ 5+ 1%

Policzymy teraz wartosci oczekiwane zmiennych 77 oraz 1%

1
E[T?] = 2/2 V22 — 2z + 1dz,
0

V2R =2k + 1
T"‘_2/( = +)dm.

Dodakowo zauwazmy, ze E[T5| = E[T§] = E[Tf] = E[T¥]. Niestety nie mozemy policzy¢

tych catek, dlatego mozemy jedynie przyblizy¢ rozwigzanie rownania

O(a) = E[T?] + 4E[T¢] = 1.

Dostajac, ze przyblizona wartos¢ wymiaru Hausdorffa jest rowna 1.520099.

5.5 Losowo obracajacy sie kwadrat

15
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Rysunek 10: Losowo obracajacy si¢ kwadrat
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