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Recenzja rozprawy doktorskiej

,Kombinatoryka asymptotycznej teorii reprezentacji grup permutacji’
mgr. Macieja Dotegi

Rozprawa mgr. Macieja Dotegi zawiera wyniki trzech prac, ktorych wspotautorem jest
doktorant:

[DS12 | M. Dolega i P. Sniady, Asymptotics of characters of symmetric groups: structure
of Kerov character polynomials. J. Combin. Theory Ser. A 119 (2012), no. 6,
1174-1193.

[DF12 | M. Dotega i V. Feray, On Kerov polynomials for Jack characters, arXiv:1201.1806

[DFS13 | M. Dotega, V. Feray i P. Sniady, Jack polynomials and orientability generating
series of maps, arXiv:1301.6531

Artykuly te prezentowane sa w rozdziatach 3, 4 1 5 odpowiednio, rozdziat pierwszy jest
wstepem do pracy, za$ drugi zawiera szczegdltowe wprowadzenie najwazniejszych pojec.
Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim.

Jednym z centralnych poje¢ rozprawy jest znormalizowany charakter grupy permutacji,
tj. funkcja A — Chy, () okreslona na zbiorze wszystkich diagraméw Younga, gdzie Ch,,(\)
oznacza wartos$¢ charakteru odpowiadajacego diagramowi A na (klasie sprzezonosci) permu-
tacji odpowiadajacej diagramowi p, pomnozong przez odpowiedni wspotczynnik norma-
lizujacy. Wprowadzenie wspotczynnika normalizujacego pozwala na uchwycenie ,asymp-
totyki zachowania” charakteru przy wzroscie liczby pudelek diagramu A.

Rozwazana jest tez deformacja Chl(f)()\) wartosci Ch, (), tzw. charakter Jacka, zdefi-
niowany dla parametru a przy uzyciu wspotczynnikow wielomianow Jacka.

Punktem wyjscia jest gleboki fakt, ze Chff‘)(/\) mozna wyrazi¢ jako warto$¢ pewnych
wielomianow K ,Sa) (wielomianéw Kerova) na ciggu wolnych kumulant. Podobnie, znor-
malizowany charakter zalezy wielomianowo od a-anizotropowych momentoéw, odpowiednie
wielomiany oznaczane sa L,(f‘) (Stwierdzenie - Definicja 2.5.2). Wieksza czes¢ rozwazan
poswiecona jest wspotczynnikom wielomianow K ,(f‘) i L,(f).

Rozprawa jest obszerna i tresciwa. Omodwie pokrotce zawartosé poszczegdlnych roz-
dziatow.

Glowny wynik Rozdziatu 3, Twierdzenie 3.1.1, jest to opis struktury sktadowej jed-
norodnej stopnia k+1—2¢ (wzgledem zdefiniowanej w pracy gradacji) wielomianu Kerova



K, =K ((,3 Pomijam doktadne sformutowanie tego wyniku, ktéry na pierwszy rzut oka
ma bardzo techniczny charakter, ale stanowi potwierdzenie pewnych przypuszczen sfor-
mutowanych przez M. Lassalle’a w pracy w Adv. Math. 41 (2008). W dowodzie wyko-
rzystuje sie formute Gouldena-Rattana, wyniki o wspotezynnikach wielomianéw Kerova
uzyskane przez doktoranta wraz z Ferrayem i Sniadym w pracy z Adv. Math. 225 (2010)
oraz pewne (techniczne ale bardzo pomystowe) rozwazania dotyczace podzielnosci funkeji
symetrycznych.

Rozdziat 4 dotyczy wielomianéw Kerova dla charakterow Jacka. Wsrod wielu rezul-
tatow znajduja sie Stwierdzenia 4.2.7 i 4.2.9, ktoére orzekaja, ze wspolczynniki wielo-
mianow L,(f) sa wielomianami zmiennej v = 1’—3, podane sa tez oszacowania stopni
tych wielomianéw. Fakt ten wynika z wykonanej w sekcji 4.2.3 analizy uktadu row-
nan, w ktéorym niewiadomymi sa te wspotczynniki. Istotnym krokiem jest wyodrebnienie
trojkatnego podukladu. Jest to element odrézniajacy te sytuacje od rozwazanego przez
Lassalle’a analogicznego problemu dla wielomianéw Kerova. Uzywajac tych stwierdzen
doktorant podal nowy dowdd wyniku Lapointe’a i Vineta (Twierdzenie 4.1.1).

W dalszym ciggu badane sg state strukturalne algebry funkcji a-symetrycznych wzgle-
dem bazy utworzonej przez charaktery Jacka. Udowodniono (Twierdzenie 4.3.1), ze state
te sa rowniez wielomianami zmiennej v i podano ograniczenia ich stopni. Wyniki te za-
stosowano do opisu stalych strukturalnych algebry funkcji okreslonych na diagramach
Younga ustalonego rozmiaru. W przypadkach @ = 1, @ = 2 maja one interpretacje
algebraiczno - kombinatoryczne, co oméwiono w sekcjach 4.3.3 1 4.3.4.

Szczegotowa analiza tych stalych w sekcji 4.3.5 pozwolita udowodnié¢ Stwierdzenie 4.3.9
potwierdzajace pewne przypuszczenie sformutowane przez Gouldena i Jacksona (w stab-
szej wersji).

Wypracowane techniki umozliwity rozwiazanie kilku otwartych probleméw sformutowa-
nych przez Matsumoto i dotyczacych pewnych wielkosci .A,(fl)(F ,n) wprowadzonych przez
niego w The Ramanujan J. 26(2010). W szczegolnosci wykazano, ze jesli stopieri deg(F')
funkeji symetrycznej F' rowny jest |ul, to .A,(f‘)(F, n) nie zalezy od « ani od n, jesli zas
deg(F) = || + 1, to A (F,n) nie zalezy od n.

Podrozdziat 4.4 poswiecony jest jawnemu opisowi wspotczynnikéw wielomianow Kerova
w pewnych szczegdlnych przypadkach, w szczegélnosci Twierdzenie 4.4.2 zawiera opis
K\,
Ukoronowaniem tych rozwazan jest cze$¢ poswiecona asymptotyce charakterow Jacka,
w ktorej najwazniejszymi wynikami sa Prawo Wielkich Liczb (Twierdzenie 4.5.4) i Cen-
tralne Twierdzenie Graniczne (Twierdzenie 4.6.1) dla charakterow Jacka, uogolniajace
wynik Kerova.

Charakter nieco odmienny od pozostatych czesci ma Rozdziat 5. Zawiera on niezwykle



interesujacy opis zmagan z problemem opisania struktury charakteru Jacka Ch,(f‘) w postaci
mozliwie eleganckiej ,,Stanley character formula” - formuty, w ktorej istotna role odgrywaja
wielkosci Ng () mierzace ilogé zanurzen grafu dwudzielnego w diagram A, a wiec wielkosci
o topologiczno - kombinatorycznym charakterze. Rozdzial zaczyna sie od sformutowania
Glownej Hipotezy 5.1.1 zawierajacej domniemang formute na Ch/(f‘) w terminach nie-
zorientowanych map (z grubsza rzecz biorac, niezorientowana mapa jest to graf dwudzielny
narysowany na powierzchni orientowalnej lub nieorientowalnej). W formule tej wystepuje
swaga” wtys(7), ktora ma by¢ wielomianem zmiennej v, zalezny od mapy M.

Dalej zdefiniowana zostaje pewna miara nieorientowalnosci mapy M - wielko$¢ mon,.
Wykazano, ze w pewnych (nie wszystkich!) przypadkach mon,, moze wystapi¢ w roli
poszukiwanego wt s (7y): Jest to tres¢ Twierdzenia 5.3.1, ktore potwierdza Glowna Hipoteze
dla prostokatnych diagramow Younga. Zgadza sie to takze w przypadkach a € {2, %}

Dyskutowane sa tez zwiazki z innymi przypuszczeniami dotyczacymi charakteréow
Jacka.

Niebanalny (obliczenia wspomagane komputerowo) przyklad pokazuje, ze mon,, w
roli wtyy () nie sprawdza sie w sytuacji ogolne;j.

Rozprawa ma przewaznie charakter kombinatoryczno - algebraiczny; jest to trudna
kombinatoryka a tres¢ pracy zawiera liczne pomystowe rozumowania. W istotny sposob
stosowane sg tez metody teorii prawdopodobienistwa. Teoria reprezentacji jako taka po-
zostaje raczej w tle, punktem wyjscia badan sa juz zaawansowane formutly opisujace
znormalizowane charaktery i charaktery Jacka.

Przedstawiona rozprawa zawiera szereg oryginalnych i trudnych rezultatéw odpowiada-
jacych na aktualne pytania w zakresie asymptotycznej teorii reprezentacji. Z powyzszego
krotkiego omoéwienia wynika, ze zaproponowane podejécie do kombinatoryki wielomianéw
Kerova i charakterow Jacka jest owocne: pozwala rozwiaza¢ wiele probleméw otwartych
sformutowanych przez innych matematykow, pozwala takze poda¢ nowe dowody faktow
znanych.

Rozprawa swiadczy o duzej wiedzy autora w zakresie teorii prawdopodobienistwa i kom-
binatoryki oraz o jego predyspozycjach do pracy badawczej. Widaé¢, ze jest on akty-
wnym badaczem zaangazowanym w dynamiczny rozwdj asymptotycznej teorii reprezen-
tacji. Potwierdza to tez zyciorys naukowy doktoranta.

Praca ma wysoka wartos¢ naukows i zastuguje na wyréznienie.

Autor wykazat sie tez umiejetnosciami warsztatowymi w opanowaniu skomplikowanych
obliczen i oznaczen, w tym umiejetnoscia eleganckiego radzenia sobie z réznorodnoscia
konwencji i oznaczenn stosowanych w literaturze. Potrafi takze przystepnie redagowac
trudny tekst matematyczny, co wida¢ zwtlaszcza w niektorych czesciach rozprawy, np.



Rozdziatach 2 i 5.

Tej ostatniej umiejetnosci nie wykorzystat wprawdzie w petni. Zdarzaja sie fragmenty
trudne do przesledzenia, ktore niewielkim kosztem datoby sie pewnie uczyni¢ bardziej
komunikatywnymi. Oto subiektywny wybor takich przyktadow: wyprowadzenie formuty
poprzedzajacej 3.1.9, redakcja dowodu indukcyjnego Twierdzenia 4.4.1., brak objadnienia
(takiego jak np. w [GR07]) sposobu stosowania symbolu operatora D na str. 35.

Obszerna praca napisana jest starannie. Zauwazytem kilka btedéw literowych o zniko-
mym znaczeniu (cho¢ brak jednego symbolu "!" w definicji u, na str. 37 utrudnia $ledzenie
obliczen).

Podsumowanie. Rozprawa doktorska ,,Kombinatoryka asymptotycznej teorii reprezen-
tacji grup permutacji” mgr. Macieja Dotegi spelnia i przekracza ustawowe i zwyczajowe
wymogi stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze o przyjecie rozprawy i dopuszczenie
mgr. Macieja Dotegi do dalszych etapow przewodu doktorskiego.

Ponadto wnosze o wyrdznienie rozprawy.

Stanistaw Kasjan



