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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. FLukasza Wojciechowskiego
Analiza stochastyczna proceséw Lévy ego

Zgodnic z tytulem, rozprawa poswigcona jest analizie stochastycznej, a doktadniej obli-
czaniu pewnych calek wielokrotnych zwiazanych z procesami Lévy’ego i ich zastosowaniu do
problemu mnoznikéw fourierowskich.

W rozdziale pierwszym podane sa metody obliczania catek postaci
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gdzie [ jest funkcja nieujemna (badz bezwglednie catkowalna), (Y,) procesem Lévy’ego, a
sumowanie rozcigga si¢ na momenty skokéw 0 < u; < uy < ... < u, < o0, tzn. tych chwil
ui, gdy Yo, — Yy,— > 0. Wykazuje si¢, ze wyrazenia tego typu mozna zapisa¢ w postaci
catki wielokrotnej wzgledem v, miary Lévy’ego procesu (Y, ). Metoda jest koncepcyjnie dosé
prosta: poniewaz wszystkic procesy Lévy’ego sa granicami uogélnionych proceséw Poissona
z miarami skonczonymi, wiec wystarczy obliczyé calki tego typu dla uogdélnionych miar
Poissona, a potem dokonaé¢ przejscia granicznego. Latwo to powiedzieé¢, ale duzo trudnicj
wykonac¢: poniewaz miara poissonowska dla skoficzonego wyktadnika v jest Srednig wazong (z
wagail poissonowskimi) kolejnych splotéw miary v, wiee wyniki rachunkéw dla tych splotow
muszg by¢ na koricu zsumowane do jakiego$ wzoru zwartego. W ten sposéb Autor uzyskuje
wzor zwarty dla dwukrotnych systeméw Lévy’ego (rachunki na stronach 9-11 dysertacji) ale
wydaje sie, ze wzory dla calek bardziej skomplikowanych bytyby bardzo trudne do osiggniecia
ta metoda.

Na szczescie wyprowadzone wzory wystarczaja do badania kompensatoréow, ktore prze-
ksztalcaja procesy typu X, = 3., F(v,Y,_,Y,) w martyngaly, co pozwala rozwinaé tech-
nike, kluczowa w kolejnym rozdziale, w ktérym badane sa mnozniki fourierowskie. Jegli
[.g € L*(RY), a funkcja m : R? — C, zwana symbolem, ma modul nie wiekszy niz jeden, to
forma dwuliniowa

1
(2m)d
ma ograniczong norme. W pracy, uzywajac proceséw Lévy’ego, konstruuje sie symbole m,
dla ktérych analogiczna forma dwuliniowa jest ograniczona na wszystkich LP(R?), tzn. dla
wszystkich p € (1, co) i wszystkich f, g € C=(R?) zachodzi nieréwnogé

A(f,g) =
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1) A0 < Mgl sie A7), < max{p— 1,1}, 2t 2 <1
Doktadniej: rozwazmy proces Lévy’ego, jego wyktadnik Lévy’ego-Chinczyna W(&) oraz ze-
spolone funkcje ¢. ¢, ograniczone przez 1. Twierdzenie 3.1.1 podaje konstrukcj¢ za pomocy
funkeji W(S), ¢, ¢ takiego symbolu m(&), ktéry zapewnia spelnienie warunku (1). W celu
sprawdzenia, ze zdefiniowany symbol spelnia warunck (1), wykorzystuje sic twierdzenia Bur-
kholdera — Wanga, dotyczace oszacowania norm martyngaléw rézniczkowalnie podporzad-
kowanych. Martyngaly, jakic tu wystepuja, utworzone sa z odpowiednio skompensowanych



procesow Lévy’ego, a do obliczenia konkretnych calek uzywa si¢ lematéw udowodnionych w
pierwszej czesci rozprawy. Warto zaznaczy¢, ze nie jest to pomyst catkowicie nowy: podobne
metody byly uzywane wezesniej, np. w pracy R. Banuclosa i promotora tej rozprawy, ale
tutaj po raz pierwszy udalo sie uzyskaé¢ symbole, ktére nie sq symetryczne.

W cezescl trzeciej rozprawa poswiecona jest obliczeniom momentéw iterowanych catek
wzgledem proceséw Lévy’ego. Doktadniej: w Jezyku konfiguracji i losowych miar Poissona
przedstawiony jest schemat takich obliczen. Uzywam tu stowa ,schemat”, gdyz po udowod-
nieniu uogélnienia wzoru Meckego-Palma (Twierdzenie 4.2.3), w Twierdzeniu 4.3.1 Autor
zapisuje w pomystowy sposéb i dowodzi dla 1—proceséw wzoru, pozwalajacego obliczaé¢ mo-
menty mieszane takich proceséw. Aby wspomnieé o technicznych ktopotach zwiazanych z
samym zapisem, warto zaznaczy¢, ze wzér dla 1—procesu jest tylko trzylinijkowy, natomiast
przedstawiony schemat pozwala natychmiast napisa¢ wzor dla 2—proceséw (ten ma juz 11
linijek), osoby dostatecznie cierpliwe beda mogly w mysl przedstawionej w pracy recepty
napisa¢ wzory dla 3—proceséow itd. Klopot z jawnym wypisaniem wszystkich sktadnikéw
polega na tym, ze ich liczba w takim wzorze zwiazana jest z liczba mozliwych przedstawier
liczby naturalnej k& w postaci réznych sum, a ta wielkogé szybko rosnie wraz ze wzrostem k.

Wzory takic moga by¢ jednak bardzo pomocne: ostatnim rezultatem pracy jest wykaza-
nie, ze stosunkowo tatwym wnioskiem z teorii catkowania I—proceséw. rozwinietej w tym
rozdziale, jest wzor Tkedy-Watanabe. Opisuje on taczny rozktad momentu skoku procesu
oraz punktu z ktérego proces skacze i w ktory trafia, gdy wychodzi z danego zbioru. Wzér
ten okazat si¢ bardzo przydatny w teorii potencjatu procesow Lévy’ego. By¢ moze twierdze-
nia o catkowanu 2—proceséw dadza nowe narzedzia do badania zachowania sie trajektorii
procesow Lévy’ego, ale to zapewne temat na inng rozprawe doktorska.

Plerwszy rozdzial rozprawy jest rozdziatem technicznym, stuzacym rozwinieciu narzedzi
do badania pewnych martyngaléw, a za ich pomoca mnoznikoéw, ktérych konstrukceja opisana
Jest w rozdziale drugim, opartym na wspélnej publikacji Doktoranta z promotorem.

Przedstawiona rozprawa zawiera duzo ciekawych i nietrywialnych wynikéw, dowodzonych
za pomoca bardzo skomplikowanych technik rachunkowych. Tematyka catek wielokrotnych
wzgledem proceséw zajmowal sie N. Privault, jednak jego rachunki byly prowadzone za po-
mocg skomplikowanych metod kombinatorycznych i byty mniej bezposrednie. Z kolei problem
mnoznikow to jeden z klasycznych probleméw analizy harmonicznej, zastosowanie proceséw
stochastycznych w pracach Banuelosa i Bogdana pozwolito na uzycie technik martyngato-
wych, jednak symbole otrzymane do tej pory byly symetryczne. W przedstwionej dysertacji
nietrywialne modyfikacje tych technik pozwolity uogélni¢ poprzednie wyniki na klase funkcji
niesymetrycznych.

W pracy z tak skomplikowanymi wzorami i rachunkami trudno ustrzec si¢ literowek
1 drobnych bledéw. Nie zmniejszajg one jednak wartosci recenzowanej pracy, a ich liste
przekazatem Autorowi.

Uwazam, Ze przedstawiona do oceny rozprawa mgr. FLukasza Wojciechowskiego spetnia z
naddatkiem wszelkic ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim i moze
stanowi¢ podstawe do nadania stopnia doktora nauk matematycznych. Na tej podstawie
wnosze o dopuszezenie Doktoranta do dalszych ctapow przewodu doktorskiego.
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