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Streszczenie

Przedmiotem badan zawartych w rozprawie jest jeden z najwazniejszych
modeli rozwazanych w teorii mnogosci, mianowicie model Mathiasa. Mimo
ze jest on otrzymany za pomocs, iteracji dtugosci ws forcingu Mathiasa, w ni-
niejszej rozprawie jego kombinatoryczne wlasnosci ujeto w jezyku deskryp-
tywnej teorii mnogosci. Wzorujac sie na aksjomacie CPA dla modelu Sacksa
(zob. [2]), wprowadzono szereg aksjomatdéw, ktére coraz doktadniej odzwier-
ciedlaja kombinatoryczng strukture rozpatrywanego modelu. Wykazano ich
niesprzecznoé¢ oraz zbadano konsekwencje. W tym celu przeformulowano
iteracje forcingu Mathiasa, charakteryzujac ja w terminach deskryptywnej
teorii mnogosci. Aksjomaty wyrazono przy uzyciu zbioréw i funkcji borelow-
skich, idealéw na przestrzeniach polskich oraz gier i strategii. Opracowano
w ten sposéb aksjomatyzacje modelu Mathiasa, ktéra pozwala spojrzeé na
jego strukture od strony topologiczno-desktyptywnej, co znacznie utatwia
dalsze badania nad jego wtasnosciami i prowadzi do nowych wynikéw. Do-
datkowo uzyskano kilka wnioskéw dotyczacych V-ultrafiltréw! indukowa-
nych przez liczby rzeczywiste z modelu Mathiasa.

Rozdziat 1 wprowadza do tematyki rozprawy i nakresla tto historyczne
opisanych w niej badan. Zawiera skrécony opis poszczegdlnych rozdzia-
6w, uwagi o mozliwosci zastosowania przedstawionych narzedzi do badania
innych modeli, a takze podziekowania. W Rodziale 2 zebrano wstepne, z re-
guly powszechnie znane fakty dotyczace rozwazanych poje¢. Ma to w szcze-
gbélnosci na celu ustalenie notacji oraz interpretacji symboli czy zwrotéw.
W Rozdziale 3 podano deskryptywna charakteryzacje iterowanego forcingu
Mathiasa, przy uzyciu zbioréw borelowskich i idealéw na przestrzeniach pol-
skich. Wykorzystano w tym celu metode zastowana w [2], opierajac sie na
ideach z [7].

W kolejnych rozdziatach wprowadzano poszczegdlne aksjomaty. W kaz-
dym przypadku wykazano, ze rozpatrywany aksjomat jest spetlniony w mo-
delu Mathiasa, oraz rozwazano jego konsekwencje. Rozdziat 4 opisuje ,,pod-
stawowy” aksjomat, CPA, analogiczny do przedstawionego w [2]. Implikuje
on réwnosé cov(J) = = wy, gdzie J oznacza o-ideal zbioréw I kategorii
Baire’a lub zbioréw miary zero na prostej, natomiast r - dystrybutywnos$é

Hiltréw maksymalnych na P(w) NV, gdzie V jest modelem wyjéciowym



algebry r.0.(R*,C*) lub 1.0.(co\¢*, <*) (z0b. [3], [5]). Jego wzmocnienie,
sformutowany w Rozdziale 5 aksjomat CPAs, dowodzi takich wlasnosci jak:

e h > wq, gdzie h oznacza dystrybutywnosé algebry (P(w)/ fin),
e Hipoteza Borela (Borel Conjecture, zob. [1]),
e brak ultrafiltréw typu ,rapid” na w (zob. [6]),

e brak dalekich punktéw rozspajajacych Iy dla U € w* (zob. [4]).

Ten ostatni wynik jest nowa wtasnoscig modelu Mathiasa, ktéra dotychczas
znana byta dla modelu Lavera (zob. [4]).

W Rozdziale 6 przedstawiono aksjomat SCPA™, bedacy slabsza, mniej
techniczna, ,taktyczna” wersja aksjomatu SCPA (oméwionego w Rozdziale 8).
Jako wniosek z SCPA™ uzyskano réwnosé h(2) = wy, gdzie h(2) oznacza dys-
trybutywnos¢ algebry (P(w)/fin) x (P(w)/fin). Wynik Shelaha i Spinasa
z [7], méwiacy, ze réwno$¢ ta zachodzi w modelu Mathiasa, jest gléwna
motywacja do poszukiwania silniejszych wersji aksjomatu CPA. Ponadto
SCPA™ dowodzi, ze dystrybutywnosé ((w)¥,<*) wynosi wi. ((w)* to ro-
dzina nieskonczonych partycji zbioru w, z porzadkiem X <* Y, gdy prawie
wszystkie? elementy partycji X sa sumami elementéw partycji Y, zob. [8].)

Rozdzial 7 poswiecony jest aksjomatowi QCPA, ktéry oddaje strukture
modelu iteracyjnego zwigzang z aksjomatem ¢, wystepujacym w posrednich
rozszerzeniach o kofinalnosci wi. W Rozdziale 8 opisano zaleznosci miedzy
rozwazanymi dotychczas aksjomatami oraz podano ich uogoélnienia, w szcze-
gblnosci wspomniany aksjomat SCPA, w jego pelnej, ,strategicznej” wers;ji,
a takze aksjomat OSCPAs, implikujacy wszystkie poprzednie.

Pozostale rozdzialy nalezy traktowaé jako dodatek do gltéwnego tematu
rozprawy. W Rozdziale 9 omdéwiono pewne wilasnosci V-ultrafiltréw w mo-
delu Mathiasa. W szczegélnosci podano elementarne dowody uogdlnien
gléwnych lematéw z [7]. (Rozumowania w [7] wykorzystuja zaawansowane
i nader techniczne narzedzia, co znacznie utrudnia ich $ledzenie.) Roz-
dzial 10 opisuje aksjomat OmCPA - modyfikacje ¢CPA, ktéra implikuje
kombinatoryczng zasade &. 7 uwagi na techniczny charakter mCPA roz-
dzial ten stanowi jedynie uzupelnienie opracowanej akjomatyzacji.
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