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Recenzja lozprawy doktorskiej mgr Grzegorza Kępy
O d,wracalno ś ó operatorów fi ag owy ch n a gr-upi,e H eis enb erg a

Praca doktorska mgr. Grzegorza Kępy dotyczy splotowych operatorów całkowych na
grupach Heisenberga ]HIn z tak zwanym jądrem flagowym, Celem lozprawy jest wykaza-
nie, Że jeŻeli taki operator jest operatorem odwracalnym w 

'2(H') 
to operator do niego

odwrotnY jest równieŻ operatorem splotu z jądrem flagowym. Wyniki składające się na
IoZPraWę zostałY oPublikowane w Joumal of Fouńer Analysi,s and, Appli,cati,ons w arty-
kllIe "InueńibźIitY in the fl,ag kernels algebra on the Heisenberg gTo1,1,p", którego jedynym
autorem jest mgr Grzegorz Kępa.

Jądra flagowe pojawiły się w pracy D.Mrillera, F.Ricciego i E.Steina z lgg5 w związku
z badaniem mnoŻników Marcinkiewicza na grupach Heisenberga. Ogólniejszą i formalną
definicję oPeratorów splotu z jądrem flagowym na nilpotentnych grupach jednorodnych
Podali A.Nagel, F.Ricci i E.Stęin w 2001. Definicja jądra flagowego jest ściśle związana
z wielo-parametrową strukturą grupy jednorodnych. podczas gdy jądra splotowych ope-
ratory calderóna-zygmunda posiadają singularość jedynie w zęrzę jądra flagowe są dys-
trYbucjami temPerowanymi, które mogą posiadać singularność wzdłuż hiperpłaszczy"ny.
we swojej pracy Nagel, Ricci i stein wykazują, że dystrybucja k jest jąłrem flagowym
wtedY i tYlko wtedy gdy jej transformata Fouriera jest mnożnikiem flagowym, Ponad to
udowodniono tam, że operatory splotu z jądrami flagowymi tworzą podalgebrę algebry
B(L2GD.

Mgr KęPa rozPatruje algebrę operatorów flagowych jedynie na grupach Heisenberga,
PrzY cZYm definiując jądra flagowe wykorzystttje wspomnianą wyżej równoważno ść. Zasad-
nicze twierdzenie rozprawy dotyczy zamkniętości tej algery na odwracanie. operatorów.
Mówimy, że podalgebra,4 algebry B(L2(q) operatorów ograniczonychna L2(G) jest za-
mknięta na odwracanie, jeśli każdy operator należący do ,4, i odwracalny w a(Ł2ic;) ;est
takŻe odwracalnY w .4. Klasyczne twierdzenie w tym zakresie dotyczy algebry operatorów
splotu z jądrem jednorodnym stopnia -n na 12 (R') . Podobne zagadnienń na grupach jed-
norodnYch bYło PÓŹniej rozpatrywane m.in. przez M.Christa, D.Gellera i P,Cłowackiego,
Mgr Kępa pokazał, że jeżeli operator splotu Op(K) związany z jądrem flagowym na gru-
Pie Heisenberga lHI' jest odwracalny w B(L2On"D to operator do niego odwrotny też jest
operatorem splotu z jądrem flagow;rrn.

standardowa argumentacja redukuje dowód twierdzenia do przypadku jąder syme-
trYcznYch. Do analizy badanych operatorów splotu konstrukcji jądra flagowego opera-
tora odwrotnego wykorzystano reprezentacje Schródingera zr}, ) e IR, grupi Heisen-



berga oraz rachunek operatorów pseudo-różniczkowych Kohna-Nirenberga. Reprezenta-
cje Schródingera pozwalają nam sformułować problem w języku operatorów pseudo-
tóŻniczkowych, następnie rachunek tych operatorów (twierdzenie Bealsa) po"wala wyka-
zać, że jądro operatora odwrotnego ma żądane własności.

Zasadnicza techniczna trudność jaka się pojawia związana jest z nieograniczonością
zbioru na którYm jądro flagowe jest singularne, Uniemożliwia to zastosowania tej samej
strategii co W plzypadku operatorów Calderóna-Zygmunda tzn. podziału jądra na część
regularną i singularną o zwartym nośniku. Mgr Kępa rczwiązuje ten probiem w nastę-
PującY sPosób. Wpierw definiuje pewną podprzestrzeń §g(il{") klasy Schwartza §([il").
Ptzesttzei §o([il') jest gęstym podzbiorem w przestrzeni L2(H") i jest niezmiennicza ne
względri na sPlatanie z jądrem flagowym. Aby udowodnić ten ostatni fakt wykorzystuje
się rachunek symboliczny wprowadzony przez Głowackiego. Co więcej identyczne dzia-
łanie jąder flagowych na tej przestrzeni poprzęz splot implikuje identyczność tych jąder
w, sensie dYstrYbucyjnym. W konsekwencji możemy określić reprezentację Schródingera
zr} Jądera flagowego K. Następny krok polega na wykazaniu, że odwracalność operatora
sPlotu OP(K) okreŚlonego przez symmetryczne jądro flagowe K implikuje odwracalność
rodziny operatorów {"}oh, pTzy czym rodzina operatońw odwrotnych {(zi})-l}1 jest
jednostajnie ograniczona w L2(nn9, por. Twierdzenie 7.4.

OPeratory {"}i^ są operatorami pseudo-różniczkowymi a oszacowania ich symboli
Kohn-Nirenberga nie zależą od ). Na podstawie twierdzenia Calderona-Vaillancourta
wiemY, Że takie operatory są jednostajnie ograniczone w L'Gn\.W konsekwencji na
Podstawie twierdzenia Bealsa operatory do nich odwrotne są opeartorami pseudo róż-
niczkowYmi, którYch symbole b1 mają seminormy ograniczone jednostajnie ze względu na
). W końcu dowodzi się, ze dystrybucja B określona wzolem Elw,11= b;(|)|-1l2tl)jest
jądrem flagowym, Ta dystrybucja definiuje nam jądro z operatora odwrotnego d,o op(k),r -1)L_D.

RozPrawa doktorska składa się z dwóch częśct, Pierwsza jest jedynastostronicowym
wprowadzeniem zredagowanym w języku polskim. Druga natomiast to wspominany na
Początku artYkuł oPublikowany w Journal of Fourier Analysis and Applications, liczący
21 stron. Nie jest to zatem rozprawa obszerna, tym bardziej, że wprowadzenie jest do-
sYĆ PobieŻnYm omówieniem części drugiej, nie omawiaj ącymszeruej kontekstu bajań, nie
wYjaŚniającYm bliżej wyników i metod, zktórych vl dowodach się korzysta, np. rachunku
symbolicznego P. Głowackiego.

Silną stroną tej rozprawy jest niewątpliwie jasno postawiony ce} badawczy, który zo-
stał ztealizowanY. Tematyka rozprawy nawiązuje do aktualnie prorvadzonych badań w
liczącYch się na Świecie ośrodkach prowadzących badania z zakresu analizy harmonicznej.
Jądra flagowe są moim zdaniem naturalnym uogóInieniem jąder Calderóna-Zygmunda.
AParat matematYczny użyty w dowodach jest skomplikowany. Dowody .ą popru*.re i do-
brze zredagowane.

Z PrzesłanYch mi materiałów wynika , że mgr Kępa jest autorem jednej publikacji, która
zgodnie zgodnie z MathSciNet nie doczekała się cytowań. Mgr Kępa ,|rpo"rąl studia
doktoranckie na Uniwersytecie Wrocławskim 2012, w trakcie tych studiów brał ud"iał
w 6 konferencjach, materiały nie zawierają informacji o w tym czy wygłaszał na tych
konferencjach komunikaty lub wykłady.

Reasumując uwaŻam, Że pomimo niewielkiej objętości i wspomnianych usterek roz-
Plav/a doktorska mgr Grzegorza Kępy stanowi oryginalne tozwiązanie problemu nauko-
wego, sPełnia zatem wYmogi Ustawy o tytule i stopniach naukowych z dnia 14 marca 2003
r. z PÓŹniejszYmi zmianami. Wnioskuję o dopuszczenie mgr Grzegorza Kępy do dalszych
etapów przewodu doktorskiego. 
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