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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Grzegorza Kepy
Odwracalnos¢ operatoréw flagowych na grupie Heisenberga

Praca doktorska mgr. Grzegorza Kepy dotyczy splotowych operatoréw catkowych na
grupach Heisenberga H" z tak zwanym jadrem flagowym. Celem rozprawy jest wykaza-
nie, ze jezeli taki operator jest operatorem odwracalnym w L*(H"™) to operator do niego
odwrotny jest réwniez operatorem splotu z jadrem flagowym. Wyniki skladajace si¢ na
rozprawe zostaly opublikowane w Journal of Fourier Analysis and Applications w arty-
kule "Invertibility in the flag kernels algebra on the Heisenberg group”, ktérego jedynym
autorem jest mgr Grzegorz Kepa.

Jadra flagowe pojawily sie w pracy D.Miillera, F.Ricciego i E.Steina z 1995 w zwiazku
z badaniem mnoznikéw Marcinkiewicza na grupach Heisenberga. Ogoélniejszg i formalng
definicj¢ operatoréw splotu z jadrem flagowym na nilpotentnych grupach jednorodnych
podali A.Nagel, F.Ricci i E.Stein w 2001. Definicja jadra flagowego jest $cisle zwigzana
z wielo-parametrows struktura grupy jednorodnych. Podczas gdy jadra splotowych ope-
ratory Calderéna-Zygmunda posiadaja singularo$é¢ jedynie w zerze jadra flagowe sa dys-
trybucjami temperowanymi, ktére moga posiadaé singularnosé wzdtuz hiperplaszczyzny.
We swojej pracy Nagel, Ricci i Stein wykazuja, ze dystrybucja K jest jadrem flagowym
wtedy i tylko wtedy gdy jej transformata Fouriera jest mnoznikiem flagowym. Ponad to
udowodniono tam, ze operatory splotu z jadrami flagowymi tworza podalgebre algebry
B(L*(@)).

Mgr Kepa rozpatruje algebre operatoréw flagowych jedynie na grupach Heisenberga,
przy czym definiujac jadra flagowe wykorzystuje wspomniana wyzej réwnowaznos$é. Zasad-
nicze twierdzenie rozprawy dotyczy zamknietosci tej algery na odwracanie. operatoréw.
Mowimy, ze podalgebra A algebry B(L?(G)) operatoréw ograniczonych na L?(G) jest za-
mknigta na odwracanie, jesli kazdy operator nalezacy do A i odwracalny w B(L?(G)) jest
takze odwracalny w A. Klasyczne twierdzenie w tym zakresie dotyczy algebry operatoréw
splotu z jadrem jednorodnym stopnia —n na L? (R™). Podobne zagadnienie na grupach jed-
norodnych bylo pézniej rozpatrywane m.in. przez M.Christa, D.Gellera i P.Glowackiego.
Mgr Kepa pokazal, ze jezeli operator splotu Op(K) zwigzany z jadrem flagowym na gru-
pie Heisenberga H" jest odwracalny w B(L2(H")) to operator do niego odwrotny tez jest
operatorem splotu z jadrem flagowym.

Standardowa argumentacja redukuje dowéd twierdzenia do przypadku jader syme-
trycznych. Do analizy badanych operatoréw splotu konstrukeji jadra flagowego opera-
tora odwrotnego wykorzystano reprezentacje Schrodingera 74, A € R, grupy Heisen-



berga oraz rachunek operatoréw pseudo-rézniczkowych Kohna-Nirenberga. Reprezenta-
cje Schrédingera pozwalaja nam sformulowaé problem w jezyku operatoréw pseudo-
rozniczkowych, nastepnie rachunek tych operatoréw (twierdzenie Bealsa) pozwala wyka-
zag, ze jadro operatora odwrotnego ma zadane wlasnosci.

Zasadnicza techniczna trudnosé jaka sie pojawia zwigzana jest z nieograniczonoscig
zbioru na ktérym jadro flagowe jest singularne. Uniemozliwia to zastosowania tej samej
strategii co w przypadku operatoréw Calderéna-Zygmunda tzn. podziatu jadra na cze$é
regularng i singularng o zwartym noéniku. Mgr Kepa rozwiazuje ten problem w naste-
pujacy sposob. Wpierw definiuje pewna podprzestrzeti So(H") klasy Schwartza S (H™).
Prazestrzen So(H") jest gestym podzbiorem w przestrzeni L2(H™) i jest niezmiennicza ne
wzgledu na splatanie z jadrem flagowym. Aby udowodnié ten ostatni fakt wykorzystuje
si¢ rachunek symboliczny wprowadzony przez Glowackiego. Co wiecej identyczne dzia-
lanie jader flagowych na tej przestrzeni poprzez splot implikuje identycznosé tych jader
w sensie dystrybucyjnym. W konsekwencji mozemy okreglié reprezentacje Schrodingera,
7% jadera flagowego K. Nastepny krok polega na wykazaniu, ze odwracalno$¢ operatora
splotu Op(K) okreslonego przez symmetryczne jadro flagowe K implikuje odwracalnosé
rodziny operatoréw {r}, przy czym rodzina operatoréw odwrotnych {(m%)~'}y jest
jednostajnie ograniczona w L?(H™), por. Twierdzenie 7.4.

Operatory {71'}\(} A 83 operatorami pseudo-rézniczkowymi a oszacowania ich symboli
Kohn-Nirenberga nie zalezg od A. Na podstawie twierdzenia Calderona-Vaillancourta
wiemy, ze takie operatory sa jednostajnie ograniczone w L*(H"). W konsekwencji na
podstawie twierdzenia Bealsa operatory do nich odwrotne sg opeartorami pseudo réz-
niczkowymi, ktérych symbole by maja seminormy ograniczone jednostajnie ze wzgledu na
A. W konicu dowodzi sig, ze dystrybucja B okreslona wzorem B(w, A) = ba(IA7Y2w) jest
Jadrem flagowym. Ta dystrybucja definiuje nam jadro L operatora odwrotnego do Op(K)
L=B.

Rozprawa doktorska sklada sie z dwéch czedci, Pierwsza jest jedynastostronicowym
wprowadzeniem zredagowanym w jezyku polskim. Druga natomiast to wspominany na
poczatku artykul opublikowany w Journal of Fourier Analysis and Applications, liczacy
21 stron. Nie jest to zatem rozprawa obszerna, tym bardziej, ze wprowadzenie jest do-
sy¢ pobieznym oméwieniem czeéci drugiej, nie omawiajacym szerzej kontekstu badan, nie
wyjasniajacym blizej wynikéw i metod, z ktérych w dowodach sie korzysta, np. rachunku
symbolicznego P. Glowackiego.

Silna strona tej rozprawy jest niewatpliwie jasno postawiony cel badawczy, ktéry zo-
stal zrealizowany. Tematyka rozprawy nawigzuje do aktualnie prowadzonych badah w
liczacych sie na $wiecie osrodkach prowadzacych badania z zakresu analizy harmoniczne;.
Jadra flagowe sa moim zdaniem naturalnym uogoélnieniem jader Calderéna-Zygmunda.
Aparat matematyczny uzyty w dowodach Jest skomplikowany. Dowody sa poprawne i do-
brze zredagowane.

Z przestanych mi materialéw wynika, ze mgr Kepa jest autorem jednej publikacji, ktéra
zgodnie zgodnie z MathSciNet nie doczekala si¢ cytowan. Mgr Kepa rozpoczal studia
doktoranckie na Uniwersytecie Wroctawskim 2012, w trakcie tych studiéw bral udzial
w 6 konferencjach, materiaty nie zawleraja informacji o w tym czy wyglaszal na tych
konferencjach komunikaty lub wyklady.

Reasumujac uwazam, ze pomimo niewielkiej objetosci i wspomnianych usterek roz-
prawa doktorska mgr Grzegorza Kepy stanowi oryginalne rozwigzanie problemu nauko-
wego, spelnia zatem wymogi Ustawy o tytule i stopniach naukowych z dnia 14 marca 2003
r. z pdzniejszymi zmianami. Wnioskuje o dopuszczenie mgr Grzegorza Kepy do dalszych
etapow przewodu doktorskiego. |
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