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Recenzja rozprawy doktorskiej
mgr. Kamila Dyby
Zastosowanie wielowymiarowych funkcyi kwantylowych
do badania wielowymiarowych porzgdkdw stochastycznych

Recenzja zostala przygotowana na mocy uchwaly Rady Instytutu Matematycznego
Uniwersytetu Wroctawskiego z 19 lutego 2019 roku.

1. Uwagi wstepne.

Rozprawa liczy 148 stron. Sklada sie ze wstepu, szesciu rozdzialdéw, bibliografii (41 po-
zycji) 1 spisu tredci. Dziedzina pracy sa nauki matematyczne, dyscypling — matematyka.
Dokladniej okreslona problematyka to stosowana teoria prawdopodobienstwa i statystyka
matematyczna. Rozwaza sie porzadki stochastyczne zwigzane z pewnymi aspektami prze-
ksztalcen i struktury dystrybuant wielowymiarowych rozkladéw prawdopodobienstwa.

2. Zawarto$¢ i osiggniecia pracy.

We Wistepie scharakteryzowano tematyke i tre$é pracy, zwracajac uwage na znaczenie
funkeji kwantylowych (odwrotnosdci dystrybuanty), dla definiowania i analizowania porzad-
kéw stochastycznych, przy czym w przypadku wielowymiarowym pojecie funkcji kwanty-
lowej staje sie nadzwyczaj ztozone i niejednoznaczne. W rozdziale 1 pt. Kwantyle i po-
rzqdki stochastyczne w jednym 1 w wielu wymiarach przedstawiono zgodnie z literatura
opis problematyki i podstawowe definicje dotyczace funkcji kwantylowych i porzadkéw
stochastycznych oraz wprowadzenie do porzadkéw wielowymiarowych oraz kwantyli roz-
ktadéw wielowymiarowych w ujeciu Einmahla i Masona (1992). Rozdzial 2 Wiasnosci
wielowymiarowych funkcji kwantylowych traktuje o monotonicznoéci, ciaglosei i zbieznosci
wielowymiarowych funkeji kwantylowych oraz o rozkladach znieksztalconych (ang. distor-
ted). W rozdziale 3 Wielowymiarowe funkcje kwantylowe a porzqdki stochastyczne przedsta-
wiono zasadnicze wyniki wiazace wielowymiarowe funkcje kwantylowe z wielowymiarowymi
porzadkami stochastycznymi. Rozwazano porzadki: (zwykly) stochastyczny, ortantowe —
dolny i gérny, staby hazardowy i staby odwrotny hazardowy oraz porzadek ilorazowy (ilo-
razu wiarogodnosci). Podano szereg warunkéw na to, aby wiasnoéci funkcji kwantylowych
implikowaly rozpatrywane porzadki lub byly im réwnowazne. Rozdzial 4 Uporzedkowa-
nie rozkladéw zadanych przez archimedesowe funkcje lgcznikowe rozwija elementy teorii
funkcji tacznikowych (ang. copula functions), bedacych najbardziej kompletnym opisem
zalezno$ci zmiennych losowych jako skladowych wielowymiarowych wektoréw losowych.
Zadanie poréwnywanych wielowymiarowych rozktadéw za pomocg takich funkcji (przy
zalozeniu, ze sg to tzw. archimedesowe funkcje lacznikowe) stwarza problem wyznaczenia




na tej podstawie funkcji kwantylowych i scharakteryzowania porzadkéw stochastycznych
(w tym przypadku ortantowych). W rozdziale 5 Porzgdkowanie dwdch par rozkladéw i me-
tryki niezmiennicze wzgledem wielowymiarowych porzqdkéw stochastycznych wychodzi sie
od wynikéw Lehmanna i Rojo (1992) dotyczacych wprowadzenia poréwnania wzajemnego
oddalenia od siebie par uporzadkowanych stochastycznie rozkladéw (z wykorzystaniem po-
jecia niezmienniczosci wzgledem operacji sktadania dystrybuant i funkeji kwantylowych)
oraz wprowadzenia metryk na przestrzeni rozkladéw zwiazanych z odpowiednimi porzad-
kami stochastycznymi. Wyniki te zostaja uogélnione na przypadek rozkladéw wielowy-
miarowych. Rozdzial 6 Empiryczne wielowymiarowe funkcje kwantylowe przedstawia dogé
zlozong konstrukcje tych funkeji, analogiczna do konstrukeji dystrybuanty empirycznej,
oraz twierdzenia o zbieznosci.

3. Komentarze i uwagi

Rozprawa jest, jak na nauki matematyczne, bardzo obszerna, za to do$é kompletna,
jezeli chodzi o charakter wynikéw. Jest dobrze zredagowana i napisana dobrym, rzeczo-
wym i fachowym jezykiem. Starannosé¢ redakcji zmienia sie: pierwszych 20 stron zredago-
wano perfekeyjnie, potem coraz czeSciej czytelnik napotyka usterki interpunkeyjne (braki
przecinkéw nieraz utrudniaja czytanie) i czasem bledy we wzorach (szczedliwie latwe do
wychwycenia i poprawienia). Nie psuja one ogélnego wrazenia. Rzucajacym si¢ w oczy
niedostatkiem redakcyjnym jest jedynie brak zakonczenia lub podsumowania, w ktérym
autor mogiby powiedzieé¢, co w swojej pracy uwaza za najciekawsze i najwazniejsze, co
jeszeze mozna lub warto zrobié, czy i co jeszcze mozna uogdlnié lub poglebié. Zbyt nieja-
sno potraktowano kwestie, ktére wyniki sa oryginalne i naleza do autora pracy, chociaz sa
na ten temat sugestie we Wistepie. Zaskakuje, ze wedlug bibliografii rozprawy i zalaczonej
dokumentacji zadne wyniki autora nie zostalty dotad opublikowane ani przyjete do druku.

Przedstawione w rozprawie wyniki sg interesujgce i wartosciowe dla badan nad po-
rzadkami stochastycznymi oraz ich wykorzystaniem tam, gdzie poréwnuje si¢ w ujeciu wie-
lowymiarowym czasy zycia, poziom ryzyka i tym podobne wielkosci. Problematyka pracy
ma te ceche, Zze rozpatruje sie i uogdélnia wiele porzadkéw stochastycznych, ktére wigza
sie ze soba, poprzez grupowanie porzadkéw generowanych w sposéb analogiczny w odpo-
wiednim sensie oraz zintegrowane w miare mozliwoéci dowodzenie ich wiasnosci. Dowodze-
nie twierdzen w rozprawie to gtéwnie dowodzenie wlasnosci wielowymiarowych rozkladow
prawdopodobiefistwa okreslonych w ztozony sposéb. Odbywa si¢ ono przy uzyciu wzglednie
nietrudnych érodkéw matematycznych (rachunek rézniczkowy i catkowy, klasyczne nierow-
nosci i oszacowania teorii prawdopodobienstwa), bywa jednak do$¢ skomplikowane, pomy-
stowe, zawsze jest jasne, czasem przechodzi w schemat, co pozwala skracac niektére partie
pracy. Reasumujac, rozprawa jest cennym wktadem do teorii wielowymiarowych porzadkéw
stochastycznych. Z ogélniejszych pytan warto byloby odpowiedzie¢, w zwiazku z problema-
tyka rozdziatu 4, jak istotne jest zalozenie o ,archimedesowskosci” funkeji lacznikowych,
a w zwiazku z rozdzialem 6, na pytanie o wielowymiarowe uporzadkowania stochastyczne
w ujeciu empirycznym (na podstawie proby statystycznej)— o ich definiowanie (badanie)
na podstawie empirycznych funkeji kwantylowych i o wlasnosci graniczne.



W recenzowanej pracy znalazlo si¢ troche miejsc budzacych réznorakie watpliwosci,
wymienianych w kolejnosci pojawiania sie w tekscie. Od str. 5: funkcje nazwane przez
autora lacznikowymi, ang. copula (functions) otrzymuja w rozmaitych polskojezycznych
opracowaniach inne nazwy: ,funkcje laczace”, .kopule” (co si¢ zgadza z terminem jezy-
koznawczym, inaczej ,lacznik”), ,kopuly” (co jest blednym tlumaczeniem nazwy angiel-
skiej). Recenzent zdecydowal sie respektowaé wybér autora pracy. Str. 7: zmienne losowe
nalezatoby definiowaé na jakiej$ przestrzeni probabilistycznej; na usprawiedliwienie autora,
stuzyloby to wylacznie formalnej $cislodci definicji. Na str. 84 zamiast log o f(x) naturalniej
jest napisa¢ log f(x); w ogdle w pracy pisownia zlozen funkcji powinna byé przemyslana
i by¢ moze objadniona na poczatku, gdyz zlozenia dystrybuant i funkeji kwantylowych sa
na og6! (nie zawsze) zapisywane bez znakéw superpozycji funkeji. Na str. 86 w tezie wnio-
sku 3.6 — wzdr (3.8) okresla dystrybuanty, a nie gestoéci. Str. 873 — funkcja postaci (3.8)
czy (3.10)? Na str. 95 w przykladzie 4.4 pojawia sie X’ <,, Y, ale bezposrednio przez
przykladem byla mowa wylacznie o porzadku dolnym ortantowym. Na str. 100 w konkluzji
na dole strony warto powolac si¢ na lemat 4.1. Str. 129 — $cisle méwiac, dystrybuanta jest
funkcjg niemalejaca. Na str. 133 przed twierdzeniem 6.3 nie jest jasne, ze ,,oba twierdzenia”
przytaczane za [32] (Serfling, 1980) to 6.3 (i) i (ii), a nie twierdzenia 6.3 i 6.4; w twier-
dzeniu 6.3 (i) dla d = 1 stala C juz nie zalezy od d i nie wiadomo, czym jest 1. Na str.
136, w dowodzie lematu 6.4, wiersz 11g. oraz str. 137, w dowodzie lematu 6.5, wiersz 12d.:
chyba raczej nie piszemy w stylu A, B < C, tylko A < C,B < C. Str. 1384: dla d > 2.

We wzorach jest troche bledéw maszynowych. W przykladzie 1.1 na str. 39, we wzo-
rach na F(z) i F(z) w ostatnim czlonie wzoru powinno byé z > £ Ay > 1, a we wzorach
na G(z) i G(z) w ostatnim cztonie wzoru powinno byé z > 1 Ay > 1. Na str. 428 we
wzorze na G o F¥, (t) powinno byé ,< t”. Na str. 81 we wniosku 3.5 (iii) zabraklo zatozenia
o funkcji F. Na str. 136, w dowodzie lematu 6.4, wiersz 9g., wypad! przecinek z oznaczenia
przedziatu [u, (t), v, (t)]. Na str. 1395 powinno byé F;1(t) = X(;).

Ze wspomnianych usterek redakcyjnych wypada wspomnieé niektére. Na str. 24 w le-
macie 1.4 w punkcie (i) zbedny jest znak réwnosci po G o F_;(t), a w punkcie (ii) — ¢(t)
miedzy G o F~1(t) a G o F_1(t). Na str. 264; zgodnie. Na str. 56 w dowodzie twierdzenia
2.18 zdanie "Wezmy (...), to widzimy, ze F(z) = 1.” jest zbyt niedbale sformutowane;
moze to przeoczenie. Na str. 64 sporo razy ”prawostronne”, "lewostronne”, zamiast ” pra-
wostronnie”, ”lewostronnie”. Na str. 80 w tekscie twierdzenia 3.1 nalezato chyba zapanowaé
nad rozstrzeleniem znakéw, na str. 81 w punktach (iii) i (iv) tego twierdzenia pojawia sie
samotny znak w nowej linii. Na str. 97 w przykladzie 4.7 okre$lana tam funkcja laczni-
kowa Alego-Mikhaila-Haqa jest juz wprowadzona w przykladzie 4.6. Na str. 104 wiersz 6g.
i 5d. — raczej nie zaczyna si¢ zdania od symbolu, ale dla polepszenia stylu dodaje si¢ ja-
kie$ odpowiednie slowo poczatkowe. Na str. 115 przed twierdzeniem 5.13 autor wspomina
twierdzenie 3.13 i wniosek 3.8, a samo twierdzenie 5.13 nastepuje poniekad niespodziewa-
nie, bez zadnego wprowadzenia. Str. 123: ,nie gorszy” — osobno. Str. 125;; — przyklad
4.10, nie 10, poniewaz to sugeruje biezacy rozdzial 5 i przyklad 5.10, ktérego nie ma. Str.
130: ,nie wiekszej” — osobno. W Bibliografii — tytuly ksiazek po angielsku piszemy wielkimi
literami. Dla pozycji [14] nie ma danych bibliograficznych — czy to jest nieopublikowane
opracowanie?




Pewna liczba bledéw maszynowych zostala pominieta.

Whszystkie te uwagi 1 usterki maja ograniczone znaczenie, chociaz niektére beda mu-
sialy by¢ uwzglednione przy ewentualnej publikacji wynikow.

4. Konkluzja. Mgr Kamil Dyba wykazal sie zdolnoécig rozwiazywania zaawanso-
wanych probleméw w dziedzinie matematyki oraz napisania i zredagowania obszernego
opracowania naukowego na wysokim poziomie. Recenzowana praca jak najbardziej spel-
nia ustawowe warunki stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze wiec o przyjecie rozprawy
doktorskiej mgr. Kamila Dyby i o dopuszczenie do publicznej obrony tej pracy. Z racji
calodciowego potraktowania problematyki zwiazku wielowymiarowych funkeji kwantylo-
wych i wielowymiarowych porzadkéw stochastycznych, przejrzystosci rozprawy i dobrego
poziomu wynikéw stawiam wniosek o wyréznienie pracy.

Warszawa, 30.1V.2019

Marek Meczarski
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