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1. TEMATYKA I STRUKTURA ROZPRAWY

Recenzowana rozprawa doktorska dotyczy wielowymiarowych afinicznych stochastycz-
nych réwnan rekurencyjnych postaci

Xn—]—l = An+1-X71 + Bn+l: (l)

gdzie A, sa macierzami losowymi wymiaréw d x d, za$ B, wektorami losowymi o warto-
$ciach w RY oraz elementy losowe (A,, B,), n € N, sa niezalezne i maja wspolny rozktad.

Badanie tego typu réwnan jest waznym obszarem rachunku prawdopodobienstwa,
znajdujacym zastosowanie m. in. w analizie szeregéw czasowych, matematyce finansowej i
informatyce teoretycznej. Systematyczne badania dotyczace rozwiazan stacjonarnych za-
inicjowane zostaly w latach siedemdziesiatych dwudziestego wieku slynna praca Kestena,
w ktérej podane zostaly warunki dostateczne na ich istnienie oraz zbadane zostalo za-
chowanie w nieskoniczonosci dystrybuant ich rozkladéw brzegowych. W kolejnych latach
réwnania typu (1) byly badane przez wielu znanych matematykéw, m. in. przez Goldiego,
Guivarc’ha, Mikoscha, Samorodnitsky’ego. W ostatnim dziesiecioleciu tematyka ta jest
intensywnie rozwijana na Uniwersytecie Wroctawskim przez grupe prof. Ewy Damek 1
prof. Dariusza Buraczewskiego.

Wyniki Kestena i wiekszos¢ pozniejszych twierdzeil dot. granicznego zachowania roz-
ktadéw rozwiazan zaktadaja pewien rodzaj nieprzywiedlnosci rozktadéw wspotezynnikow
rownania. W tym przypadku wszystkie jednowymiarowe rozklady brzegowe rozwiazania
stacjonarnego maja takie samo zachowanie w nieskoriczonosci. Glowna czes¢ recenzowane]
rozprawy dotyezy sytuacji, w ktérych zalozenie to nie jest spetnione, a zachowanie rozkla-
déw brzegowych moze istotnie zaleze¢ od kierunku. Zjawisko to mozna zaobserwowac juz
w przypadku macierzy diagonalnych, ktdry jednak sprowadza si¢ tatwo do analizy row-
nail jednowymiarowych. W rozprawie badane sa réwnania zadane przez ogélne macierze
gornotrojkatne, w ktorych wystepuje wiele zjawisk nieobecnych w klasycznej teorii.

Rozprawa sktada sie z szedciu rozdzialéow. Rozdzial 1 stanowi ogolne wprowadzenie
w tematyke, rozdzialy 2-4 dotycza wspommnianego powyzej przypadku réwnan zadanych
przez macierze gérnotrojkatne. W rozdziale 5 przedstawione sg wyniki dotyczace redukeji
szerokiej klasy réwnani do réwnan, w ktérych macierz wspotezynnikéw jest blokowo gorno-
trojkatna, za$ w rozdziale 6 wyniki zwigzane z absolutna ciggloscia rozkladow rozwiazan
rownan jednowymiarowych.



2. GLOWNE WYNIKI ROZPRAWY

Ponizej przedstawiam pokrétee gléwne wyniki recenzowanej rozprawy. 7 uwagi na ich
techniczny charakter i mnogoé¢ zalozen, nie podaje precyzyjuych sformutowan, a jedynie
opisuje ich najwazniejsze aspekty.

2.1. ZACHOWANIE DYSTRYBUANTY ROZKLADOW BRZEGOWYCH ROZVVIAZAN STOCHA-
STYCZNYCH ROWNAN REKURENCYJINYCH ZADANYCH PRZEZ MACIERZE TR(’)JKATNE

Zagadnienie réwnan zadanych przez macierze trojkatne przedstawione jest w rozdzia-
lach 2-4. Rozdzial 2 stanowi wprowadzenie w tematyke, zasadnicza czes¢ zawarta jest w
dalszej czeéci pracy. Rozdzial 3 oparty jest o preprint Doktoranta i M. Matsui, rozdziat 4
o samodzielny preprint Doktoranta.

Oznaczmy przez (A, B) element losowy o takim samym rozkladzie jak para (A,, 5,).
Glownym obiektem badail w omawianej czesci pracy jest stacjonarne rozwigzanie row-
nania (1) w sytuacji, gdy macierz A jest gérnotrojkatna oraz wspolczynniki zaréwno
macierzy A, jak i wektora B sa nieujemne. Zgodnie ze znanymi wynikami dot. stocha-
stycznych réwnan rekurencyjnych rozklad stacjonarny zadany jest przez rozklad wektora
W = (Wy,...,W,), niezaleznego od pary (A, B), spelniajacego rownanie

W £ AW + B, (2)

gdzie 2 oznacza réwnoséé rozktadow.

W rozdziale 3, przy odpowiednich (zlozonych, ale naturalnych) zalozeniach dotycza-
cych macierzy A i wektora B, Doktorant dowodzi istnienia dodatnich stalych &;, C;,
i =1,...,d, takich ze

lim 2%P(W; > z) = C,. (3)

T—00

Kluczowym zalozeniem w tej czesci pracy jest
(67 % Gk dla 7 ?é j (4)

gdzie liczby «; zadane réwnoscia EAj = 1.

Stale &; wyrazone sa poprzez «; jawnym wzorem, uwzgledniajgcym zaleznoscl mie-
dzy poszezegdlnymi wspolrzednymi rozwigzania, wymuszone przez strukture macierzy A
(rozmieszczenie niezerowych elementéw). Doktorant wprowadza odpowiednig relacje czg-
$ciowego porzadku < opisujaca te zaleznosci, co pozwala zapisa¢ wspolczynnik @; jako

&; = min{a;: i < j}. (5)

Nalezy podkreslié, ze cho¢ sama idea wprowadzenia porzadku < oraz powyzszy wzor
na wspélezynniki &, nie sy zaskakujace, podobnie jak oparcie dowodu istnienia statych Cf o
odpowiednia indukeje, szczegdty techniczne sa bardzo ztozone i opieraja sie na wysoce nie-
trywialnych argumentach, taczacych probabilistyke, analize i kombinatoryke. Kluczowym
elementem dowodu jest odpowiednia reprezentacja rozwiazania stacjonarnego (oparta na
jego jedynodci), wyrazona w postaci sumy nieskonczonej, ktéra zostaje nastepnie rozbita
na kilka sktadnikéw, zalezacych od pomocniczych parametrow. Oszacowania poszezegol-
nych sktadnikéw sg trudne technicznie, a globalna struktura dowodu dos¢ skomplikowana.



Rozdzial 4 rozprawy zawiera wynik blisko zwigzany z (3), przy zastapieniu zatozenia
(4) stabszym warunkiem

Kosztem nieznacznego wzmocnienia warunkéw dotyczacych catkov ralno$ci wspotezyn-
nikéw macierzy A, Doktorant dowodzi istnienia statych £ (i) oraz L;, M; > 0, takich ze dla
Rt

Lit~% < P(W; > t) < Mt~ (logt)*?, (7)

gdzie &; sa ponownie zadane wzorem (5).

Wynik ten nie ma tak definitywnej formy jak (3) z uwagl na réznice w granicznym
zachowaniu oszacowani gornych i dolnych. Doktorant wyjasnia, ze przy pewnych dodatko-
wych zalozeniach, stabszych niz warunek (4). dowdd przedstawiony w rozdziale 3 pozwala
weiaz uzyskaé istnienie granicy (3). Stawia réwniez hipoteze, ze w ogdlnej sytuacji wia-
$ciwa asymptotyka jest =% (log )€1

Dowdd ponownie oparty jest na indukeji, z uwzglednieniem rozbicia wprowadzonego
w rozdziale 3 1 wykorzystaniem ecze$ci ndowodnionych tam lematéw, dodatkowym ele-
mentem sa jednak bardzo ztozone argumenty kombinatoryczne, zwiazane z szacowaniern
wielokrotnych sum. Réwniez struktura rozumowan indukeyinych staje sie duzo bardzie]
skomplikowana, bazujac na zagniezdzonych, pietrowych konstrukejach. Moim zdaniem
pokazuja one duza sprawnosé techniczng Doktoranta.

2 9 REDUKCJA OGOLNYCH STOCHASTYCZNYCH ROWNAN REKURENCYJNYCH DO ROW-
NAN Z MACIERZA BLOKOWO GORNOTROJKATNA

Gléwnym wynikiem rozdzialu 5 jest abstrakcyjne twierdzenie dotyczace reprezentacji
rozwiazan ogdlnych réwnan typu (1) poprzez rozwiazania réwnan, w ktérych macierze A,,
sa blokowo gornotréjkatne z blokami spelniajacymi tzw. zerowy warunek Kestena (defini-
cja 5.1.2. w rozprawie). Motywacja dla gléwnego twierdzenia jest potencjalna mozliwos¢
rozszerzenia analizy rozdzialéw 3 1 4 na macierze blokowo trojkatne. Diugofalowy plan
badan polegatby na odpowiedniej modyfikacji porzadku < oraz wykorzystaniu specjal-
nych wlasnosci diagonalnych blokow wraz z odpowiednig indukcja. Strategia ta jest moim
zdaniem obiecujgca, a choé jej realizacja moze byc niezwykle trudna technicznie, sama
idea bardzo dobrze $wiadezy o dojrzatosci naukowej i horyzontach Doktoranta, pokazujac
ze potrafi on osadzi¢ uzyskane wyniki w szerszym kontekscie dziedziny i zaproponowac
odpowiedni program badawczy.

Niestety, gtéwne wynik rozdziatu, podobnie jak dowod, zawieraja pewne niescistosci,
zapewne wynikajace z faktu, ze w przeciwiefistwie do rozdzialéw 2, 3 1 6, ten oparty jest
na niepublikowanym weze$niej materiale. W szczegélnosei w gtownym twierdzeniu 5.2.1.
brakuje zatozenia dot. struktury niezerowych wspotezynnikéw macierzy A, bez ktorego
dosé Tatwo skonstruowaé kontrprzykiad. Aby twierdzenie pozostalo prawdziwe, a dowod
poprawny, nalezy np. zalozy¢, ze prawdopodobienstwo, ze wszystkie nietrywialne wspol-
czynuiki macierzy sa niezerowe, jest dodatnie. Przy takim zatozeniu dowod podany w
rozprawie rzeczywiscie prowadzi do tezy twierdzenia. Pragne doda¢. ze sugestie wprowa-
dzenia tego zatozenia otrzymalem od Doktoranta, z ktorym skontaktowalem si¢ w sprawie
wyjasnienia watpliwodci zwigzanych z dowodem. Korespondencja z Doktorantem 1 jego
wyjasnienia sklaniajg mnie ku opinii, ze brak jawnego sformutowania tego zalozenia jest
wynikiem bledu edytorskiego.



W twierdzenin wystepuja takze dodatkowe drobne niescistosdci, ktére zakwalifikowal-
bym raczej jako literéwki niz bledy merytoryezne. Dotyeza one relacji miedzy wspotezyn-
nikami wektorow X i X’ oraz macierzy A1 A’ (w jednym z réwnan permutacja ¢ powinna
zostaé zastapiona przez (') oraz wzoru na macierz B', ktory jest istotnie inny niz otrzy-
many w dowodzie (niemniej ostateczny wzér réwniez ma jawng forme i zgodnie z uwaga
umieszezona po sformutowanin twierdzenia pozwala na wyznaczenie tréjki (A, B, () =z
pary (A, B3)).

Nalezy podkresli¢, ze wskazane mankamenty sa dos¢ tatwe do poprawienia, a gtéwne
twierdzenie, po dodaniu brakujgcego zatozenia, nadal jest interesujgce i wystarczajaco
ogolne, by uzasadni¢ przedstawiony powyzej plan badawczy.

2.3. ABSOLUTNA CIAGLOSC ROZWIAZAN

Rozdzial 6, oparty na samodzielnej pracy Doktoranta, opublikowanej w Colloquium
Mathematicum, zawiera szereg wynikéw dotyczacych absolutnej ciagtosci rozktadu roz-
wigzania réwnania (2) w przypadku jednowymiarowym. Przedstawionych jest kilka wa-
runkéw na pare (A,B) gwarantujacych absolutna ciagtod¢ rozwigzania, m.in. warunek do-
tyczacy istnienia gestoéci (A, B) na odpowiedniej rodzinie krzywych badz odpowiedniej
catkowalnosci warunkowej transformaty Fouriera na zbiorze dodatniej miary. Zaprezento-
wane wyniki oparte sa na ogdélnym twierdzeniu, pochodzacym od Alsmeyera, Iksanova i
Roslera, gwarantujacym, ze rozklad X jest bezatomowy 1 albo singularny albo absolutnie
ciagly wzgledem miary Lebesgue’a. Twierdzenie to pozwala sprowadzi¢ dowdd absolutnej
ciggloéci do znajdowania odpowiednich nietrywialnych minorant dla rozktadu. Dzigki tej
wlasnoéci dowody gtéwnych wynikéw sa dosé zwiezle i bezposrednie, co nie oznacza ze sa
trywialne. Uzyskane twierdzenia sa interesujace, szkoda natomiast, ze nie zostaly one zi-
lustrowane konkretnymi przykladami réwnan wystepujacych w zastosowaniach. W moje]
ocenie zwiekszyloby to atrakcyjnosé tego rozdziatu. Rozumiem jednak, ze brak ten mogt
zosta pierwotnie spowodowany ograniczeniami na diugosé artykulu narzuconymi przez
czasopismo.

Oprécz twierdzen dotyczacych absolutnej ciggtosci w rozdziale 6 podany zostal waru-
nek dostateczny na geometryezna ergodyczno$é tancucha Markowa zadanego przez row-
nanie (1), ktéry moze zostaé uzyskany przy pomocy podobnych metod minoryzacyjnych.
Uwazam ten wynik za ciekawy i warto$ciowy. Umozliwia on uzycie do analizy réwnania
(1) wielu moenych rezultatéw uzyskanych w teorii lancuchéw Markowa, np. twierdzen
typu Berry’ego-Esseena, zasady wielkich odchylen czy nieréwnosci wyktadniczych. Pew-
nym mankamentem tej czeSci pracy jest jednak brak precyzyjnych definicji uzywanych
pojeé, co jest dosé istotne z uwagi na to, ze niektore z nich (np. geometryczna ergodycz-
noé¢) funkcjonuja w literaturze w kilku nieznacznie réznigcych sie wersjach. Poniewaz
gtéwne konkluzje dowoddéw oparte sa na odnosnikach do literatury, aby upewnic¢ si¢ co
dokladnie zostalo udowodnione, czytelnik zmuszony jest siegnaé do innych publikacji.

3. OQCENA RANCI UZYSKANYCH WYNIKOW

Przedstawione w rozprawie wyniki oceniam wysoko. Szczegdlnie istotne ze wzgledu
na potencjalne zastosowania, rozwé]j abstrakeyjnej teorii i trudnosci dowodowe sa wedlug
mnie twierdzenia przedstawione w rozdzialach 3 i 4. Moim zdaniem zlozono$¢ przedsta-
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wionych rozumowan sprawia, ze rozdzialy te moglyby stanowi¢ samodzielna rozprawe
doktorska.

Twierdzenia dotyczace redukeji ogdlnych réwnan do réwnan zadanych przez macierze
blokowo gérnotréjkatne réwniez uwazam za interesujace. Cho¢ ich przyszia doniostosc i
potencjalne zastosowania zaleza od powodzenia naszkicowanego w pracy dalszego planu
badawczego, jak wspomniatem wyzej, samo zaproponowanie takiego planu dobrze swiad-
czy o matematycznym poziomie Doktoranta.

Z kolei wyniki przedstawione w rozdziale 6, choé¢ zdecydowanie prostsze technicznie od
pozostatej czedci pracy, stanowia obiecujacy krok w kierunku wypracowania ogoluej teorii
absolutnej cigglodci rozwigzan réwnan stochastycznych, co wydaje sie waznym kierunkiem
badan.

Poruszone w rozprawie zagadnienia dotycza w wiekszosci nowych obszaréw teoril row-
nan stochastycznych, co nie pozwala na proste zastosowanie istniejacych wynikow. Przed-
stawione dowody, choé oczywicie bazuja na twierdzeniach znanych z literatury, wymagaty
wprowadzenia nowych idei i poje¢, co ma znaczacy wplyw na moja jednoznacznie pozy-
tywna ocene calosci rozprawy.

4. OCENA SPOSOBU PREZENTACJI WYNIKOW I KOMPLETNOSCI DOWODOW

Struktura pracy, w tym podzial na rozdzialy, jest czytelna i naturalna. Poszezegolue
czedel odpowiadaja réznym preprintom lub niepublikowanym wynikom, fragmenty doty-
czace zblizonej tematyki poprzedzone sa wspélnym wprowadzeniem.

Za wade uwazam przypisanie rozdzialom oddzielnych bibliografii. Na skutek tego roz-
wiazania te same pozycje bibliograficzne wystepuja w roznych czesciach pracy pod zmie-
nionymi numerami. Dodatkowo, w rozdziale 4, gdy przywolywane sa fakty z rozdziatu 3,
Doktorant powoluje sie na numeracje z odpowiadajacego mu preprintu, co utrudnia lek-
ture. 7 kolei np. niedawna ksigzka Buraczewskiego, Damek i Mikoscha w pierwsze] cz¢scl
pracy przywolywana jest z podaniem peinych danych bibliograficznych, podezas gdy w
ostatnim rozdziale figurnje jako praca w przygotowaniu. Ma to oczywiscie zwigzek ze sta-
tusem tej ksiazki w czasie publikacji preprintu, niemniej wspélna bibliografia pozwolilaby
ujednolicié prezentacje.

Rozprawa zawiera znaczng liczbe literdwek, przykladowo ,assymptotic” w tytule roz-
dziatu 2, niepotrzebne ,that” (str. 3, 1. 11), ,exponet” (str. 8, 1. 24), ,Lyapuonv” (str. 9, L
12), .notion” zamiast ,notation” (str. 16, 1. przedostatnia), .dacay” (str. 17, 1. 13), ,and”
zamiast .end” (str. 43, 1. 3), niepotrzebne .and” (str. 45, 1. 24), .estmated” (str. 52, 1.
14), podwéjne ,neither” (str. 58, 1. 7). O ile tego typu usterki nie utrudniaja nadmier-
nie lektury, pojawiaja sie takze literéwki zwiazane z matematycznymi aspektami pracy,
najwazniejsze wymieniam ponizej wraz z innymi uwagami merytoryczuymi.

Jedli chodzi o jezyk pracy, nie bedac specjalista w zakresie jezyka angielskiego, moge
jedynie stwierdzi¢, ze w wiekszodci rozprawy nie odbiega on od standardow typowych dla
publikacji matematycznych. Tym niemniej w kilku miejscach wystepuja sformutowania,
ktére wydaja sie zawiera¢ bledy jezvkowe, byé zbyt dostownym ttumaczeniem z jezyka
polskiego lub mieé nieco zbyt kolokwialny wydzwick. Poniewaz czes¢ rozdzialéw bazuje na
prepublikacjach, pozwole sobie wymieni¢ kilka tego typu fragmentéw, by¢ moze pozwoli
to Autorom poprawié¢ stylistyke w ostatecznych wersjach artykulow:



- str. 4, 1. 29 — Zdanie ,This is what we do in the next two chapters” nie ma bezpo-
éredniego odniesienia do poprzedzajacego go tekstu.

str. 5, I. 11 — Zdanie ,So what we may expect in the general case” wydaje sig
nickompletne.

~ str. 23, 1. 3 — Zdanie ,In these steps the behaviors of coefficients for all W; are
inevitable” jest niezrozumiate, by¢ moze brakuje w nim zwrotu ,analysis of”.

Pewne zastrzezenia mam réwniez do struktury dowodéw, zwlaszeza w rozdziatach 31 4.
Doktorant do$é czesto przywoluje warunek (T), stanowiacy globalne zalozenie tych czesei
pracy, nie wymieniajac ktorych z blisko dziesigeiu punktéow warunku uzywa. Czasami wa-
runek (T) w ogdle nie jest wspomniany wprost. O ile w wiekszodci praypadkow czytelnik
moze latwo sprawdzi¢ poprawno$é¢ odpowiednich fragmentéw, wymaga to dodatkowego
nakladu pracy, ktéry mogtby zostaé zaoszezedzony. Rowniez odnosniki do literatury by-
waja zbyt ogélnikowe, o ile czasami Doktorant podaje numer twierdzenia z cytowane]
pracy, do§é czesto ogranicza sie jedynie do numeru pracy, nawet gdy cytuje obszerng mo-
nografie (ma to miejsce przykladowo na str. 9, w linii 12 , na str. 37, w linii 4 oraz na
str. 76, w linii 26). Kolejnym problemem sa do$¢ czgste odwotania do fragmentow dowo-
dow lub faktéw nie wyodrebnionych w formie stwierdzen (bez podania miejsca, w ktorym
zostaty udowodnione).

Pewne fragmenty dowodéw, zblizone do juz przeprowadzonych, zostaty ominiete, co
przenosi czesé trudnosei technicznych na czytelnika. Do pewnego stopnia znajduje to jed-
nak uzasadnienie w zakresie podobiefistwa 1 poziomie skomplikowania notacji. Zamiesz-
czenie wszystkich szczegdtow niewatpliwie znacznie wydiuzyloby rozprawe. Nalezy pod-
kregli¢, ze ztozona natura rozwazanych problemu sprawia, ze pewne skroty i uproszczenia
sg nieuniknione. Wybdr sposobu prezentacji bywa tez zwiazany z konwencja obowiazujaca
w danym obszarze matematyki, powyzsze zastrzezenia co do struktury dowodéw nalezy
wiec traktowad jako subiektywne.

Oprécz wspomnianego juz brakujacego zalozenia w rozdziale 5, w pracy pojawia sig
kilka drobnych bledéw merytorycznych oraz uproszezen. Maja one jednak charakter lo-
kalny i moga by¢ doéé tatwo poprawione, nie wplywajg wiec na poprawnos¢ dowodow
gtéwnych wynikéw. Ponizej wymieniam te najwazniejsze wraz z literowkami o charakterze
matematycznym oraz kilkoma dodatkowymi uwagami dotyczacymi sposobu prezentacji:

— str. 8 — Dla pelnoéci wprowadzenia warto przytoczyé (byé moze w poprzednim
rozdziale) definicje rozkladu niearytmetycznego.

— str. 9, 1. 13-29 — Dowdd ujemnosci v4 oparty o prace [27] jest moim zdaniem przed-
stawiony nieco zbyt zdawkowo

~ str. 9, 1. 29, str. 10, 1. 13 — Stowo ,stationarity” uzyte w tych miejscach jest dosc
mylace, dowodzone sa tu jedynosé i istnienie rozwigzania stacjonarnego, a nie sta-
cjonarnos¢ konkretnego procesu.

str. 15, dowdd lematu 3.3.3. — Warto uzasadni¢ dlaczego Cj > 0.

— str. 17, 1. 5 — Po prawej stronie rownosei (3.4.3) brakuje zaleznosci od ¢.



str. 17, dowod lematu 3.4.2. — W dowodzie wystepuje kolizja oznaczen, ta sama litera
W znaczone jest rozwiazanie stacjonarne (3.1.2) i prawa strona (3.4.4), podczas ady
a priori nie wiadomo, ze sa one réwne (jest to dopiero cel dowodu). Ponadto brakuje
komentarza na temat stacjonarnoéci prawej strony (3.4.2), ktora jest istotna dla
skorzystania z jednoznacznosci.

- str. 19, lemat 3.4.4. — Formalnie wzér (3.4.13) nie zostal udowodniony, wykazano
tylko, ze EQp(s)™ < oo, podczas gdy EW;" = o0, co w ogélnosci nie implikuje
jeszeze oszacowanl typu (3.4.13) na dystrybuanty (bez dodatkowych zalozeil o ich
regularnodci). Tym niemniej rzeczywiscie uzyskane oszacowanie pokazuje, ze Qp(s)
nie wplywa na graniczne zachowanie W.

str. 21, 1. 27, str. 22, 1. 1 - Przypadki o, < 1iaj, > 1 zostaly zamienione miejscari.
str. 21, ostatnia linia — Sktadnikéw w sumie jest n —m + 1, a nie n — m.

str. 22, 1. 2 — We wzorze brakuje iloczynu diagonalnych elementow macierzy A,
dopiero w kolejnych oszacowaniach mozna je odcatkowaé. Liczba sktadnikéw sumy
to ponownie n — m + 1.

str. 28, 1. 9 — Oprécz lematu 3.7.1. uzywane sa tu tez wezesniejsze oszacowania,
ktore nie zostaly przywolane.

str. 28, 1. 11 — Nie jest jasne o ktéra sume chodzi, niemniej po prawe] stronie (3.4.32)
jest tacznie N + 1 (a nie N — 1) niezerowych sktadnikéw.

- str. 31, lemat 3.7.1. — Wydaje sie, ze zalozenie (3.7.2) nie jest w tym lemacie po-
trzebne, odpowiednie oszacowanie punktowe wraz z lematem Fatou pPOWINIY POZWO-
li¢ je wyeliminowaé (nie wplywa to oczywiscie na poprawno$¢ dowodu).

Cstr. 37,11 Wzér na Qp podany w tym miejscu nie pokrywa si¢ ani z wzorem 7
pracy [9], ani z definicja z poprzedniego rozdziatu (str. 20, 21). Jest on poprawny,
ale aby go udowodni¢ nalezy potaczy¢ kilka definicji i wlasnodei wprowadzonych
w réznych czesciach rozprawy. Z punktu widzenia czytelnodei pracy zdecydowanie
warto byloby zamiescié¢ dowdd. Jest on krotki i bezposredni, gdy wszystkie niezbedne
odnogniki sy zebrane w jednym miejscu. Wedlug mnie najlepszym rozwigzaniem
byloby zamieszczenie krotkiej uwagi z dowodem w rozdziale 3 i pracy [9], gdzie
wielkoéé @p jest wprowadzana po raz pierwszy.

str. 37, 1. 2 — Wystepuje tu pewna niezgodnosé indeksoéw miedzy definicja Qr a
wzorem (3.4.5), nie wptywa ona jednak na dalszy ciag dowodu.

str. 37, 1. 27, str. 38, 1. 16 — Lewa strona wzoru (4.3.8) nie zalezy od n, bez definicji
tego parametru, wzér nie ma wiec istotnej tresci. Definicja n pojawia sie jednak
dopiero pod koniec dowodu, dodatkowo poprzedzona stowem LBut”, sugerujacym,
7e powinna ona by¢ znana czytelnikowi.

str. 39, 1. 3 - Dla najmniejszej mozliwej wartodci indeksu n we wzorze wystepuje
dzielenie przez zero. Ponadto zgodnie ze wzorem Eulera wyktadnik przy potedze 7
powinien wynosi¢ —2.



— str. 39, 1. 14 — Przedzial (0, ;] powinien zostaé zastapiony przez (0, o).
— str. 40, 1. ostatnia, str. 41, 1. 6 — Zamiast () we wzorach wystepuje Qr.

— str. 43, 1. 1, 2 — Dalszy tekst sugeruje, ze zalozeniem w tej czesci pracy jest a; =
1, podeczas gdy w tytule podrozdzialu mamy o; > 1. Te dwie nieréwnosci nie sa
réwnowazne.

str. 44, 1. 15 — W jednym z czynnikoéw wpisana jest niewladciwa potega o; zamiast
a; — 1.

- str. 47, 1. 26 — Notacja u, (g, S) zostala jednorazowo skrécona do u,(S).

— str. 49, 1. 2, 3 — Nie rozumiem dlaczego w tym przypadku takze czynniki pozadia-
gonalne sa mniejsze niz §, w pracy brak wyjasnienn. Na szczescie, nie wpltywa to na
poprawnos$é calego dowodu, zwigksza tylko odpowiednie stale.

— str. 49-51 ~ Doktorant stosuje w tym miejscu dowodu dosé mylaca konwencje nota-
cyjng, mianowicie rozbijajac wielokrotna sume na kilka rozlacznych sum, zaleznych
od struktury wielowskaznikéw, nie zaznacza tego w zaden sposéb w notacji, formal-
nie wszystkie rozwazane sumy sg tozsame. Poprawna notacja powinna przyktadowo
zawiera¢ odpowiedni indykator.

— str. 50, 1. 23 — Zamiast m = s,y1 (nie wyst¢pujacego w rozwazanym iloczynie),
powinno by¢ m = sp.a.

— str. 53, 1. ostatnia -~ W rozwazanym przypadku é; ' < 1, co nie pozwala na wprowa-
dzenie sumy pod potege. Zmienia to pewne wyktadniki w dalszej czesci oszacowania,
G g b )
niemniej nie wplywa na ostateczna konkluzje.

— str. 54, 1. 2 — Potega 0 w oszacowaniu nie zgadza si¢ z (4.3.32), wplywa to jednak
jedynie na wartos¢ statych.

- str. 55 — W zakresie sumowania wielokrotnie pojawia sie I> zamiast &> wystepujgcego
w definicjach Qg 1 R,.1.

- str. 58, 1. 22 — 1» zostalo zmienione na .

— str. 5862 — Ten zlozony fragment dowodu nie jest poprzedzony zadnym wprowadze-
nien, co czyni go dosé niezrozumialym. Przykladowo nie jest a priori jasne dlaczego
zaklada sie, ze k(p + 1) > k(p) (potencjalnie moze wystapi¢ rownosc). Brak jawnej
zaleznoscl sktadnikéw wystepujacych w rozwazanych sumach od wielowskaznikow
(pojawiajacy sie juz wezesniej w pracy) znajduje wprawdzie swoje uzasadnienie w
checi do uproszczenia notacji, ale przy tak skomplikowanych rachunkach powinien
by¢ dodatkowo skomentowany. W sumach czesciowych tym razem pojawiajg si¢ in-
dykatory, powinny by¢ one jednak umieszczone wewnatrz sumy, gdyz warunki (a)-(e)
zalezg od zmieniajacych sie indeksow s;. Dodatkowo wystepuja tu drobne konflikty
oznaczen, przyktadowo symbol ¢ zostal uzyty juz wezesniej. Kolejny, drobmniejszy,
zarzut, jaki mam do tej czesci pracy dotyczy naduzywania terminologii probabili-
stycznej w odniesieniu do rozwazanych sum, warunki (a)-(e) zostaja nazywane ,zda-
rzeniami” , oszacowania sa okreslane jako ,niezalezne”. Oczywiscie mozna probowac



nadaé sumom dodatkowa probabilistyczna interpretacje, jest to jednak niepotrzebne
i mylace (zwlaszcza, ze rozwazane sumy czedciowe nie beda wowezas niezalezne, gdyz
ich zakresy sq powiazane).

str. 61, 1. 15 — Uzycie stow former” 1 Jatter” jest mylace.
~str. 61, 1. 16 - Drobna niesp6jno$¢ notacyjna, w jednej linii uzywana jest zarOwno
notacja k(r), jak i k,.

str. 62. 1. ostatnia — W ostatecznym oszacowaniu ¢ powinna zostac tez uwzgled-
niona stala zwigzana z liczba réznych ,profili” wielowskaznikow, podobnie jak weze-
$niej w dowodzie lematu 4.3.13.

str. 63, 1. 17, 22 — Wydaje sig, ze zamiast (4.3.32) uzywana tu jest nier6wnosc¢
(4.3.45).

str. 69, lemat 5.2.5 — Permutacja o zdefiniowana w dowodzie odpowiada o~ ! ze
sformutowania lematu, problem ten pojawia sie tez w dalszej czesci tekstu.

str. 69, 1. 37 — Zwrot ,the maximal” sugeruje, ze element maksymalny jest jedymny,
co nie zawsze jest prawda.

5. PODSUMOWANIE

W rozprawie przedstawiono szereg trudnych wynikow dotyczacych waznych aspek-
tow wspolezesnej probabilistyki. Udowodnione twierdzenia maja duza rangg naukows,
sa interesujace zarowno z punktu widzenia teorii, jak i mozliwych zastosowan. Poziom
skomplikowania technicznego przedstawionych dowodéw jednoznacznie wskazuje na duza
sprawnosé¢ techniczna Doktoranta, a zakres uzywanych metod na jego szerokie horyzonty
matematyczne. W zwiazku z tym, pomimo wspomnianych wyze] zastrzezen dotyezacych
brakujacego zalozenia w rozdziale 5 oraz sposobu prezentacji wynikow, jestem w peni
przekonany, 7ze rozprawa spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom
doktorskim. Wnosze o dopuszczenie mgr. Witolda Swiatkowskiego do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.
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