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Omawiana rozprawa doktorska sktada sie ze wstepu i 4 prac:
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larly varying tails, arXiv:1706.03876,

[2] Gerold Alsmeyer, Piotr Dyszewski, Thin tails of the nonhomogeneous
smoothing transform, Stochastic Processes and their Applications 127
(2017), 3014-3031,

[3] Dariusz Buraczewski, Piotr Dyszewski, Precise large deviation esti-
mates for branching processes in random enviroment, arXiv:1706.03874,

[4] Dariusz Buraczewski, Piotr Dyszewski, Precise large deviations for
random walk in random enviroment, arXiv:1710.01075.

Zgodnie z tytulem rozprawy, prace dotycza analizy modeli probabili-
stycznych zwigzanych z transformata gtadzaca, tzn. operatorem S na prze-
strzeni miar probabilistycznych na R, okreslonym wzorem

N
Sp:=L (ZAka—FB) R

k=1

gdzie X1, Xo, ... sa niezaleznymi zmiennymi o rozktadzie u, niezaleznymi od
wektora losowego (B, N, Ay, Ag, ... ). Punkty stale tego odwzorowania, czyli
miary probabilistyczne takie, ze Sy = u, to rozktady zmiennych spetniaja-
cych afiniczne réwnanie stochastyczne

N
X L3 AXy + B, (1)
k=1
gdzie X1, Xo,... sa niezaleznymi kopiami zmiennej X, niezaleznymi od in-

nych zmiennych w tym réwnaniu.



Pierwsze dwie prace [1] i [2] analizuja asymptotyke rozwiazan (1), nato-
miast kolejne dwie [3] i [4] dotycza pewnych modeli proceséw galazkowych
i btadzen losowych w losowym §rodowisku, przy badaniu ktérych w natu-
ralny sposéb pojawiaja si¢ zmienne zwiazane z transformatg S dla N = 1.
Pokrétce oméwie wyniki rozprawy.

Praca [1] zajmuje si¢ problemem wyznaczenia dokladnej asymptotyki
ogonéw zmiennych X spelniajacych réwnanie rekursji losowej X L Ax + B
oraz jego uogOlnienie postaci X 4 U (X), gdzie ¥ jest funkcja losowa nie-
zalezng od X, ktora sie dobrze aproksymuje przez losowa funkcje afiniczna
AX + B. Skoncentrowano si¢ na przypadku, gdy zmienne A i B maja poréw-
nywalne ogony - jak pokazano w Example 2, wtedy kluczowe dla asymptotyki
X staje sie badanie zaleznosci miedzy A i B. Theorem 1 podaje asympto-
tyke ogona rozwiagzania rekursji losowej przy odpowiednich zatozeniach na
regularno$é rozktadu A i zalezno$é miedzy ogonami Ay + B oraz A (w Co-
rollary 3 podano do$é przyjemny warunek z ktérego mozna wywnioskowaé
te zaleznosci). Theorem 2 dotyczy ogdlniejszej sytuacji, gdy zamiast AX + B
w rownaniu jest funkcja losowa W.

W pracy [2] pokazano wpierw (opierajac sie na prostym rozumowaniu z
uzyciem martyngaléw), ze jesli EB = 0, E|BJP < oo oraz E Y0, [Axl? < 1
dla pewnego p € [1,2], to (1) ma jednoznaczne tzw. kanoniczne rozwiazanie
W zadane przez odpowiedni nieskonczony szereg. Dodajac pewne natural-
ne zalozenia podano w Theorem 1 (i nieco bardziej szczegélowym Theorem
5) warunki réwnowazne istnieniu nietrywialnego momentu wykladniczego
W. Nastepnie, zakladajac dodatkowo, ze supy |Ax| < 1 p.n. scharaktery-
zowano w Theorem 2 i 3 obszar skonczonosci transformaty Laplace’a W.
Najciekawszy i najbardziej delikatny w mojej opinii wynik tej pracy to The-
orem 4, gdzie podano warunki (w terminach zachowania rozktadu sup Ax w
otoczeniu 1) gwarantujace poissonowskie ogony zmiennej W. Wezesniej po-
dobne wyniki dla rekursji losowych uzyskali Goldie i Griibel oraz Hitczenko
i Wesolowski. Motywacja dla wynikdéw tej pracy jest badanie asymptotyki
ogona tzw. rozktadu Quicksort, ktéry pojawia sie jako granica odpowiednio
znormalizowanego czasu dzialania algorytmu sortowania n-liczb. Asympto-
tyke rozktadu Quicksort wczesniej wyprowadzit Janson, ale wyniki uzyskane
przez autoréw dziataja w wiekszej ogélnosci, obejmujac szersza klase rownan
(1).

W pracy [3] bada sie procesy galazkowe w losowym érodowisku (PGLS),



tzn. procesy (Zy)n>0 okreslone wzorem

Zn,
Zo=1, Znp1=Y &, n=0,1,...
k=1

gdzie dla kazdego n > 0 zmienne (£}')>0 maja wartosci naturalne, sg nieza-
lezne i maja jednakowy rozktad @,. Losowe Srodowisko Q = (Qr)n>0 to ciag
niezaleznych, jednakowo roztozonych miar losowych na liczbach naturalnych.
PGLS mozna uwazaé¢ za uogdlnienie klasycznego modelu Galtona-Watsona
odpowiadajacego przypadkowi jednopunktowego rozkladu miar Q;. PGLS
zostaly wprowadzone przez Smitha i Wilkinsona w 1969 roku i byly od tej
pory badane przez wielu probabilistéw. Gléwne wyniki pracy, sformutowa-
ne w Theorem 1 i 3 dotycza precyzyjnej asymptotyki wielkich odchylen dla
Zy, oraz Wy = Y }_ Zyp, tzn. dokladnych oszacowan prawdopodobienstw
P(Z, > e) i P(W,, > e) przy n — oo. Asymptotyka ta zalezy od zacho-
wania zmiennej A 1= E[Z1|Q1] = >52,7Q1(j). Warto dodad, ze zaréwno
Theorem 1 jak i Theorem 3 maja zaskakujaco proste zalozenia. Ponadto au-
torzy rozwazaja tez w przypadku podkrycznym Elog A < 0 (implikujacym
lim Z,, = 0 p.n.) wielkie odchylenia dla pierwszego osiagniecia przez procesy
Z = (Zy)1 W = (W,) poziomu t (Theorem 2 i 4). W badaniu proceséw
kluczowe role odgrywaja zmienne II,, = [[}_o Ax 1 Ry, = > j— [lx—1 — oczy-
wiscie II,, = A,1I,_1, zad zmienne R, maja ten sam rozklad co zmienne R}
spelniajace rekursje losowa R = A, R} _; + 1. Ponadto do zmiennych II,,
mozna stosowaé klasyczne oszacowania wielkich odchylen Bahadura-Rao i
Pietrowa.

W [4] analizowane sa bladzenia losowe w losowym $rodowisku (BLLS). W
tym modelu, najpierw losowo wybieramy $rodowisko, czyli ciag w = (wn )nez,
gdzie w, sa niezaleznymi zmiennymi losowych o jednakowym rozktadzie i
wartoéciach w (0,1). Przy ustalonym srodowisku w, ciag (Xp)n>0 jest bla-
dzeniem losowym po Z, startujacym z 0 i przechodzacym ze stanu ¢ do i+ 1
badz i—1 z prawdopodobienstwami odpowiednio w; oraz 1 —w;. Przy analizie
BLLS kluczows role odgrywaja zmienne losowe A, = 1;% ktére maja oczy-
wiscie jednakowy rozktad. Jesli Elog A, < 0, to zmienne X,, uciekaja p.n.
do nieskonczonosci, oraz jak wykazal Solomon (Annals of Probability 1975)
spelnione jest mocne prawo wielkich liczb lim,, o, X,,/n = v p.n. Kesten,
Kozlov i Spitzer (Compositio Math. 1975) wykazali Centralne Twierdzenie
Graniczne dla odpowiednio znormalizowanego X,, —vn. Nast¢pnie szereg au-
toréw (Dembo, Peres, Pisztora, Povel, Varadhan, Zeitouni) dowodzito loga-
rytmiczne szacowania wielkich odchylen. W [4] udowodniono asymptotycz-
ne doktadne oszacowania prawdopodobienstw wielkich odchylen, zaréwno w



przypadku balistycznym, gdy v > 0 (Theorem 1) jak i podbalistycznym, gdy
v = 0 (Theorem 2). Zalozenia obu twierdzen dotycza regularnosci rozkladu
zmiennych A, i sa zaskakujaco malo techniczne jak na tak doktadne sza-
cowania. Dowody oparte sa na analizie procesu gatazkowego z imigracjg w
losowym $rodowisku, ktéry mozna stowarzyszyé z BLLS. Jak juz bylo widaé
w [3] procesy takie sa Sci$le zwiazane z rekursjami losowymi, a do badania
ich precyzyjnej asymptotyki przydaja si¢ twierdzenia typu Bahadura-Rao.

Wszystkie prace sg bardzo tadnie napisane, przedstawione problemy sa
naturalne i dobrze umotywowane. Uzyskane wyniki maja precyzyjne i cal-
kiem eleganckie sformutowania (choé¢ oczywiscie w przypadku doktadnych
oszacowan ogonéw pewna technicznosé zalozen jest nie do unikniecia). Szcze-
gélowe dowody odlozono do dalszych czedci artykutéw, a w pierwszych ich
czedciach skupiono sie na przedyskutowaniu wynikdéw, najwazniejszych idei
dowodow i podaniu przyktadéw, co znakomicie utatwia lekture. Mimo, ze
moja tematyka badawcza jest doéé odlegta od prac zebranych w rozprawie,
czytalem je z zaciekawieniem i przyjemnoscia. Nalezy tez wspomnie¢, ze po-
dobng tematyka zajmuje sie wielu probabilistow, a wyniki rozprawy czesto
uogdblniaja rezultaty uzyskane wczesniej przez znakomitych matematykdow.

Rozprawa jest bardzo obszerna, ma dobrze ponad sto, gesto zadrukowa-
nych, stron, zawiera wiele delikatnych rachunkéw i zréznicowanych rozumo-
wan. Nie mialem niestety czasu sprawdzi¢ wszystkich dowodéw, ze wszyst-
kimi szczegdltami przeczytalem prace [2].

W [2] kluczowe jest szacowanie z géry transformaty Laplace’a ¥ zmiennej
W. Réwnanie (1) implikuje, ze funkcja ¥ spelnia réwnanie

(9) = E[&B ﬁ xII(Ake)]. (2)

k=1

Proste, ale bardzo uzyteczne spostrzezenie, zawarte w Lemma 2, pokazuje,
ze jeSli pewna inna funkcja @ jest tzw. superrozwiazaniem (2) na pewnym
przedziale I zawierajacym 0, to ¥ < ® na I. Przy dowodzeniu poszczegdl-
nych twierdzen trzeba oczywiscie zgadnaé¢ odpowiednio prosta funkcje .
Sformutowanie Lemma 2 jest odrobine nieprecyzyjne, brakuje w nim zato-
zenia (potrzebnego, gdy T} ma wartosci poza [0,1]), ze Tl C I p.n.

W [2] znalaztem tez nieco innych usterek, nie majacych jednak wigk-
szego wplywu na poprawno$¢ dowodéw. W Example 3 Zle jest policzone
P(U Uy > 1 —9), cho¢ rzad wielkosci sie zgadza. W Example 4 nie rozu-
miem dlaczego w linii -6 str. 41 oszacowano o(1)6, a(n-1) przez o(1) przy
0o — 0. Na stronie 45 Zle policzono trzecig pochodna funkcji G (co utatwilo
dalsze szacowania). Nieréwnos¢ z linii -13 str. 46 wykorzystuje zalozenie, ze



nie zachodzi zdegenerowana sytuacja N = 11 |Ti| = 1 p.n.. Na dole stro-
ny 48 w warunkach na £ suprema powinny by¢é brane po przedziale [0, 6*].
W szacowaniu (41) powinno byé w dwéch miejscach (602X, zamiast (X, co
wymusza nieco delikatniejsze dalsze szacowania (szczeéliwie czynnik £09¢%
jest wiekszy niz (6?3 dla 6 > 1 i odpowiednio duzego £).

Ogodlnie jednak moje drobne zastrzezenia nie wplywaja na bardzo wy-
soka ocene rozprawy. Szczegdlnie wartoSciowe wydaja mi sie wyniki [4] —
bladzeniami losowymi w losowym $rodowisku zajmuje sie wielu matematy-
kéw, Doktorantowi i jego Promotorowi udato sie uzyskaé bardzo gleboki i
dalece nieoczywisty w mojej opinii rezultat.

Nie mam zadnych watpliwosci, ze przedstawiona rozprawa spet-
nia z duzym naddatkiem wszelkie ustawowe i zwyczajowe wyma-
gania stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze o jej przyjecie i
dopuszczenie magistra Piotra Dyszewskiego do dalszej czesci prze-
wodu doktorskiego.

Na koniec chcialbym sie odnie$¢ do pytania o mozliwo$¢ wyrdznienia
recenzowanej rozprawy. OdpowiedZ nieco utrudnia fakt, ze wszystkie prace
wchodzace w sktad doktoratu sa wspotautorskie, a wszyscy wspdtautorzy
sg doswiadczonymi matematykami, o uznanym w $wiecie dorobku. Z dru-
giej strony, nie czesto sie zdarza, by doktorant, mial na etapie sktadania
rozprawy, publikacje z powazanym matematykiem z oérodka zagraniczne-
go. Z dostarczonych mi wraz z rozprawa o$wiadczen wnosze tez, ze wkiad
mgra Dyszewskiego w powstanie w kazdej z publikacji byl bardzo znaczacy,
zdecydowanie przekraczajacy 50%. Biorac pod uwage wysoki matematycz-
ny poziom, oraz réznorodno$é¢ uzyskanych wynikéw i stosowanych technik,
z pelnym przekonaniem, wnioskuje o wyrdznienie tej rozprawy.



