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Recenzja rozprawy doktorskiej Lahcena Oussiego
Twierdzenia graniczne dla bm-niezaleznych zmiennych
losowych i zagadnienia pokrewne

Rozprawa doktorska Lahcena Oussiego, napisana pod kierunkiem dr hab. Janusza
Wysoczanskiego, liczy 110 stron i sklada sie ze wstepu, 3 rozdzialéw oraz bibliografii.

Rozprawa dotyczy analogonéw pewnych twierdzen granicznych zwigzanych z mody-
fikacja (uogolnieniem) pojecia niezaleznosci monotonicznej w probabilistyce nieprzemi-
ennej, wprowadzonej przez Murakiego w roku 2001, zwang bm-niezaleznoscia. Jak
wiadomo, w probabilistyce nieprzemiennej istnieje kilka nieréwnowaznych pojeé¢ nieza-
leznosci. Najbardziej znanym pojeciem jest niezaleznosé wolna Voiculescu (freeness),
niemniej pojecie niezalezno$ci monotonicznej tez jest interesujace i ma tadne wtasnosci.
Jest ono zdefiniowane w przypadku gdy zbiér I indeksujacy rodzine niezaleznych po-
dalgebr {A; : i € I} danej algebry z jednoscia A jest liniowo uporzadkowany. Definicja
sprowadza sie do pewnej reguly rekurencyjnej na obliczanie momentéw mieszanych
zmiennych z tych podalgebr wzgledem znormalizowanego funkcjonalu liniowego ¢ na
A. Przytocze tu (najprostsza) definicje, ktérg podalem w 2004r., oparta o zasade
rozszerzonej interpretacji lokalnego maksimum w ciagu indeksow:

o XYZ-)=p(Y)p(---XZ--)

dla X € A,,Y € A;,Z € Ag, gdy i < j oraz j > k, przy zaloZeniu Ze maksimum
moze takze wystgqpi¢ na koncu przedzialu i wtedy jedna z nieréwnosci nie jest brana
pod uwage.

Rozszerzenie niezaleznoéci monotonicznej do przypadku zbioréw czedciowo uporzad-
kowanych zostato zaproponowane przez Janusza Wysoczanskiego w pracy [IDAQP 2010),
cho¢ byly tez prace wezeéniejsze dotyczace takiego modelu [IDAQP 2007, 2008]. Nieza-
leznosé ta zostala nazwana niezaleznoscig booleowsko-monotoniczng (w skrécie bm-
niezaleznodcia), poniewaz rozszerzenie niezaleznodci monotonicznej polega tu na tym,
7e rozne algebry, ktére sa poréwnywalne w porzadku zadanym na zbiorze I sa wzgle-
dem siebie monotonicznie niezalezne, natomiast gdy sa nieporéwnywalne, to sq wzgle-
dem siebie booleowsko niezalezne. Niezaleznos$é booleowska jest z kolei pojeciem, ktore
pojawilo sie wezeéniej i nawigzuje do pewnego iloczynu grup, zwanego regularnym
iloczynem wolnym, wprowadzonego przez Marka Bozejke.

Centralne twierdzenia graniczne dla zmiennych bm-monotonicznych byly badane w
réznych wersjach gtéwnie w pracach Janusza Wysoczartiskiego, ale Lahcen QOussi tez
ma tu swoj wklad. Przyktady takich twierdzen pojawily si¢ juz w pracy z 2007r.,
dodatnie stozki symetryczne byly badane w 2008r. i 2009r., natomiast pewne stozki
niesymetryczne byly badane w pracy Oussiego i Wysoczariskiego, przyjetej ostatnio do




druku w PMS. Ten ostatni fakt warto podkresli¢, zwlaszcza e praca ta nie wchodzi w
sktad rozprawy doktorskiej, aczkolwiek tematycznie do niej pasuje.

Rozdzial I rozprawy doktorskiej Lahcena Oussiego jest doéé obszerny i ma charakter
ogoblny, sg tu podane podstawowe definicje i pojecia probabilistyki nieprzemiennej, w
tym te odnoszgce sig do tematyki rozprawy, jak réwniez pewne fakty, ktére s dowodzone
poéZniej.

W Rozdziale II przedstawiony jest pierwszy gléwny wynik rozprawy: twierdze-
nie typu malych liczb dla zmiennych bm-monotonicznych indeksowanych dyskretnym
zbiorem I wzigtym z pewnych stozkéw dodatnich IT (Twierdzenie 2.3.3). Rozwazane sg
trzy typy stozkéw (Euklidesowe, Lorentza i dodatnio okre§lone macierze symetryczne).
W najprostszym, Euklidesowym przypadku, IT = Ri, I = N¢. Wynik ten jest analo-
gonem twierdzenia typu malych liczb z pracy Murakiego [IDAQP, 2001].

O ile u Murakiego badana jest asymptotyka momentéw sum monotonicznie nieza-
leznych zmiennych losowych

n
Sy=3 XM

i=1

przy zalozeniu malosei lim,_,o ngo((Xi("))P) = A > 0 dla kazdego p € N, o tyle w pracy
Oussiego bada sig¢ asymptotyke momentéw sum bm-niezaleznych zmiennych losowych,
indeksowanych nie przez liczby naturalne n € N, ale przez ¢ € I, tzn.

Se= Y. XS

PE[0£]NI

przy zalozeniu, Ze limg o (SUP epo,e¥(€)((X5)P)) = A > 0 dla kazdego p € I, gdzie
v(£) jest odpowiednio wyliczong objgtoscia przedziatu [0, £] zwang charakterystyka, ob-
jetosciows stozka.

W obu przypadkach mamy tréjkatne tabele zmiennych i ideologia jest podobna, ale,
w poréwnaniu z pracg Murakiego, wzrasta zlozonoéé obliczeniowa. Dowody Oussiego
opieraja si¢ na kombinatoryce partycji nieprzecinajgcych sie, w ktérych bloki sg etyki-
etowane elementami zbioru I w taki sposéb, ze "porzadek czesciowy w stozku jest kom-
patybilny z gtebokoscia blokéw". Rozklad graniczny jest opisany przez multitplikaty-
wng rekurencje na pewng funkcje na zbiorze partycji nieprzecinajgych sie V(7). Jest to
bm-odpowiednik rezultatu Murakiego, zmiana polega na tym, ze wzér jest odpowiednio
zmodyfikowany przez charakterystyke objetosciowsg v(£).

W rozdziale III znajduje sig¢ drugi gtéwny wynik rozprawy: konstrukcja bm-analogonu
rozktadu typu Poissona na dyskretnej bm-monotonicznej przestrzeni Focka, podob-
nej do dyskretnej monotonicznej przestrzeni Focka wprowadzonej przez Murakiego
w 1999, przy pomocy pewnego ciggu operatoréw oraz opis ich rozkladu granicznego
‘(Twierdzenie 3.3.5). Konstrukcja przypomina te zaproponowang przez Murakiego,
gdzie rozklad typu Poissona jest skonstruowany jako granica rozkiadéw ciggu opera-
toréw bedgcych odpowiednio znormalizowanymi sumami operatoréw kreacji, anihilacji
oraz liczby czastek na dyskretnej monotonicznej przestrzeni Focka. W pracy Oussiego
rozwazane sg analogiczne sumy, ale z normalizacjg zadang przez charakterystyki obje-
tosciowe stozkéw tych samych trzech typéw, co w przypadku twierdzenia matlych liczb.




Rozklady graniczne sg opisane przy pomocy nieprzecinajacych sig partycji, ktére majg,
tylko bloki dwuelementowe lub singletony, ktére nie sa blokami zewnetrznymi.

Uzyskane wyniki sg wedlug mojej wiedzy nowe i wartoéciowe. Sa one naturalnymi
odpowiednikami rezultatéw Murakiego i w tym sensie mozna powiedzieé, ze nie sg
zaskakujgce. Niemniej, model niezaleznosci badany przez Oussiego posiada bardziej
zlozong strukture z uwagi na zastapienie linjowego porzadku porzadkiem czeSciowym.
Fakt ten sprawia, ze uzyskanie wynikéw staje sie trudniejsze i wymaga umiejetnego
zapanowania nad zloZonoscig modelu, w tym odpowiedniego uwzglednienia wplywu
charakterystyk objetosciowych stozkéw na wyniki koficowe. Ten element wydaje sie
istotnym osiggnigciem kandydata do stopnia doktora. Rozprawa zawiera wiele do$é
szczegblowych dowodéw algebraiczno-kombinatorycznych, ktére sg w zdecydowanej wigk-
szodci przeprowadzone prawidlowo, choé mam tu takze pewne uwagi, o ktérych pisze
ponize;j.

Przedstawie teraz kilka tych wazniejszych, pozostale zalgczam do recenzji. Tak wiec,
w dowodzie Lematu 2.4.3 jest pewien blad: nie jest prawdziwe zdanie: "If, at some step,
we get the factor ¢(Z;), then we shall also have the factor ¢(Z;)". Niemniej, mozna ten
blad doé¢ tatwo naprawié, lemat jest prawdziwy, tak wiec jest to btad bez konsekwencji.
Druga uwaga dotyczy operatoréw typu Poissona z Sekcji 3.3, ktére Kandydat omawia
doéé szczegblowo na stronach 84-91: operatory te sg znane, pojawily sie juz w pracy Mu-
rakiego (Ref.[26]) i wigkszo§é wynikéw z tej Sekcji jest tam podana, w tym ich rozklad.
Nalezaloby to w sposéb jawny zaznaczyé, poniewaz mozna odniesé wrazenie, ze wyniki
te sg elementem rozprawy. U Murakiego dowodu wprawdzie nie ma, jest natomiast
zdanie, ze latwo jest obliczenia wykonaé, podana jest funkcja generujaca momenty oraz
miara. Rzeczywiécie, mozna zauwazy¢, ze Lemat 3.3.2 jest w zasadzie oczywisty, mozna
wiec jego (dosé diugi) dowdd pomingé, zwlaszcza ze za chwile pojawia si¢ w bardzo
podobnej, ogélniejszej wersji (dla réznych &) jako Lemat 3.4.3. Z kolei rekurencje z
Propozycji 3.3.1 tez mozna bezposrednio uzasadni¢ przy pomocy diagraméw, nie jest
potrzebny (bardziej skomplikowany) dowdd ze strony 89. Proste wyliczenia dajg wte-
dy Lemat 3.3.3. Tak wiec, mozna zrozumieé, dlaczego Muraki dowodéw nie zamiescit.
Jesli chodzi o Lemat 3.4.5, wydaje mi sie, ze mozna momenty odzworowaé na drogi
Motzkina i wynik jest wtedy raczej jasny. Zaprezentowany dowod wydaje si¢ byé zbyt
dlugi. Ogoélniej, wydaje sig, Ze rozprawa moglaby by¢ przedstawiona bardziej zwigzle,
co byloby dla niej korzystne. Badany model jest zlozony, ale jednak nieco prostszy niz
sugerujg to niektére rozbudowane dowody faktéw, ktére nie sg charakterystyczne dla
modelu, ale majg bardziej ogélny charakter. Dotyczy to zwlaszcza rozdziatu 3, ktéry
mozna byloby skrécié o co najmniej 10 stron.

Od strony redakcyjnej, praca posiada doéé czeste usterki w postaci bledéw gramaty-
cznych, stylistycznych, literéwek i interpunkcyjnych, typowych dla oséb, dla ktérych
jezyk angielski jest jezykiem obcym (w niekérych miejscach tekst wychodzi poza mar-
gii:es). Wymienienie ich wszystkich w tym miejscu nie byloby mozliwe i nie wydaje sig
konieczne. Czytajac rozprawe, mialem wrazenie, ze redakcji tekstu doktorant poswig-
cit jednak nieco zbyt mato uwagi lub ze pracowal pod presjg czasu. Przypuszczam, ze
wyslanie wynikéw do redakcji czasopisma i uzyskanie recenzji pozwolitoby wielu usterek
unikngé i poprawié jakosé tekstu i jest to zawsze godne polecenia. Niemniej, mimo ze
uwazam forme prezentacji za istotng, uznalem, ze stabosci tego typu sg drugorzednej



wagi i przeszedlem nad nimi do porzadku dziennego.

Pozwole sobie przejsé do konkluzji. Rozprawa Lahcena Oussiego, podobnie jak
praca przyjeta do druku w PMS, dotyczy twierdzeri granicznych w modelu mieszanej
niezalezno$ci w probabilistyce nieprzemiennej. Tematyka zwiazkow i interpolacji migdzy
réznymi pojeciami niezaleznoéci w tej teorii, jak rowniez ich rozszerzen, jak w tym
przypadku niezaleznosci monotonicznej, jest w moim przekonaniu istotna i aktualna.
Jest wiele osrodkéw na $wiecie, gdzie podobna tematyka jest uprawiana. Mamy tez
istotny wkiad uczelni wroctawskich do problematyki niezaleznosci. Wiadomo, ze w
centrum probabilistyki nieprzemiennej jest probabilistyka wolna Voiculescu, ale inne
rodzaje niezaleznoéci, w tym niezaleznosé monotoniczna i booleowska, tez sy czesto
badane, i choé probabilistyka bm-monotonicza nie jest moze w gléwnym nurcie badan,
nie umniejsza to osiggniecia Kandydata.

Wyniki przedstawione w pracy sa wedlug mojej wiedzy nowe i sadze, ze zostang w
niedalekiej przyszlosci wystane do czasopisma i opublikowane. Doktorant posiada juz
jedng prace wspolautorska z tematyki CTG dla tego modelu, ktéra jest przyjeta do
druku, co nalezy ocenié¢ pozytywnie, mimo ze wyniki te nie wchodzg w skiad rozprawy.

Jak juz wspomnialem, model bm-niezaleznosci badany od strony twierdzen typu
Poissona przez Lahcena Oussiego, jest zlozony od strony techniczej (zwlaszcza kom-
binatorycznej, powiazanej z charakterystykami objetosciowymi). Uzyskanie konkret-
nych rezultatéw nie jest tu tatwe z uwagi na zlozonos¢ struktury, trzeba wiec rozwazaé
okreslone przypadki. Tak wiec, wykazanie, Ze opis kombinatoryki rozkladéw granicz-
nych jest podobny do tego, ktory przedstawil Muraki dla niezalezno$ci monotonicznej,
jest interesujgce i w pewnym stopniu poszerza nasze rozumienie probabilistyki mono-
tonicznej. Doktorant dobrze radzi sobie ze ztozonoscia modelu, choé niektére dowody
mozna istotnie uprodcié lub pominaé.

Uwazam, ze rozprawa Lahcena QOussiego spelnia ustawowe wymogi niezbedne do
ubiegania sie o stopieri doktora nauk matematycznych i wnioskuje o dopuszczenie au-
tora pracy do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Wroctaw, 16.08.2019
Romuald Lenczewski
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Uwagi
1. Na stronie 6 pod calks powinno by¢ f(w).

2. Nieprecyzyjna jest definicja momentéw mieszanych (Definicja 1.2.17), Powinno
by¢ raczej co§ w rodzaju: For given r.v. ay,...,a, € A, the family {¢(a;, -+ ai,) :
1 <iy,....0 < n,n > 1} is called the family of joint moments of ay,. .., ay.

3. Na stronie 12 wydaje sie, Ze powinna byé mowa (linia 3) o C*-probability space,
a nie o noncommutative probability space, to ostatnie pojecie jest czysto alge-
braiczne, a pojawiaja sie nizej takie pojecia jak (zwarte) spektrum, twierdzenie
Riesza, etc.



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

. Nie jest dla mnie jasne, czy pojecie inner block dla dowolnej partycji, tak jak to

jest zdefiniowane w Definicji 1.5.1, wraz z definicja outer block jako bloku, ktére
nie jest wewnetrzny, jest poprawne. Na pewno wszystko jest dobrze dla partycji
z klasy NC' i raczej przy tej klasie bym pozostal, zwtaszcza, ze nic innego nie jest
potrzebne.

. W Uwadze 1.7.2, punkt (3) nic jest precyzyjny (nic mozna tu méwié o d = 0

jako szczegblnym przypadku, bo d > 1, mozna jedynie powiedzie¢, ze akurat
rekurencja dla liczb Catalana ma taka postac).

Na stronie 36 powinny by¢ wszedzie n, a nie N.

Wydaje mi si¢, ze pojecie "monotone product of two basis vectors" nie jest
potrzebne.

. W Definicji 2.2.3 nie jest mozliwe, aby dla p # p’ bylo B(p) = B(p').

Definicje 2.2.3, 2.2.6 oraz 2.2.8 dobrze byloby potaczyé¢ i zrezygnowaé z definiowa-
nia "label set of a partition" (2.2.6), zwlaszcza, ze wykorzystywany jest jedynie
"label sequence of a partition" (2.2.8).

Na stronie 50, po Definicji 2.3.1, warto byloby méwié o "rozktadzie 7 na niere-
dukowalne skladowe".

W Sekcji 2.4.1 uwazam, ze skoro symbole C(p;) oraz C(p) zalezg od 7, powinno
byé¢ to jednak napisane, tzn. C(u;, ) oraz C(u, ).

Na stronie 55, nier6wno$é na C(p) nie zachodzi dla wszystkich £ , ale dla odpowied-
nio duzych, to trzeba zaznaczy¢; nieco nizej w granicy brakuje czynnika 2.

Niezbyt klarowna jest argumentacja pod wzorem (2.17) w dowodzie Lematu 2.4.5,
niemniej jest to by¢ moze jedynie niezrecznosé jezykowa, lemat jest prawdziwy.

We wzorze (3.2) powinno by¢ V (A, «).

W Definicji 3.1.2 powinno byé m = {Bj,..., Bi}, a pod koniec definicji powinno
byé n zamiast u.

Wydaje mi sie, ze w Uwadze 3.1.4 nie jest prawda, Ze zbiory, o ktérych tu mowa,
si¢ pokrywaja, cho¢ maja rzeczywiscie taka sama liczbe elementéw, co wystarcza.

Wydaje mi si¢, ze w Rozdziale 3.2.1 nalezy zalozy¢, ze g¢ L Q. Skadingd wtedy
Uwaga 3.2.1 jest zbedna, poniewaz w wyliczeniach si¢ nie pojawia ten przypadek
(w pracy Wysoczanskiego sa ogélniejsze operatory i tam taka uwaga jest zasadna).
Jezeli z kolei nie zaktadaloby sie, ze g¢ L 0, co jest mozliwe, to nie zgadzaja sig
pewne dalsze wyliczenia, wicc sadze, ze jednak to zalozenie jest robione.

Jezeli sprzezenie w iloczynie skalarnym jest na drugiej osi, tak jak pokazujg
wyliczenia ze strony 76, to operatory anihilacji nie sg liniowe, potrzebne jest wige

- ustalenie jednolitej konwencji, na ktoérej osi jest sprzezenie.
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