Recenzja rozprawy doktorskiej
magister Alicji Kolodziejskiej

Spacery losowe w rzadkim losowym Srodowisku

Rozprawa doktorska Pani mgr Alicji Kotodziejskiej dotyczy zagadnien zwigzanych z twier-
dzeniami granicznymi dla spaceréw losowych w losowych osrodkach. Wyniki zawarte w
rozprawie dotycza dwdch zagadniefi: 1) twierdzefi granicznych typu quenched, lub weak
quenched, dla pozycji oraz czaséw przejScia dla czastki wykonujgcej spacer i1 2) twierdzen
typu annealed dla tzw maksymalnych czasow lokalnych. Zagadnienia te rozpatrywane sg w
Srodowiska z tzw. rzadkg losowoScig (ang. sparse randomness)

Spacer losowy rozpatrywany w rozprawie jest to proces stochastyczny (X, ),>0 z czasem
n bedacym nieujemng liczbg catkowita, przyjmujacy wartoSci na kracie catkowitoliczbowe;j
Z. Prawdopodobienstwo przejscia z pozycji k do pozycji k + 1 zalezy od tego czy czastka
znajduje si¢ w tzw miejscu zaznaczonym (marked site), czy tez w miejscu “zwyklym”. W
tym drugim przypadku prawdopodobiefistwa przej$cia do sasiednich miejsc wynoszg 1/2.
Jesli czastka jest w miejscu zaznaczonym to prawdopodobienstwa przejScia dane sg przez
zmienne losowe A € (0, 1) - prawdopodobiefnstwo ruchu w prawo, oraz 1 — A - prawdopodo-
biefistwo ruchu w lewo. Waznym obiektem wskazujacym, w ktora strong¢ czastka preferuje
ruch jest iloraz p = % W przypadku miejsc niezaznaczonych p = 1, za§ w miejscach
zaznaczonych p jest zmienng losowg (p < 1 oznacza tendencj¢ do ruchu w prawo). Wybdr
miejsc zaznaczonych dokonywany w nastgpujacy sposéb. Losujemy niezaleznie zmienne
losowe &y, ¢ € Z o warto$ciach w liczbach naturalnych dodatnich, opisujagcymi separacje
pomigdzy punktami zaznaczonymi na kracie. Przyjmujemy, iz miejscami zaznaczonymi sg
So=0,8,=>7,,&.n>0iS, = Egznﬂ & ,n < 0. W miejscach tych okre§lamy praw-
dopodobienstwa ruchu w prawo jako zmienne losowe A, o warto$ciach w przedziale (0, 1).
Zaktadamy, iz wektory losowe (&;, \;), ¢ € Z sa niezalezne o jednakowym rozktadzie. Tego
typu Srodowisko, w polskim tlumaczeniu, nazwa¢ mozna Srodowiskiem z rzadka losowoScig
(ang. sparse random environment). Srodowiska te uogélniaja osrodki, dla ktérych wszystkie
miejsca sg zaznaczone & = 1, ¢ € 7Z, wprowadzone do literatury probabilistycznej przez
M. Kozlowa w pracy [Koz73] i nieco pdzniej przez F. Solomona, w pracy [28]. OSrodki

tego typu nazywane s3 w literaturze typu i.i.d., ze wzgledu na spos6b wyboru zmiennych
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losowych opisujacych prawdopodobiefnstwa przejScia. Od tego czasu zagadnienie btadzenia
przypadkowego na kracie z losowoScig typu i.i.d. byto intensywnie badane.

Wyniki pracy dotycza przypadku spaceréw tranzytywnych, t.j. takich, ze lim,,_, ;. X,, =
~+00. Warunkiem gwarantujagcym tranzytywnoS¢ jest Elog p < +o0 (gdzie p = %). w
przypadku oSrodkéw typu i.i.d. charakteryzacja granicznego rozkfadu skalowanego poto-
zenia czastki 1 jej czasOw przejScia, w zaleznoSci od rozktadu zmiennej losowej p, podana
byta przez Kestena, Kozlowa i Spitzera w pracy [18]. Ze wzgledu na dwa Zrédta losowosci
(oSrodek 1 wybor Sciezki spaceru) powstaje naturalne pytanie o wersje twierdzenia granicz-
nego. Jesli zbieznoS¢ rozktadow funkcjonatu zachodzi wzgledem produktowej miary proba-
bilistycznej, to mOwimy o tzw typie annealed twierdzenia granicznego. Taki charakter majg
np wyniki [18]. Gdy natomiast zbiezno$¢ zachodzi prawie na pewno wzgledem losowosci
osrodka, to méwimy o tzw wersji quenched twierdzen granicznych. W przypadku i.i.d. ta
wersja zachodzi w przypadku gdy rozktad graniczny jest normalny, patrz [1] oraz [Gol27].
Wersja quenched moze jednak nie zachodzi¢ w przypadku gdy granica nie jest zmienng lo-
sowg gaussowska, patrz [21], [24]. W pracy [23] wprowadza si¢ pojgcie twierdzenia granicz-
nego typu weakly quenched. W tym przypadku badana jest zbiezno$¢ wg rozktadu (na prze-
strzeni miar nad R) losowych dystrybuant funkcjonatu (potozenia spacerowicza, lub scentro-
wanych czaséw przejscia) do pewnych rozktadéw granicznych zadanych na przestrzeni miar.
Autorka podejmuje w swojej rozprawie temat quenched i weakly quenched wersji twierdzen
granicznych w przypadku Srodowisk z rzadka losowoscia.

Pierwszy wynik rozprawy -Twierdzenie 3.2.1- dotyczy centralnego twierdzenia granicz-
nego (CTG) w wersji quenched (t.j. prawie na pewno wzgledem Srodowiska losowego) dla
spacerow losowych przy zalozeniach (3.2.1) dotyczacych gestoSci punktdw zaznaczonych
(marked points) oraz wielkoSci ilorazu p prawdopodobiefistw wykonania przez czgstke kroku
w prawo wersus prawdopodobiefistwo kroku w lewo. Waznym jest tutaj fakt istnienia mo-
mentu rzgdu 2(1 + 0), przy 6 > 0 dla ilorazu oraz momentu rzgdu 4(1 + ¢) dla separacji
pomiedzy punktami zaznaczonymi. Ponadto zaktada si¢ tez istnienie 2(1 + §) -ego mo-
mentu dla iloczynu tych wielkosSci. Dowo6d Twierdzenia 3.2.1 uzyskany jest przez adaptacje
argumentu z pracy [15] dla odpowiednich spaceréw losowych w Srodowiskach typu i.i.d.
W Twierdzeniu 3.2.2 podano CTG, takze w wersji quenched dla T’s,, - czaséw pierwszego
przejscia przez punkty zaznaczone.

Wyniki Rozdziatu 4 rozprawy dotycza sytuacji, w ktdrej miejsca zaznaczone wystepuja
rzadko. Ogony rozktadu zmiennych losowych &, s3 tym przypadku opisywane przez funkcje
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potegowa z wyktadnikiem 5 € (0,4), patrz wzor (4.2.1). W Twierdzeniu 4.2.1 sformuto-
wana jest staba zbiezno§¢ losowych rozktadéw odpowiednio skalowanych oraz scentrowa-
nych czaséw przejScia do pewnego rozkladu granicznego. Rozktad ten odpowiada losowej
mierze probabilistycznej na R zbudowanej przy pomocy miary poissonowskiej o zadanej in-
tensywnosci 1 ciggu i.1.d. zmiennych losowych odpowiadajacych rozktadowi czasu wyjscia
ruchu Browna z odcinka [—1, 1], patrz wz6r (4.2.3). Twierdzenie to dotyczy o§rodkéw, dla
ktérych wyktadnik 3 charakteryzujacy cigzar ogonéw rozktadu zmiennej opisujacej separa-
cje miejsc zaznaczonych nalezy do przedziatu (1,4), patrz wzor (4.2.1). Wowczas warto$¢
oczekiwana zmiennych &, jest skonczona. Czynnik skalujacy a,, zalezy od wyktadnika [3.

Twierdzenie 4.2.2 méwi o sytuacji granicznej tzn gdy E§ = +oc oraz f = 1. W tym
przypadku teza twierdzenia zblizona jest do tezy Twierdzenia 4.2.1. Wynik zawarty w Twier-
dzeniu 4.2.3 dotyczy przypadku gdy punkty zaznaczone wystgpuja rzadko, t.j. E¢ = +o0
oraz 0 < 8 < 1. Graniczny element losowy opisany jest wtedy przy pomocy miary losowej
utworzonej na punktach skoku [-stabilnego subordynatora. Kontrastuje to z przypadkiem
rozpatrywanym w Twierdzeniu 4.2.1, gdzie ze wzgledu na to, iz punkty zaznaczone wyste-
powaly czgsto, do opisu miary losowej potrzeba byto uzy¢ losowej miary poissonowskie;j.
Zmienia si¢ takze czynnik skalujacy. Wynosi on n? i jest niezalezny od indeksu 3. Twier-
dzenie 4.2.4 méwi, o tym, iz cigg miar losowych rozpatrywany w poprzednich Twierdzeniach
4.2.114.2.3,nie jest zbiezny prawie na pewno, ze wzgledu na losowos¢ Srodowiska, w me-
tryce Prochorowa. Nie zachodza wigc twierdzenia graniczne typu quenched, a wyniki typu
weakly quenched sa w tym sensie optymalne.

Jesli chodzi o metode dowodu Twierdzen 4.2.1-4.2.3, to opiera si¢ ona o szczegétowa ana-
liz¢ czaséw przejScia przez kolejne miejsca zaznaczone. Funkcjonaly te rozktada sig, patrz
prolog do Sekcji4.3,na czgs¢ Tg , ktéra dominuje, i jest sumg zmiennych losowych niezalez-
nych o tym samym rozktadzie (spacer odwiedza tylko miejsca pomiedzy kolejnymi punktami
zaznaczonymi) oraz cze¢$¢ zaniedbywalng bedaca sumg zaleznych zmiennych losowych. W
tym ostatnim przypadku spacer moze si¢ cofa¢ do miejsc poprzednio odwiedzanych generu-
Jjac zaleznoS$¢ pomigdzy sktadnikami. Ten scenariusz nie realizuje si¢ jednak zbyt czesto, ze
wzgledu na dryf w prawo, patrz Lemma 4.3.3. Dokfadna charakteryzacja ogonéw wariancji
quenched zmiennej losowej T podana jest w Corollary 4.3.2. Dowdd twierdzef granicz-
nych prowadzi si¢ przez argument z uzyciem metody couplingu. Podany jest on w Sekcji 4.4
1 sprowadza sytuacj¢ do przypadku zmiennych losowych niezaleznych, patrz dowé6d Propo-
sition 4.4.1. Rozwazania stajg si¢ bardziej techniczne w przypadku gdy 5 € (0, 1].



W ostatnim rozdziale rozprawy autorka rozwaza zagadnienie asymptotyki, gdy n — +o0,
rozktadu maksymalnej liczby odwiedzin punktow kraty, & < n przed pierwszym przejsciem
przez potozenie n. Wynik zawarty w Theorem 5.2.1 dotyczy sytuacji gdy punkty zaznaczone
wystepuja czesto, t.j. w szczegdlnosci istnieje moment rzedu o V 1 zmiennej opisujacej se-
praacje. Pozostate zatozenia zawarte s3 w sformutowane;j hipotezie (A). W Theorem 5.2.2
podany jest podobny wynik przy nieco innych warunkach, patrz hipoteza (B). Lemma 5.2.3
mowi, iz w przypadku gdy istnieje moment dla separacji, to skalowane rozktady maksymal-
nej liczby odwiedzin punktéw kraty, przed potozeniem 7 i n-tym potozeniem zaznaczonym
roznig si¢ tylko czynnikiem statym w wyrazeniu opisujagcym rozktad graniczny. Do dowo-
doéw Theorem 5.2.1 oraz Theorem 5.2.2 przeprowadzonych odpowiednio w Sekcjach 5.4 i
5.5, uzywa pewnego procesu gatgzkowego, ktérego konstrunkcja i wtasnoSci opisane sg w
Sekcji 5.3. Dowody te sa doS¢ techniczne i pokazuja, iz doktorantka Swietnie sobie radzi
uzywajac zaawansowanych narzedzi potrzebnych do ich przeprowadzenia.

Podsumowanie

Przedstawiong mi rozpraw¢ doktorskg oceniam bardzo wysoko. Zaproponowany mo-
del btadzenia przypadkowego z rzadkimi miejscami losowymi jest ciekawy i prowadzi do
nietrywialnych rezultatéw. Srodowiska tego typu charakteryzuja sie brakiem jednorodnosci
rozktadow (t.j. rozklad Srodowiska nie jest niezmienniczy ze wzgledu na grupe przesuni¢é
dzialajacq na kracie). Tematyka rozprawy jest wazna i znajduje si¢ w centrum zainteresowan
badawczych probabilistéw pracujacych w czotowych osrodkach naukowych na Swiecie.

Praca jest zaawansowana technicznie, co dowodzi, iz doktorantka potrafita opanowac trudne
narzedzia uzywane w tej dziedzinie. Dowodem tego, iz wyniki zawarte w rozprawie s wazne
jest tez fakt, iz czgSc z nich ukazata si¢ w bardzo dobrym czasopi§mie probabilistycznym ja-
kim jest Electronic Journal of Probability.

Uwagi

e W redakcji rozprawy podoba mi si¢ fakt, iz kazdy z rozdziatéw zaopatrzony jest w
prolog, w ktérym przedstawiona jest tematyka danego rozdziatu i oméwione sg skro-
towo wyniki w nim zawarte.

e W wypowiedzi Twierdzef 3.2.1 oraz 3.2.2, warto byloby poda¢, iz wariancje o i 0
granicznych rozktadéw normalnych nie zaleza od w. Wynika to zdowodéw, ale warto
bytoby uwzgledni¢ ten fakt w wypowiedzi twierdzen.
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e Praca jest chwilami trudna do czytania. Autorka kilka razy odnosi si¢ w niej do pojec
niewprowadzonych, np 7" (S, Sk+1) na str 11, Fi(j, m) na str 13... Nie utatwia to
lektury rozprawy.

o Wypowiedzi warunkéw, np zatozen sformutowanych w rozdziatach 4 i 5 mozna by-
foby sprébowac zaopatrze¢ w intuicje zwigzane z nimi. Brakuje mi troch¢ takich
wyjasnien.

e Czy co$ mozna powiedzie¢ o przypadku gdy (&, A¢), ¢ € Z jest jedynie stacjonarny
(niekoniecznie i.i.d.)?

e Intryguje mnie warunek Ep® = 1 w zalozeniu (A) na str 52. Czy istnieje jaka$ intu-
icja, ktéra za nim stoi?

e Na str 53 znajduje si¢ uwaga, iz w przypadku gdy zachodzi zalozenie (B) oraz Ep® =
1,to E£Y = +00. Czy autorka mogtaby to wyjasnié?

e Czy mozna poréwnaé wyniki zawarte w Theorem 5.2.1 1 Theorem 5.2.27

e Ta uwaga odnosi si¢ do wzorow (2.2.1), (2.2.2), a takze do innych cze¢sci technicz-
nych wynikéw zawartych w rozprawie (np Lemma 2.3.3). Czy istnieje jakas intuicja
odnoszaca si¢ do wprowadzonych w tych wzorach wielkoSciach, np R;, W;. Napi-
sanie paru stéw o tym pomogtoby znacznie czytelnikowi rozprawy.

e Lemma 2.2.2. Przydaloby si¢ wigcej szczegdtéw jak wzory (2.2.5) wynikajg z rekur-
sji wyprowadzonej w dowodzie. Doktorantka wyjaSnita mi detale poprzez wymiang
mejlowa.

e p. 11,dow6d Lematu 2.3.1. Co to jest 7" (S, Sk1)?

e p. 12. Uwaga terminologiczna. Wydaje mi si¢, ze formal proof (2.3.1), nie uwzgled-
niajacy potrzeby pokazania, iz momenty s3 skoficzone, etc, zostat juz przeprowa-
dzony. Krok, w ktérym dowodzi si¢ brakujacych faktow nazywa sie chyba rigorous
proof.

e p. 13,dowdd Lematu 2.3.3. Utatwitoby czytelnikowi wskazanie w paru stowach jak
(2.3.8)1(2.3.9) wynikajg z Lematu 2.1.1. Co to jest Fy.(j,m)?

e p. 15, moze warto wyjasni¢ dlaczego r () jest wypukta.

e p. 16, co to jest M,,((0, +00))?

e Autorka powinna w jasny sposéb oddzieli¢ swoje (nowe) wyniki od tych pochodza-
cych z literatury. Np uzywanie symbolu * przy wynikach cytowanych bardzo by
pomogto. Jako czytelnikowi ciezko byto mi dokonac rozrdznienia.

e p. 25, po wzorze (4.1.1) wypadatoby napisaé, iz Ef = 1/2. Pomogtoby to w zrozu-
mieniu dlaczego zmienna losowa ), x;(26 — i — 1) jest scentrowana...



e p. 26, po wypowiedzi zatozen (4.2.2) przydataby sie jakas intuicja co do ich znacze-
nia. Czy warunki te sg optymalne?

e W uwadze po wzorze (4.2.2) Without loss of generality... warto byloby napisaé dla-
czego mozna zatozy¢ rzeczone warunki bez straty ogélnoSci rozwazan.
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