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Rozprawa mgr. Adama Kaszubowskiego zajmuje sie problemem optymalnej wyplaty
dywidendy, gdy bazowym procesem jest ujemnie spektralny proces Lévy’ego. Pro-
blem ten datuje swoje poczatki w matematyce stosowanej od pracy de Fineti’ego z
1957 roku [3]. Od tego czasu powstaje wiele artykuléw na ten temat, a lawinowy ich
wzrost zaczyna sie od wykorzystania identycznosci fluktuacyjnych korzystajacych z
funkcji skalujacych dla spektralnie ujemnych proceséw Lévy'ego.

Przechodzgc do szczegdléw rozprawa sklada sie ze wstepu, trzech rozdzialow i
bibliografii. We wstepie autor zarysowuje badane problemy, w szczeg6lnosci przed-
stawia rodzaje ruiny badane w pracy i rozwazane procesy bazowe w modelach. Po-
nadto doktorant dokladnie przedstawia swéj wkiad do wspélautorskich publikacji i
ttumaczy dlaczego rozwazany proces w rozdziale drugim jest inny (zmodyfikowany)
niz proces w artykule, na ktoérym opiera sie praca.

Rozdzial pierwszy przedstawia definicje, podstawowe wlasnoéci i przyktady pro-
ceséw Lévy’ego. Ponadto opisane sg procesy Markowa, pélgrupy przejécia dla pro-
ceséw Markowa i ich operatory infinitezymalne. Nastepnie autor definiuje funkcje
skalujace dla spektralnie ujemnych proceséw Lévy’ego i podstawowe identycznosci
fluktuacyjne dla czaséw wyjscia dla spektralnie ujemnych proceséw Lévy’ego. Opi-
sane sg réwniez wiasnosci funkeji skalujacych i ich postaé dla liniowego procesu
Wienera, klasycznego procesu ryzyka i proceséw stabilnych Lévy’ego. W nastep-
nym podrozdziale autor prezentuje rozwigzanie problemu optymalnej dywidendy
dla spektralnie ujemnego procesu Lévy’ego na podstawie artykutu Loeffena [6] cytu-
jac réwniez tzw. lemat weryfikacyjny (nieréwno$é Hamiltona-Jacobi’ego-Bellmana).
W ostatnim podrozdziale prezentowane sg elementy rachunku stochastycznego tzn.
wahanie kwadratowe semimartyngatu, wzér It6 dla semimartyngaléw i jego uogdl-
nienia. Podsumowujgc, wstep i rozdzial pierwszy wydaje sig, ze zostaly dosé jasno
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i zgrabnie przedstawione. We wstepie brakuje pogladowego rysunku jak wyglada
trajektoria procesu wstepnie rozwazanego w artykule Czarna, Kaszubowski [1] i tra-
jektoria procesu zmodyfikowanego rozwazanego w rozdziale drugim a przynajmniej
rysunek trajektorii procesu R dla zadanego X . Ponadto przy definicji tzw. bankruc-
twa omega we wstepie dobrze byloby podaé przyklad funkcji w; w definicji funkeji
w bo tak naprawde nie wida¢ czym jest ten rodzaj ruiny. Jesli proces X jest ponizej
poziomu d (rozumiem, ze d jest ujemne) nastgpuje od razu ruina, natomiast powyzej
poziomu d mamy w szczegdlnym przypadku skumulowang ruine paryska po losowym
wyktadniczym czasie.

W rozdziale drugim doktorant rozpatruje zatamany proces Lévyego z wyplatg
dywidendy, kosztami transakcyjnymi przy wyplacie dywidendy i bankructwem okre-
$lonym poprzez ruing paryskg. Najpierw cytowane sg wyniki dla problemu wyjécia
dla zalamanego spektralnie ujemnego procesu Lévy'ego. Nastepnie rozwazana jest
tzw. ruina paryska i prezentowane sg rozwigzania dla problemu wyjécia przed zaj-
Sciem ruiny paryskiej. W podrodziale 2.4 doktorant wprowadza do modelu proces
wyptaty dywidendy wraz z kosztami transakcyjnymi i to okresla nowy model do tej
pory nierozpatrywany. W tym miejscu brakuje mi dokladnej interpretacji ekonomicz-
nej poszczegolnych proceséw. Rozumiem, ze proces bazowy X (spektralnie ujemny
proces Léyy’ego) opisuje nadwyzke finansowa (rezerwe) danego portfela ubezpie-
czeniowego. Autor okresla go tylko jako proces nadwyzki (surplus process). Tu nie
rozumiem czym jest zalamanie procesu z dryfem ¢ > 0 bo jest ono podobnie jak dy-
widenda odejmowane a autor pisze, ze jest to zastrzyk finansowy dla firmy ubezpie-
czeniowe] jesli rezerwy sq ponizej zera. Natomiast w réw. (2.7) mamy —4 Tiyr>oydt.
Jesli proces X mialby opisywa¢ tzw. nadwyzke roszczen (nadwyzke roszczen nad
wplywami) wtedy nie powinniémy odejmowaé procesu dywidendy. Tak wiec w tej
czesci pracy wydaje mi sie, ze brakuje solidnej interpretacji ekonomiczno-praktycznej
poszczegdlnych proceséw stochastycznych i ich sktadowych. Mam nadzieje, ze dokto-
rant postara sie to wyjasni¢ w czasie obrony. Nastepnie wprowadzona zostaje rodzina
strategii impulsu z progami ¢; i ¢y (jesli proces nadwyzki finansowej przekroczy c,
to wyplacana jest dywidenda do poziomu ¢;), do ktérej zostaje zawezony problem
optymalizacyjny tzn. maksymalizacja §redniej zdyskontowanej wyplaty dywidendy
z kosztami transakcyjnymi do momenty wystapienia ruiny paryskiej. Kluczowy jest
tu lemat weryfikacyjny (Lemat 2.4.6) dla tak okreflonego modelu, ktéry zostaje
udowodniony przy uzyciu wzoru Bouleau i Yora (rozszerzona wersja wzoru Itd) a
nastepnie twierdzenie 2.4.10 wyznaczajgce optymalng, strategie impulsu. W ostatnim
podrozdziale prezentowane sg dwa przyklady - liniowy ruch Browna i klasyczny pro-
ces ryzyka z wykladniczymi roszczeniami. Dla liniowego ruchu Browna zostaje poka-
zane, ze istnieje jedna optymalna para barier ¢; i co. Nastepnie doktorant wyznacza
optymalne bariery w zaleznosci od kosztéw transakcyjnych dywidendy f, parame-
tru ruiny paryskiej r (dtugosé tzw. czerwonej strefy) i parametru dryfu zlamania 4.
Ciekawe jest, ze linie opisujace optymalne bariery nie sg ciggle. Powstaje pytanie,
czy jest to niedoskonalo$é obliczen numerycznych czy mozna to wytlumaczyé na
podstawie wyprowadzonych wzoréw? W przykladzie zawierajacym klasyczny proces
ryzyka pokazane zostaje, ze istnieje jedna optymalna para barier ¢; i ¢; i podobnie
jak dla liniowego ruchu Browna zostaja wyznaczone bariery w zaleznosci od kosztéw



transakcyjnych dywidendy B, parametru ruiny paryskiej r i parametru dryfu zla-
mania 6. W przeciwienstwie do poprzedniego przykladu linie opisujace optymalne
bariery sa ciggle.

W rozdziale trzecim doktorant wprowadza addytywny proces Markowa, ktéry ma
opisywaé rezerwe firmy ubezpieczeniowej przy zalozeniu zmieniajacych sie warun-
kéw zewnetrznych wplywajacych na warto$é rezerwy. Proces opisujacy addytywna,
sktadowy jest spektralnie ujemnym procesem Lévy’ego i proces opisujacy stany wa-
runkéw zewnetrznych jest tanicuchem Markowa ze skoniczong liczbg stanéw. Ponadto
wielkodci przejécia pomiedzy stanami sa niedodatnie. Dla tak okreslonego procesu
wyznacza si¢ macierzowy analog wykladnika Laplace’a dla spektralnie ujemnych pro-
ceséw Lévy’ego. W rozdziale tym pojawia si¢ notacja typu E[e**t, J; = j|Jo = i],
ktéra wydaje mi sie, ze jest rozumiana jako E[e®** [{J; = j}|Jo = 7] ale nigdzie nie
jest to okreslone. Autor cytuje tozsamosei fluktuacyjne dla probleméw wyjscia w
jezyku tzw. macierzy skalujacych (rozszerzenie funkeji skalujacych). W nastepnym
podrozdziale doktorant przytacza macierze skalujgce dla cigglego modulowanego
ruchu Browna wraz z ich wlasnos$ciami. W podrozdziale 3.2.1 autor definiuje tzw.
w-zabijanie (w-killing). Z réwnania (3.10) i nastepnego wynika, ze jest to pewna
forma dyskontowania ale z réwnania (3.11) wynika, Ze jest to pewna forma ruiny.
We wstepie podane jest, ze funkcja w(z) jest dodatnia, gdy argument jest ujemny
tak wiec moze to byé np. I(z < 0) i wtedy 7, z (3.11) bedzie parysk ruing z r = e;.
Natomiast ostatnia wartos¢ oczekiwana w podrozdziale 3.2.1 ma interpretacje jed-
nostkowej wyplaty zdyskontowanej funkcjg w. Rozumiem, ze wprowadzona funkcja
w ma dwie interpretacje: stopa dyskontowa zalezna od wartosci procesu i kara za
przebywanie w tzw. czerwonej strefie dajaca wktad do ruiny. Dla lepszego zrozu-
mienia wprowadzonego tu pojecia dobrze byloby zademonstrowaé kilka oddzielnych
przyktadéw dla obu interpretacji. W nastepnej czesdci pracy doktorant cytuje wyniki
Li i Palmowski [5] dla szczegélnego przypadku wezeéniej wprowadzonego modelu
tzn. dla procesu rezerwy opisanego przez spektralnie ujemny proces Lévy’ego (ad-
dytywny proces Markowa z jednym stanem). Pytanie o interpretacje z poprzedniego
podrozdzialu pozostaje tutaj aktualne dla A i B. W podrozdziale 3.2.3 rozwazany
jest klasyczny model ryzyka z wykladniczymi roszczeniami. Ruina jest okreslona
poprzez w-zabijanie po czasie o rozkladzie wykladniczym lub zejécie procesu ponizej
pewnej bariery —d (d > 0). Autor wyprowadza dokladny wzér na prawdopobiefistwo
ruiny, ktére jest postaci jak w klasycznej ruinie a w-zabijanie i poziom —d ma wplyw
na stalg przed exponents niezalezng od kapitalu poczgtkowego. Ponadto w podro-
dziale tym przeprowadzone jest poréwnanie prawdopodobiefistwa klasycznej ruiny
i prawdopodobienstwa ruiny okreslonego poprzez w-zabijanie i poziom —d. Wpro-
wadzenie ruiny typu w-zabijanie po niezaleznym czasie o rozkladzie wykladniczym
jest raczej ulatwieniem zadania i z praktycznego punktu widzenia ciekawsze byloby i
chyba trudniejsze matematycznie rozpatrzenie w-zabijania po ustalonym determini-
stycznym czasie. W dalszej czedci pracy wyprowadzane sg identycznoéci fluktuacyjne
i identycznosci dla kernela rezolwenty dla spektralnie ujemnego addytywnego pro-
cesu Markowa z w-zabijaniem. Identycznodci te pozwalajg w kolejnym podrozdziale
wyprowadzi¢ wzor na zdyskontowang wartos$é oczekiwang dywidendy barierowej do
momentu tzw. omega ruiny tzn., gdy ruina zachodzi poprzez w-zabijanie lub po-
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przez klasyczna ruing d = 0 (jest to macierz pod warunkiem stanu Jy = i i na zbiorze
Jr, = j - tak rozumiem t¢ notacjg). Rozumiem, ze tu dopuszczamy aby w(z) > 0 dla
pewnych z dodatnich bo w przeciwnym razie wszystko zredukowalby sie do klasycz-
nej ruiny. Korzystajac z argumentu przesuniecia jako wniosek doktorant otrzymuje
wartos¢ oczekiwang zdyskontowanej dywidendy do momentu omega ruiny przy do-
wolnym d > 0. Koficowa czes¢ rozdziatu trzeciego poswiecona jest przyktadom dla
markowsko modulowanego ruchu Browna. Autor wyznacza w-skalujace macierze dla
funkeji w zaleznej tylko od wartosci modulujacego procesu Markowa J i dla schod-
kowych zaleznych od pozycji procesu X funkeji w. W podrozdziale 3.5.3 dla pewnej
funkeji w rozwazanej w artykule Li i Palmowski [5] dla markowsko modulowanego ru-
chu Browna zostajg wyznaczone réwnania rézniczkowe dla w-skalujacych macierzy.
Ponadto dla dwustanowego markowsko modulowanego ruchu Browna aproksymo-
wana, jest warto$¢ oczekiwana zdyskontowanej dywidendy, ktéra jest przedstawiona
w postaci mapy cieplnej zmiennych kapital poczgtkowy z i bariera dywidendy c.
Wartodé optymalnej bariery mozna odezytaé tylko w przyblizeniu z mapy cieplne;j.
Wezesniej sg przedstawione wykresy w-skalujacych macierzy dla danych stanéw. W
ostatniej czesci rozdziatu trzeciego doktorant rozwaza markowsko modulowany ruch
Browna, dla ktérego znajduje prawdopodobienstwo klasycznej ruiny na skoriczo-
nym wykladniczym horyzoncie czasu i nieskoficzonym horyzoncie czasu. Nastepnie
dla dwustanowego markowsko modulowanego ruchu Browna na podstawie symulacji
Monte Carlo aproksymowane jest prawdopodobiefistwo omega ruiny. Rozumiem, ze
w przeciwienstwie do klasycznego procesu ryzyka z wykladniczymi roszczeniami nie
udalo si¢ tu znalezé analogicznego rezultatu do Stwierdzenia 3.2.3 stad symulacje
metoda Monte Carlo dla omega ruiny dla markowsko modulowanego ruchu Browna.

Tak wiec podsumowujgc, podjeta tematyka rozprawy jest bardzo ciekawa ze
wzgledu na to, Ze bazuje na procesach Lévy'ego, ktore cieszg si¢ obecnie bardzo
duzym zainteresowaniem probabilistéw i praktykéw. Wkladem doktoranta sg tu
uogdlnienia tozsamosci fluktuacyjnych dla spektralnie ujemnych addytywnych pro-
ceséw Markowa z w-zabijaniem. Ponadto autor znajduje optymalne bariery dla im-
pulsowej strategii wyplaty dywidendy z kosztami transakcyjnymi do momentu ru-
iny paryskiej przy zalozeniu, Ze proces nadwyzki finansowej jest ujemnie spektral-
nym zalamanym procesem Lévy’ego. Wyniki sg poprawne matematycznie. Dokto-
rant korzysta z zaawansowanych pojeé i rezultatéw zwigzanych z procesami Mar-
kowa i procesami Lévy’ego jak generatory infinitezymalne pélgrupy przejéé proceséw
markowskich, réwnanie Hamiltona-Jacobi’ego-Bellmana, elementy rachunku stocha-
stycznego, funkcje skalujgce i tozsamodci fluktuacyjne. Ponadto doktorant korzysta z
metod numerycznych i metod Monte Carlo. Literatura rozprawy zawiera 40 pozycji
i sg to gtéwnie publikacje z najlepszych czasopism probabilistyki stosowanej i mode-
lowania stochastycznego. Ponadto cytowane artykuly sa gléwnie nowymi pozycjami
opublikowanymi kilka do kilkunastu lat temu wraz z pracami Asmussena, Gerbera,
Yora czy Shiryaeva co potwierdza, ze temat pracy jest aktualny i cieszacy sie du-
zym zainteresowaniem wéréd probabilistéw. Doktorant cytuje dwa artykuty, ktérych
jest wspétautorem, opublikowane w wysoko punktowanych czasopismach: Journal of
Optimization Theory and Applications [1] i Advances in Applied Probability [2]. Na-
tomiast jest autorem jednego artykulu, ktéry ukazal sie w Silesian Statistical Review
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[4]. Ponadto doktorant prezentuje oryginalne wyniki, ktére sg, interesujgce z mate-
matycznego punktu widzenia jak réwniez majace zastosowanie w ubezpieczeniach
i finansach. Tak wiec koficzac, rozprawa spelnia wymagania stawiane dysertacjom
doktorskim i wnosze¢ o dopuszczenie mgr. Adama Kaszubowskiego do dalszych eta-
péw przewodu doktorskiego.
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