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Rozprawa mgr Joanny Tumilewicz zajmuje si¢ wyceng instrumentéw pochodnych i
wyznaczaniem optymalnych czaséw zatrzyman dla instrumentéw pochodnych typu
amerykanskiego. Podjeta tematyka jest jedng z najbardziej popularnych wéréd pro-
bleméw probabilistyki stosowanej i jej rozwdj jest bardzo szybki. Gléwnym celem
pracy jest wycena bezterminowych opcji amerykanskich z ujemng stopa wolng od
ryzyka i znalezienie dla nich optymalnych momentéw wykonania. Ujemna stopa
wolna ryzyka pojawia si¢ przy problemie wyceny tzw. zlotych pozyczek lub pozy-
czek akeyjnych, gdzie wycena takiej opcji po prostych przeksztalceniach sprowadza
sie do zwyklej bezterminowej opcji amerykainskiej z ujemng stopg wolng od ryzyka.
Ponadto w podobny sposéb wyceniane sg i znajdowane sg optymalne momenty wy-
konania dla tzw. opcji swing, gdzie jest N czaséw wykonania w minimalnych od-
stepach ustalonych w umowie opcyjnej. Praca zajmuje sie réwniez kontraktami
ubezpieczeniowo-finansowymi, ktérych funkeja wyplaty oparta jest na wartosciach
proceséw drawdown lub drawup tzn. réznica pomiedzy historycznym maksimum
logarytmu ceny instrumentu bazowego a logarytmem jego aktualnej ceny lub réz-
nicg logarytmu jego aktualnej ceny i historycznego minimum logarytmu ceny. Dla
tych kontraktéw poza ceng i optymalnym czasem wykonania znaleziona zostaje tzw.
uczciwa skladka tzn. skladka przy ktérej cena kontraktu wynosi zero. Duzg zaleta
pracy jest bardzo szeroki wachlarz proceséw jakie moga byé uzyte do modelowa-
nia ceny aktywa bazowego a mianowicie sag to geometryczne asymetryczne procesy
Lévy'ego tzn. procesy, ktére albo maja tylko skoki w dét (spektralnie ujemne) albo
maja tylko skoki do géry (spektralnie dodatnie).

Przechodzac do szczegbtéw praca sklada si¢ z 3 gtéwnych rozdziatéw, wstepu,
pojeé wstepnych i bibliografii. We wstepie zarysowany zostaje problem i streszczone
sg gléwne wyniki teoretyczne. W pojeciach wstepnych przedstawione sg procesy
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Lévy’ego i ich podstawowe wtasnoéci fluktuacyjne wyrazone poprzez funkcje skalu-
jace. Ponadto lemat ,zgadnij i sprawdz” jest cytowany, ktéry jest podstawowym
narzg¢dziem przy znajdowaniu optymalnych czaséw zatrzyman. Nastepnie omawiane
sg przyklady proceséw Lévy’ego ujemnie spektralnych tzn. proces Wienera, zlozony
proces Poissona i ztozony proces Poissona zaburzony procesem Wienerem. Rozklady
skokéw ztozonego procesu Poissona jakie sg stosowane w pracy sg typu fazowego i
ostatni podrozdzial wprowadza te rozklady.

Pierwszy z gléwnych rozdzialéw zajmuje sie amerykariskimi bezterminowymi
opcjami amerykanskimi z ujemng stopa wolng od ryzyka. Ta czeéé jest rozszerze-
niem pracy Xia i Zhou i prac Battauz i in., gdzie podobne instrumenty sg badane ale
tylko dla aktywa bazowego modelowanego geometrycznym ruchem Browna. Punk-
tem wyjécia jest tzw. zlota pozyczka, gdzie inwestor pozyczajac pienigdze zastawia
zloto. Do tego dochodzi stopa oprocentowania pozyczki i koszty ubezpieczenia i
przechowywania zlota. Pozyczkobiorca moze w dowolnej chwili oddaé pozyczke i
wykupié ztoto. Cena takiego instrumentu po prostych przeksztalceniach jest ceng
amerykanskiej opcji sprzedazy z ujemnga stopg wolng od ryzyka i troche innym proce-
sem opisujgcym cene aktywa bazowego. Tu wydaje sie, Ze przejécie na miare martyn-
galows bedzie rozwigzaniem innego problemu niz ztota pozyczka ale zmiana procesu
opisujacego cen¢ aktywa bazowego tylko poprzez dyskontowanie nie ma znaczenia
(zgodnie z pierwszym fundamentalnym twierdzeniem matematyki finansowej aby
wyceni¢ wyplate trzeba znaleZé miare martyngalows wzgledem, ktérej zdyskonto-
wany proces ceny waloru podstawowego jest martyngalem). W tym rozdziale proces
opisujacy cene aktywa bazowego jest spektralnie ujemnym albo dodatnim procesem
Lévy’ego. Kluczowy jest tutaj Lemat 1.3.2, ktéry wyznacza wartoéé oczekiwanag
wyptlaty dla opcji sprzedazy wykonanej dla czasu zatrzymania bedgcego pierwszym
czasem wejécia do przedzialu (podwdjny obszar kontynuacji dla opcji amerykai-
skich). Dowd6d lematu oparty jest na analizie trajektorii i lacznym rozkladzie czasu
wejdcia i pozycji procesu. Nastgpnie pokazane zostajs warunki cigglego i gtadkiego
dopasowania dla ceny bezterminowej amerykanskiej opcji sprzedazy. W dalszej cze-
§ci rozdzialu bezterminowe opcje swing sg rozpatrywane. To znaczy mamy mozli-
woéé wykonania opcji N razy w odstepach czasu nie mniejszych niz pewne ustalone
wartoéci w umowie. Problem zostaje rozwigzany rekurencyjnie a nastepnie pokazane
jest, Ze optymalne czasy zatrzyman sg kolejnymi czasami wejs¢é do pewnych rosng-
cych odcinkéw. W ostatnim teoretycznym podrozdziale rozwazane s3 amerykanskie
opcje kupna, dla ktérych zostaje znaleziona cena w formie ceny amerykanskiej opcji
sprzedazy ale z inng miarg Lévy’ego procesu Lévyego opisujacego ceng aktywa ba-
zowego (tzw. symetria sprzedazy-kupna). Ponadto wyznaczone sg optymalne czasy
zatrzyman dla amerykanskich opcji kupna. Podobnie symetria sprzedazy-kupna zo-
staje rozszerzona na opcje swing. W przykladach numerycznych brane sg pod uwage
proces Wienera i proces Wienera zaburzony ztozonym procesem Poissona ze skokami
o rozktadach wykladniczych. Dla tych proceséw opisujacych aktywo bazowe znale-
zione zostaja ceny amerykanskicj opcji sprzedazy z ujemng stopg wolng od ryzyka i
optymalne czasy wykonania dla opcji swing.

Rozdziat drugi zajmuje si¢ kontraktami ubezpieczeniowymi opartymi na cenie ak-
tywa bazowego. Wychodzi sie od najprostszych kontraktéw a przez dodanie pewnych
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mozliwosci rozpatrywane kontrakty sg coraz bardziej skomplikowane. W przeciwien-
stwie do poprzedniego rozdzialu cena aktywa bazowego jest opisana tylko poprzez
geometryczny spektralnie ujemny proces Lévy’ego. Pierwszy z badanych kontraktéw
to tzw. kontrakt drawdown. Ubezpieczajacy ubezpiecza si¢ przed duza wartoscia
procesu drawdown czyli ré7nicg pomig¢dzy historycznym maksimum i wartodcig bie-
zgcg logarytmu ceny (logarytmicznym zwrotem ceny). Dopéki wartoéé drawdown
nie osiggnie ustalonej w kontrakcie wartosci ubezpieczajacy placi regularnie sktadke.
W momencie osiggniecia ustalonej wartoéci przez proces drawdown kontrakt sie kon-
czy i ubezpieczony otrzymuje kwote ubezpieczenia zawartg w umowie. Dla tego
kontraktu zostaje wyznaczona jego cena i sprawiedliwa skladka. Nastepnie do po-
przedniego kontraktu zostaje dodana mozliwodé zakorficzenia kontraktu w dowolnej
chwili przed osiagnieciem ustalonej wartodci przez proces drawdown co oznacza, ze
ubezpieczony watpi w osiggniecie ustalonej w umowie wartoéci przez proces draw-
down. Tak wiec pojawia si¢ tu problem optymalnego zatrzymania, ktéry zostaje
rozwigzany przy uzyciu tzw. lematu sprawdzajacego. W nastepnym podrozdziale do
kontraktu ubezpieczeniowego ze skladka i wyplata w momencie osiggniecia pewnej
wartosci przez proces drawdown zostaje dodana mozliwoéé zakonczenia kontraktu,
gdy proces drawup osiggnie pewns warto$§é wczesniej niz proces drawdown. Do-
kladniej ubezpieczony nie chce placié skladek, gdy ceny aktywéw na rynku idg w
gbre (proces drawup to réznica pomiedzy biezgcag wartoécig logarytmu ceny a histo-
rycznym minimum logarytmu ceny - logarytmiczny zwrot ceny aktywa bazowego).
Podobnie jak w pierwszym podrozdziale zostaje wyznaczona cena i sprawiedliwa
sktadka dla tego kontraktu ubezpieczeniowego. Wreszcie do kontraktu drawdown i
drawup dodana zostaje mozliwoéé zakonczenia kontraktu w dowolnej chwili przed
osiggnieciem ustalonych wartodci przez proces drawdown i drawup placac za to
pewna kare ustalong w kontrakcie. Korzystajac z lematu sprawdzajacego i metody
~Zgadnij i sprawdZ” zostaje wyznaczony optymalny czas zakonczenia kontraktu a
tym samym zostaje wyznaczona jego cena i sprawiedliwa skladka. Osobno zostaje
rozpatrzony przypadek, gdy poziom graniczny dla proceséw drawdown i drawup w
umowie jest taki sam. Wtedy cena kontraktu moze byé zapisana w bardziej jawnej
postaci. Cze§é numeryczna rozdzialu zaczyna sie od procesu Wienera tzn. aktywo
bazowe jest modelowane geometrycznym ruchem Browna. Dla kontraktéw ubezpie-
czeniowych autorka bada zaleznoéé¢ sprawiedliwej sktadki od wartodci poczatkowej
proceséw drawdown i drawup, gdzie potwierdzaja sie intuicje np. wartosé sktadki
dazy do nieskoriczonodci, gdy warto§é poczatkowa procesu drawdown zbliza si¢ do
wartoécl procesu drawdown koriczgcej kontrakt i dajacej kwote ubezpieczenia ubez-
pieczonemu (wtedy moment wyplaty ubezpieczenia zbliza si¢ do zera). Doktorantka
réwniez wyznacza optymalne czasy zatrzyman dla kontraktéw z taks mozliwoscig np.
dla réznych pozycji startowych drawdown i drawup. Podobnie dla aktywa bazowego
opisywanego przez geometryczny zlozony proces Poissona ze skokami wyktadniczymi
(model Craméra-Lundberga) wyznaczane sg sprawiedliwe sktadki i optymalne czasy
zakonczenia kontraktu. Zastanawiajace jest, ze tu nie ma podobnej zbieznosci war-
toéci sktadki do nieskoriczonodci, gdy d 1 a (czy jest to réznica pomiedzy wiasno-
$ciami trajektorii ruchu Browna a zlozonego proceseu Poissona, gdy ¢ — 0?7). W
czeSci ostatniej powieconej przykladom numerycznym proces ceny aktywa bazowgo
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jest opisywany przez geometryczny zlozony proces Poissona ze skokami o rozkta-
dzie Erlanga i hiperwykladniczym zaburzony procesem Wienera. Podobnie jak w
poprzednich podrozdziatach wyznaczane sg ceny kontraktéw i optymalne czasy za-
trzymania. Dla kontraktéw z mozliwoscia zakoriczenia kontraktu (placac kare) po-
dobnie jak w poprzednich przyktadach moment zatrzymania nie zalezy od pozycji
startu procesu drawdown i drawup.

W rozdziale trzecim analizowane takie same kontrakty jak w poprzednim roz-
dziale ale warto$é ubezpieczenia (nagroda) nie musi byé stala natomiast zalezy od
warto$ci procesu drawdown w momencie przekroczenia ustalonej wartoéci przez pro-
ces drawdown. Dla kontraktéw z mozliwoécig zakoficzenia ich w dowolnym momen-
cie wielko§¢ kary jest funkcjg procesu drawdown w chwili anulowania kontraktu.
W ostatniej czesei rozdziatu doktorantka prezentuje przyktady numeryezne dla geo-
metrycznego ruchu Browna, ztozonego procesu Poissona ze skokami wyktadniczymi
i zlozonego procesu Poissona zaburzonego procesem Wienera. Pojawiajace si¢ na
poczatku rozdziatu trzeciego definicje pojeé, ktére bylty w poprzednich rozdziatach
zakldcajg logike struktury rozprawy.

Reasumujac podjeta tematyka rozprawy jest jedng z najbardziej eksploatowa-
nych dziedzin probabilistyki stosowanej, gdzie konkurencja jest bardzo duza. Li-
teratura rozprawy zawiera 79 pozycji (pozycje [51] i [52] s takie same) i sa to
gltéwnie publikacje z najlepszych czasopism probabilistyki stosowanej i modelowania
stochastycznego w finansach i ubezpieczeniach. Ponadto cytowane artykuly sa gtow-
nie nowymi pozycjami opublikowanymi kilka do kilkunastu lat temu co potwierdza,
ze temat pracy jest aktualny i cieszacy sie zainteresowaniem wéréd probabilistéw.
Doktorantka cytuje pieé artykuléw, ktérych jest wspétautorem. Na uwage zastu-
guja publikacje doktorantki w Insurance: Mathematics and Economics i Applied
Mathematics and Optimization. Podsumowujac doktorantka prezentuje oryginalne
wyniki, ktére sg interesujace z matematycznego punktu widzenia jak réwniez ma-
jace zastosowanie w finansach i ubezpieczeniach. Autorka wykazala si¢ duzo wie-
dzg z teorii fluktuacji proceséw Lévy’ego. Dowody oparte sa na giebokiej analizie
trajektorii proceséw stochastycznych przy sprawnym stosowaniu twierdzen z teorii
fluktuacji i optymalizacji i wykorzystaniu np. takich pojeé jak generator polgrupy
przej$é procesu Markowa. Na pochwate zastuguje bogaty wachlarz proceséw stocha-
stycznych, jakie zostaly uzyte do modeclowania ceny aktywa bazowego jak réwniez
liczba analizowanych kontraktéw ubezpieczeniowych i instrumentéw pochodnych.
Ponadto doktorantka wykazala si¢ umiejetnosciami aplikacyjnymi poprzez rézno-
rodne przyklady numeryczne, ktére z pewnoscig majg warto§é uzyteczng. Tak wigc
koficzge, rozprawa spelnia wymagania stawiane dysertacjom doktorskim i wnosze o
~ dopuszczenie mgr Joanny Tumilewicz do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
- Szczegblowe uwagi:

e wydaje sie, ze nieréwnoéé w definicji czasu zatrzymania 7 (a) na str. 6 po-
winna byé nieostra (tak wynika z dowodu Prop. 2.2.1);

e brakuje w kilku miejscach zalozenia, ze d < a;

e brakuje zalozenia, ze § < d w réw. (0.9);
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czym jest ¢ w definicji { na str. 187,
opis rozktadéw fazowych jest niesatysfakcjonujacy;

7 na str. 19 nie jest wektorem z jakiego startuje proces Markowa a rozkladem
punktu startowego;

wzér (0.33) bledny;

w Tw. 1.4.3 mozna by napisaé, ze WV (s) = VI¥(s);
Cardano str. 44;

ostatnie réw. str. 44 niepoprawne;

ostatnie réw. str. 45 - nawiasy;

w rozdziale drugim, czeéci numerycznej dla ruchu Browna nie jasne czym jest
dokladnie p tzn. czy p =1 — § + 0%/2, podobnie dla nastepnych przyktadéw;

str. 72, z Rys. 2.11 wynika raczej 8* = 2.5;

str. 80, 1. 6 od dolu, dla X; bedacego zlozonym procesem Poissona (pro-
ces Craméra-Lundberga) gestos§é nie istnieje, bo ztozony proces Poissona ma
zawsze atom w zerze;

na Rys. 3.1, 3.4, 3.8, 3.12, réwniez str. 102, 1. 3 i 4 nie jest jasne oznaczenie
p = p*() - wartoéé¢ kontraktu dla p* wynosi zero.
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