Recenzja pracy doktorskiej
mgr Agnieszki Czyzewskiej-Jankowskiej
pt. ,Nieorientowalne mapy i kombinatoryka wielomianow Jacka”

W swojej pracy doktorskiej mgr Agnieszka Czyzewska-J ankowska zajmuje
sie badaniem tzw. charakterow Jacka, ktore sa odpowiednio znormalizowa-
nymi wspolczynnikami wielomianéw Jacka zapisanych w bazie potegowych
wielomianéw symetrycznych. Wsrod powodow zainteresowania tymi wielo-
mianami sg ich zwiazki z r6znymi dzialami matematyki i fizyki (m. in. z
teorig reprezentacji grup symetrycznych, calkami Selberga, mechanika sta-
tystyczna, geometria algebraiczng). Charaktery Jacka sa funkcjami okre-
lonymi na zbiorze diagramow Younga nalezacymi do pier§cienia tzw. a-
wielomian6w na tym zbiorze. W cyklu prac opublikowanych w kilku ostatnich
latach Dolega, Féray i Sniady pokazali, ze w wielu przypadkach charaktery
Jacka daja sie w zgrabny sposob wyrazi¢ w postaci tzw. formut Stanleya, tj-
sum pewnych parametrow indeksowanych pewnego rodzaju obiektami kombi-
natorycznymi. Odkrycie tego zwigzku pozwala zastosowa¢ kombinatoryczne
metody do badania charakterow Jacka. Praca doktorska mgr Czyzewskiej-
Jankowskiej miesci si¢ w tym wlasnie nurcie badawczym.

Wazna wlasnoscig a-wielomianow (a wiec i charakterow Jacka) jest to,
7e daja sie one zapisa¢ jako wielomiany na ciggu wolnych kumulant. Sa to
tzw. wielomiany Kerova. Wielomiany Kerova sa $cisle powigzane ze Wspo-
mnianymi w poprzednim akapicie formulami Stanleya.

Gléwnym wynikiem pracy doktorskiej mgr Czyzewskiej-Jankowskiej jest
dowod hipotezy podajacej domniemang formule Stanleya dla dominujacych
jednorodnych czgsci pewnego rodzaju charakterow Jacka. Dokladniej, w hi-
potezie tej te jednorodne czeSci s sumami pewnych parametrow indekso-
wanych dwudzielnymi nieorientowalnymi mapami o genusach 0,1,11 2, co
odpowiada jednorodnym czesciom charakterow Jacka kolejno czterech naj-
wyzszych stopni. Tak wigc hipoteza ta okresla spodziewang kombinatoryczng
interpretacje tych dominujacych czesci. Aby udowodnié te hipoteze autorka
pokazuje, ze zdefiniowana przez t¢ hipotetyczna formule Stanleya funkcja na
zbiorze diagramow Younga jest a-wielomianem, a wiec daje si¢ jednoznacz-
nie zapisa¢ jako wielomian Kerova. Nastepnie znajduje wspolczynniki tego
wielomianu. Pozwala to udowodni¢ rozwazang hipoteze dla jednorodnych
czesci trzech najwyzszych stopni, poniewaz wspolczynniki te okazujg sie by¢
tozsame z odpowiednimi wspotczynnikami w wielomianie Kerova dla charak-
terow Jacka, ktore w tych przypadkach sy znane. Dla jednorodnej czesci



czwartego najwyzszego stopnia wspoiczynniki w wielomianie Kerova nie sg
znane, ale autorka pokazala, ze wspolczynniki obliczone na podstawie jej hi-
potetycznej formuty Stanleya (w tym przypadku rozwaza si¢ w tej formule
nieorientowalne mapy o genusie %) s rowne odpowiednim wspoiczynnikom
w znanej hipotezie Lasalle’a z 2009 roku przewidujacej spodziewane wartosci
wspolezynnikow w wielomianach Kerova dla charakterow Jacka.

Praca sklada sie z siedmiu rozdzialow. W dwoch pierwszych autorka
wprowadza czytelnika w tematyke rozprawy. Definiuje najwazniejsze pojecia,
podaje przyklady, kresli tlo rozwazanej tematyki badawcze] i umiejscawia na
tym tle swoje wyniki.

Trzeci rozdzial pracy oraz czesé poczatku rozdziatu 4 zawieraja opis apa-
ratu kombinatorycznego, ktory jest uzywany w pracy. Aparat ten w duzej
czesci wywodzi sie z pracy Dolegi, Féraya i Sniadego z 2014 roku, w ktorej
autorzy m. in. pokazali formule Stanleya dla pewnych wielomianow Jacka.
Praca doktorska mgr Czyzewskiej-Jankowskiej stanowi kontynuacje badan
podjetych w tamtej pracy. Ta czeS¢ rozprawy napisana jest jasno i dobrze
sie ja czyta.

Glownym celem rozdziatu 4 jest pokazanie, ze rozwazana przez autorke
funkcja zdefiniowana przez hipotetyczna formule Stanleya dla jednorodnych
czesci charakterow Jacka jest a-wielomianem na zbiorze diagramow Younga.
Jest to potrzebne, aby moc uzy¢ waznego Lematu 5.5.1 z rozdziatu 5. Ta
czesci pracy wymagala sporej liczby nietrywialnych pomysltow i zawiera nie-
mala dawke tadnej kombinatoryki. W tym kontekscie szczegélnie podoba
mi sie zgrabne Twierdzenie 4.2.2 oraz Twierdzenie 4.2.13 dotyczace pewnego
zwiazku pomiedzy orientowalnymi i nieorientowalnymi mapami.

W rozdziale 5 znajduje sie kluczowy Lemat 5.5.1, ktory daje przepis jak
policzy¢, znajac formule Stanleya dla danego a-wielomianu na zbiorze dia-
gramow Younga, wspolczynniki wielomianu Kerova. Znalezienie tych wspot-
czynnikow sprowadza si¢ do policzenia skomplikowanej sumy parametrow
indeksowanych grafami dwudzielnymi z pewnej rodziny grafow wystepuja-
cej w formule Stanleya oraz pewnymi pokolorowaniami tych grafow. Dowod
tego lematu jest nietrudnym uogélnieniem podobnego rezultatu uzyskanego
w 2010 r. przez Dolege, Féraya i Sniadego. Rozdzial ten zawiera ponadto
precyzyjne sformutowania gléwnych wynikow pracy. Pozostale dwa rozdzialy
zawieraja dowody tych wynikow polegajace na odpowiednim zastosowaniu
Lematu 5.5.1.

W rozdziale 6 autorka zajmuje sie obliczeniem wspotczynnikow przy jed-
nomianach trzech najwyzszych stopni w wielomianie Kerova dla a-wielomianu
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zdefiniowanego w dowodzonej przez autorke formule Stanleya. Aby obliczy¢
te wspolczynniki, trzeba zastosowa¢ Lemat 5.5.1 dla nieorientowalnych map
o genusach kolejno 0,% i 1 oraz odpowiednich pokolorowan. Zastosowanie
tego lematu wymagalo sporej bieglosci w postugiwaniu si¢ metodami zli-
czania obiektow kombinatorycznych i drobiazgowego rozwazenia wszystkich
przypadkow.

Rozdzial 7 poswiecony jest w calosci wspolczynnikom przy jednomia-
nach czwartego najwyzszego stopnia wielomianu Kerova dla a-wielomianu
zdefiniowanego w dowodzonej przez autorke formule Stanleya. Wymaga to
zastosowania Lematu 5.5.1 dla map nieorientowalnych o genusie % Schemat
postepowania jest podobny jak w rozdziale 6, ale liczba map, a co za tym
idzie liczba przypadkéow, ktore trzeba rozwazy¢ jest na tyle duza, ze potrzebne
sa pewne nowe redukujace liczbe przypadkow pomysty oraz niezbedne jest
uzycie komputera.

Wyniki uzyskane przez mgr Agnieszke Czyzewska-Jankowska w swojej
rozprawie doktorskiej mieszcza sie waznym nurcie badawczym wspolczesnej
matematyki. Swiadczy o tym choéby fakt, ze niektore prace z tej dziedziny,
w tym publikacje, na ktore autorka powoluje si¢ w swojej pracy doktorskiej,
ukazaly sie w tak prestizowych czasopismach matematycznych jak Annals
of Mathematics czy Advances in Mathematics. W tym kontekscie uzyskanie
przez autorke oryginainych rezultatow w tej dziedzinie zasluguje na uznanie.
Co prawda rozprawa nie zawiera jakich$ przelomowych rezultatow, czy istot-
nie nowych metod. Autorka bazuje w wiekszosci na metodach i technikach
wprowadzonych przez innych autorow. Niemniej jednak uzyskane przez nia
rezultaty sa warto$ciowe, maja swoja naukowa wage i stanowig istotny wktad
w badanie charakterow Jacka. Pozwalaja lepiej zrozumie¢ nature zwigzku
charakterow Jacka z ich kombinatoryczng interpretacja.

Napisanie tej pracy doktorskiej wymagalo od autorki nie tylko dogleb-
nego zrozumienia rozwazanych nielatwych zagadnien, ale rowniez opanowa-
nia specyficznego warsztatu matematycznego o charakterze przede wszyst-
kim kombinatoryczno-topologicznym. Zastosowanie tego aparatu wymagalo
znacznej bieglosci i pomyslowosci, a takze nabycia niezbednych intuicji.

Rozprawa przedstawia sie nieco gorzej od strony redakcyjnej. Sformutlo-
wane w pierwszych dwoch rozdzialach rozprawy definicje kilku waznych dla
zrozumienia rozumowan zawartych w pracy pojec sa niepelne lub podane bar-
dzo skrotowo (np. definicje wielomianu i a-wielomianu na zbiorze diagramow
Younga, wolnej kumulanty, czy rozciagniecia (dilation) diagramu Younga).
Nie ulatwia to czytania dalszej czesci pracy. W wielu miejscach ta pobiezna
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wiedza nie wystarcza do pelnego zrozumienia przedstawianych rozumowan.
Na przyklad juz w pierwszym pojawiajacym si¢ W pracy dowodzie wykonuje
sie dzialanie na rozciggnietym diagramie Younga, ktore zdefiniowane byto
tylko dla ,zwyklego” diagramu Younga. Innym przykladem jest uzywanie
bez komentarzy pewnych wlasnosci wolnych kumulant, ktore nie wynikaja
z podanej przez autorke definicji. By¢ moze warto bylo podaé¢ nieco wigce]
przykladow ilustrujacych przedstawiane pojecia i rozumowania.

Dowody kilku twierdzen w pracy s3 bardzo szkicowe, zawieraja niedomo-
wienia, wiec sa miejscami trudne do dokladnego przesledzenia (np. dowody
Twierdzen 4.3.1 czy 6.2.3). Dowod Wniosku 5.6.1 zawiera blad, chociaz sam
wniosek jest prawdziwy.

Tych kilka krytycznych uwag odnosi sie gltownie do redakcji pracy i nie
umniejsza mojej wysokiej merytorycznej oceny rozprawy doktorskiej mgr
Agnieszki Czyzewskiej-Jankowskiej. Tak wiec uwazam, Ze jej praca doktor-
ska w pelni spelnia wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane rozprawom
doktorskim i uzasadnia nadanie jej stopnia naukowego doktora nauk mate-
matycznych.
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