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Wst¦p

Niniejszy skrypt przeznaczony jest dla studentów I roku matematyki ucz¦szcza-
j¡cych na wykªad z algebry liniowej 1 w ªatwiejszym nurcie A. Zostaª on napisany
w oparciu o notatki prof. dr. hab. Jacka �wi¡tkowskiego do tego» wªa±nie wykªadu.
Ma sªu»y¢ Czytelnikowi w lepszym zrozumieniu poj¦¢ omawianych na wykªadach.
Zebrane w skrypcie wiadomo±ci s¡ opisane j¦zykiem prostym, przyst¦pnym dla
studentów, którzy dopiero wchodz¡ w ±wiat matematycznych de�nicji, twierdze«
i dowodów. Dodatkowo zawarte w nim przykªady i ¢wiczenia wraz z peªnymi rozwi¡-
zaniami, a tak»e liczne rysunki, jeszcze lepiej obrazuj¡ przytaczane de�nicje i fakty.

Skrypt obejmuje zagadnienia z geometrii analitycznej i algebry liniowej, lecz
ogranicza si¦ tylko do przestrzeni R2. Przestrzenie wy»szych wymiarów omówione s¡
w skrypcie autorstwa Barbary Szczepa«skiej �Skrypt z Algebry Liniowej 2�, b¦d¡cego
kontynuacj¡ tego skryptu. Zrozumienie tre±ci niniejszego skryptu mo»e tak»e pomóc
w wyrobieniu intuicji analogicznych poj¦¢ w wy»szych wymiarach, poznawanych
w dalszym toku nauki algebry liniowej.

Pierwsze rozdziaªy skryptu dotycz¡ geometrii analitycznej, pocz¡wszy od poj¦¢
zupeªnie podstawowych, jak ukªad wspóªrz¦dnych, czy wspóªrz¦dne punktu, poprzez
rachunek wektorowy, iloczyn skalarny, a» do równa« krzywych a tak»e ukªadów rów-
na« liniowych z dwiema niewiadomymi. W kolejnych rozdziaªach opisane s¡ prze-
ksztaªcenia pªaszczyzny, których badaniem zajmuje si¦ algebra liniowa. W szczegól-
no±ci, osobne rozdziaªy po±wi¦cone s¡ przeksztaªceniom liniowym oraz a�nicznym.
Poj¦cia zwi¡zane z przeksztaªceniami liniowymi, tj. macierze oraz warto±ci i wektory
wªasne, omówione s¡ w dwóch kolejnych rozdziaªach. Ostatni¡ cz¦±ci¡ skryptu jest
jeszcze jedno zagadnienie zwi¡zane z pªaszczyzn¡, a mianowicie liczby zespolone i ich
geometryczna interpretacja, a tak»e funkcje zespolone odpowiadaj¡ce przeksztaªce-
niom pªaszczyzny.

Aby uªatwi¢ Czytelnikowi korzystanie ze skryptu, materiaª przedstawiony w po-
szczególnych rozdziaªach podzieliªam na podrozdziaªy, w obr¦bie których umieszczam
numerowane kolejno de�nicje, twierdzenia, fakty, uwagi i wnioski. Wyró»niam tak»e
pewne fragmenty tekstu (b¦d¦ nazywa¢ je punktami) umieszczaj¡c na ich pocz¡tku
nagªówek, równie» numerowany, informuj¡cy Czytelnika czego b¦d¡ dotyczyªy przed-
stawione ni»ej rozwa»ania. Wszystkie wa»niejsze równania oznaczone s¡ numerami
w nawiasach umieszczonymi z prawej strony, natomiast te z nich, które s¡ najistot-
niejsze wyró»nione s¡ dodatkowo znakami ♦ po obu stronach wzoru. Je±li w pewnych
miejscach korzystam z wcze±niej wprowadzonych tre±ci, zaznaczam to poprzez po-
danie odpowiedniego numeru podrozdziaªu, punktu, faktu, równania itp. Przykªady
i ¢wiczenia umie±ciªam w ramkach, by odró»ni¢ je od pozostaªego tekstu. Przykªady
stanowi¡ prost¡, bezpo±redni¡ ilustracj¦ omawianych w danym miejscu tre±ci, nato-
miast ¢wiczenia s¡ nieco trudniejsze, lub wymagaj¡ powi¡zania kilku informacji.

Mam nadziej¦, »e skrypt oka»e si¦ pomocny dla studentów, a sposób przedsta-
wienia materiaªu b¦dzie zrozumiaªy dla Czytelników.

Patrycja Piechaczek
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Pragn¦ podzi¦kowa¢ promotorowi profesorowi �wi¡tkowskiemu
za po±wi¦cony czas oraz cenne uwagi ksztaªtuj¡ce zarówno form¦, jak
i tre±¢ tego skryptu oraz jego poprawno±¢ matematyczn¡.



Rozdziaª 1

Wiadomo±ci wst¦pne

1.1 O± liczbowa
O± liczbowa jest to prosta, której punkty oznaczone s¡ liczbami rzeczywistymi
w nast¦puj¡cy sposób:

� wyró»niamy punkt oznaczony liczb¡ 0;

� wyró»niamy stron¦ dodatni¡ (po jednej stronie punktu 0) i ujemn¡ (po drugiej
stronie 0);

� punkty po stronie dodatniej oznaczamy liczbami równymi ich odlegªo±ciom od
punktu 0;

� punkty po stronie ujemnej oznaczamy liczbami przeciwnymi do ich odlegªo±ci
od punktu 0;

Tradycyjne, je±li o± liczbow¡ wyobra»amy sobie jako prost¡ poziom¡, to stron¦ do-
datni¡ okre±la si¦ na prawo od punktu 0, tak jak to przedstawia poni»szy rysunek.
Punkt A le»y po stronie dodatniej, wi¦c oznaczamy go liczb¡ dA równ¡ odlegªo±ci A
od 0, za± B le»y po stronie ujem-
nej i oznaczamy go liczb¡ przeci-
wn¡ do odlegªo±ci dB tego punktu
od 0, czyli −dB.
Uwaga 1.1.1. Zauwa»my, »e ka»demu punktowi na osi odpowiada pewna liczba,
a ka»dej liczbie odpowiada dokªadnie jeden punkt na osi. Mo»emy zatem powiedzie¢,
»e liczby rzeczywiste s¡ przyporz¡dkowane punktom na osi liczbowej w sposób wza-
jemnie jednoznaczny. Tak wi¦c punkt na osi uto»samiamy z liczb¡ i zamiast mówi¢,
np. "punkt odpowiadaj¡cy liczbie −3", mówimy po prostu "punkt −3".

Dla danych punktów x i y na osi liczbowej odlegªo±¢ mi¦dzy nimi, jak ªatwo
zauwa»y¢, wyra»a si¦ wzorem:

d(x, y) = |x− y|, (1.1.1)

gdzie d(x, y) oznacza odlegªo±¢ mi¦dzy punktami x i y.
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Przykªad 1.1.2. Znajd¹my na osi liczbowej punkty oddalone:

a) o 2 od liczby 5;

b) o mniej ni» 3 od −4;

c) przynajmniej o 2 od liczby
√

2.

Korzystaj¡c ze wzoru (1.1.1) mo»emy powy»sze zadanie zapisa¢ u»ywaj¡c równa«
i nierówno±ci z warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡, a rozwi¡zanie odczyta¢ z osi liczbowej.

a) |x− 5| = 2 st¡d x ∈ {3, 7};

b) |x− (−4)| < 3 st¡d x ∈ (−7;−1);

c) |x−√2| ≥ 2,
st¡d x ∈ (−∞;−2 +

√
2〉 ∪ 〈2 +

√
2; +∞).

1.2 Ukªad wspóªrz¦dnych
Maj¡c dane na pªaszczy¹nie dwie osie liczbowe przecinaj¡ce si¦ pod k¡tem prostym
w punkcie O otrzymujemy ukªad wspóªrz¦dnych. Osie ukªadu wspóªrz¦dnych
dziel¡ pªaszczyzn¦ na cztery równe cz¦±ci zwane ¢wiartkami.

Oznaczenia:

� O - pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych
(punkt przeci¦cia osi);

� Ox,Oy - osie liczbowe (o± odci¦tych,
o± rz¦dnych);

� Oxy - ukªad wspóªrz¦dnych
(pªaszczyzna z ukªadem wspóª-
rz¦dnych).

Wspóªrz¦dne punktu A to liczby na osiach odpowiadaj¡ce rzutom prostok¡t-
nym punktu A na osie: pierwsza liczba zwana odci¦t¡ jest wspóªrz¦dn¡ na osi Ox,
druga�rz¦dna to wspóªrz¦dna na osi Oy. Wspóªrz¦dne tworz¡ uporz¡dkowan¡ par¦:

(odci¦ta, rz¦dna) = (x, y).
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Na rysunku obok zaznaczony jest punkt A i jego
wspóªrz¦dne (x, y). Taki punkt b¦dziemy zapisy-
wa¢ jako A(x, y).

Uwaga 1.2.1. Ka»dy punkt pªaszczyzny Oxy ma
dokªadnie jedne wspórz¦dne, a ka»da uporz¡d-
kowana para liczb rzeczywistych stanowi wspóª-
rz¦dne pewnego punktu. B¦dziemy zatem mówi¢
krótko, np. "punkt (−8, 3

√
3)".

1.2.2. Odlegªo±¢ punktów na pªaszczy¹nie
Odlegªo±¢ punktu A(x1, y1) od punktu B(x2, y2), oznaczan¡ przez |AB|, mo»emy
wyznaczy¢ z twierdzenia Pitagorasa w przedstawiony poni»ej sposób.

Szukamy dªugo±ci d = |AB|. Odczytuj¡c z ry-
sunku obok dªugo±ci przyprostok¡tnych zaz-
naczonego trójk¡ta mamy:

d2 = |x2 − x1|2 + |y2 − y1|2,

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Ostatecznie mo»emy zapisa¢ wzór na odlegªo±¢
dwóch punktów:

♦ |AB| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. ♦ (1.2.1)

�wiczenie 1.2.3. Znajd¹ na osi odci¦tych punkt P (x, y) le»¡cy w odlegªo±ci 5
od punktu A(1, 3).
Rozwi¡zanie:
Wiemy, »e |AP | = 5. Korzystaj¡c ze wzoru (1.2.1) dostajemy równo±¢:

|AP | =
√

(x− 1)2 + (y − 3)2 = 5.

Poniewa» P ma le»e¢ na osi odci¦tych, wi¦c y = 0. Otrzymujemy zatem równanie
(x− 1)2 + 9 = 25 i dalej obliczaj¡c dochodzimy do postaci x− 1 = ±4. Widzimy
wi¦c, »e istniej¡ dwa punkty speªniaj¡ce warunki zadania: P1(−3, 0) i P2(5, 0).

1.3 Wspóªczynnik nachylenia odcinka
De�nicja 1.3.1. Dane s¡ punkty A1(x1, y1) i A2(x1, y2). Wspóªczynnikiem na-
chylenia odcinka A1A2 nazywamy stosunek przyrostu rz¦dnej do przyrostu od-
ci¦tej. Zwykle b¦dziemy oznaczali go liter¡ k i nazywali krótko nachyleniem:

k =
y2 − y1

x2 − x1

. (1.3.1)
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Uwaga 1.3.2.

(a) Wspóªczynnik nachylenia nie zale»y od kolejno±ci punktów, bo:

y1 − y2

x1 − x2

=
−(y2 − y1)

−(x2 − x1)
=

y2 − y1

x2 − x1

.

(b) Wspóªczynnik nachylenia nie jest zde�niowany dla odcinka pionowego, gdy»
mamy wtedy x2 − x1 = 0. Dla pozostaªych odcinków nachylenie jest zde�nio-
wane.

(c) Nachylenie jest równe tangensowi k¡ta α, jaki tworzy dodatnia póªo± Ox
z prost¡ zawieraj¡c¡ ten odcinek. K¡t ten jest mierzony w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazówek zegara, pocz¡wszy od póªosi Ox. Mo»emy zatem
zapisa¢, »e k = tg α.

Przykªad 1.3.3. Dany jest punkt A(−3, 4). Znajd¹ wspóªrz¦dne punktu B
le»¡cego na osi Oy, dla którego wspóªczynnik nachylenia odcinka AB wynosi −1

4
.

Skoro punkt B(x, y) le»y na osi Oy, wi¦c x = 0. Drug¡ wspóªrz¦dn¡ wyliczymy
ze wzoru (1.3.1) na wspóªczynnik nachylenia odcinka:

kAB =
y − 4

0− (−3)
=

y − 4

3
= −1

4
.

St¡d mamy y− 4 = −3
4
, zatem y = 31

4
. Ostatecznie otrzymujemy punkt B(0, 31

4
).
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�wiczenie 1.3.4. Promie« ±wietlny wychodzi z punktu B(7, 2) i odbija si¦ od
osi Ox w punkcie A(4, 0) (zgodnie z zasad¡, »e k¡t padania równy jest k¡towi
odbicia). W jakim punkcie promie« przetnie o± Oy?
Rozwi¡zanie:
Na rysunku obok przedstawiona jest sytuacja
z zadania. Chcemy znale¹¢ wspóªrz¦dne punktu
C(0, c). W tym celu wyznaczmy wspóªczynnik na-
chylenia odcinka AC, pami¦taj¡c, »e jest on równy
tangensowi odpowiedniego k¡ta:

kAC = tg(π − α) = − tg α = −kAB = −2− 0

7− 4
= −2

3
.

Mamy zatem równo±¢:
kAC =

c− 0

0− 4
= −2

3
,

z której wyliczamy brakuj¡c¡ wspóªrz¦dn¡ c = 8
3
. Szukanym punktem jest C(0, 8

3
).

1.4 Równolegªo±¢ i prostopadªo±¢ odcinków
Odcinki AB i CD s¡ równolegªe dokªadnie wtedy, gdy oba s¡ pionowe, lub gdy ich
wspóªczynniki nachyle« k1, k2 s¡ równe, czyli k1 = k2.

Odcinki (takie, które nie s¡ ani poziome, ani pionowe) s¡ prostopadªe dokªadnie
wtedy, gdy k1 · k2 = −1 (inaczej: k2 = − 1

k1
).

We¹my dla przykªadu odcinek OA oraz OB � pow-
staªy przez obrót odcinka OA o k¡t π

2
wzgl¦dem

pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Odcinki te s¡
prostopadªe. Poka»emy, »e zachodzi podany wy»ej
warunek prostopadªo±ci: kOA · kOB = −1. Wy-
znaczmy wspóªczynniki nachylenia: kOA = tg α
oraz kOB = tg (π

2
+ α) = − ctg α. Mo»emy ju»

ªatwo pokaza¢ »¡dan¡ równo±¢:

kOA · kOB = tg α · (− ctg α) =
sin α

cos α
· (−cos α

sin α
) = −1.
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�wiczenie 1.4.1. Dane s¡ punkty A(0, 1), B(2, 0), C(1,−2), D(−1,−1).
Sprawd¹ rachunkowo, »e czworok¡t ABCD jest kwadratem.
Rozwi¡zanie:
Obliczmy najpierw dªugo±ci boków tego czworok¡ta:

|AB| =
√

22 + (−1)2 =
√

5,

|BC| =
√

(1− 2)2 + (−2)2 =
√

5,

|CD| =
√

(−1− 1)2 + (−1− (−2))2 =
√

5,

|AD| =
√

(−1)2 + (−1− 1)2 =
√

5.

Wszystkie boki czworok¡ta s¡ równe, a wi¦c jest to romb. Wystarczy jeszcze
pokaza¢, »e s¡siednie boki tego rombu s¡ prostopadªe. Wykorzystamy do tego
wspóªczynniki nachylenia boków czworok¡ta ABCD. Wynosz¡ one:

kAB =
0− 1

2− 0
= −1

2
, kBC =

−2− 0

1− 2
= 2,

kCD =
−1 + 2

−1− 1
= −1

2
, kAD =

−1− 1

−1− 0
= 2.

Otrzymali±my, »e kAB · kBC = −1, co oznacza, »e AB ⊥ BC. St¡d mo»emy ju»
wywniosowa¢, »e faktycznie czworok¡t ABCD jest kwadratem.
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Rozdziaª 2

Wektory na pªaszczy¹nie

2.1 Wektor i jego wspóªrz¦dne
Wektor to odcinek, którego ko«ce tworz¡ uporz¡dkowan¡ par¦ punktów, z których
pierwszy nazywamy pocz¡tkiem, drugi za± ko«cem wektora.

Zapis −→
AB oznacza wektor o pocz¡tku

w punkcie A i ko«cu w punkcie B.
Stosowa¢ b¦dziemy tak»e jednoliterowe
oznaczenia wektorów, np. ~u,~v, ~w, b¡d¹
opuszczaj¡c strzaªk¦ nad liter¡, np.
u, v, w.

Wektor, którego pocz¡tek pokrywa si¦ z jego ko«cem nazywamy wektorem ze-
rowym. Oznaczamy go przez ~0, lub 0.

Wspóªrz¦dnymi wektora −→AB nazywamy ró»nice odpowiednich wspóªrz¦dnych
ko«ca B i pocz¡tku A tego wektora. Zapisujemy je w nawiasach kwadratowych:

−→
AB = [b1 − a1, b2 − a2], gdzie A = (a1, a2), B = (b1, b2).

Uwaga 2.1.1. Kolejno±¢ jest bardzo wa»na: od wspóªrz¦dnych ko«ca wektora odej-
mujemy wspóªrz¦dne pocz¡tku!
Ogólnie wektor ~v we wspóªrz¦dnych zapisujemy jako: ~v = [v1, v2].
Uwaga 2.1.2. Wspóªrz¦dne wektora zerowego to ~0 = [0, 0].

Przykªad 2.1.3. Obliczmy wspóªrz¦dne wektora ~v zaznaczonego w ukªadzie
wspóªrz¦dnych.

~v =
−→
AB = [4− (−2),−1− 3] = [6,−4].

13



�wiczenie 2.1.4. Znajd¹ wektor ~w o pocz¡tku w punkcie P (−1, 2) i o wspóªrz¦-
dnych [2,−3].
Rozwi¡zanie:
Koniec wektora ~w oznaczmy punktem K(k1, k2). Wspóªrz¦dne tego wektora
mo»emy zapisa¢ nast¦puj¡co:

~w =
−−→
PK = [k1 − (−1), k2 − 2] = [2,−3].

Porównuj¡c odpowiednie wspóªrz¦dne otrzymujemy równania:

k1 + 1 = 2 oraz k2 − 2 = −3.

Znale¹li±my wi¦c wspóªrz¦dne ko«ca wektora, czyli punkt K(1,−1). Szukany wek-
tor ~w ma pocz¡tek w punkcie (−1, 2) a koniec w punkcie (1,−1).

2.2 Geometryczne cechy wektorów
Ka»dy wektor posiada trzy charakteryzuj¡ce go cechy:

� dªugo±¢ wektora - dªugo±¢ tworz¡cego go odcinka, czyli |−→AB| = |AB|;
� kierunek wektora - kierunek prostej, na której le»y ten wektor;

� zwrot : wektory o danym kierunku maj¡ dwa mo»liwe zwroty:

zwroty zgodne zwroty przeciwne

Uwaga 2.2.1. Przyjmuje si¦, »e dªugo±¢ wektora zerowego jest równa zeru, nato-
miast jego kierunek i zwrot s¡ dowolne.

2.2.2. Wzór na dªugo±¢ wektora
Punkty A(a1, a2), B(b1, b2) s¡ odpowiednio pocz¡tkiem i ko«cem wektora ~v. Ma on
zatem nast¦puj¡ce wspóªrz¦dne:

~v =
−→
AB = [b1 − a1, b2 − a2] = [v1, v2].

Poniewa» dªugo±¢ wektora jest zwykª¡ dªugo±ci¡ odcinka, którego ko«cami s¡ pocz¡tek
i koniec tego wektora, ªatwo otrzymujemy (ze wzoru (1.2.1)), »e dªugo±¢ wektora
wynosi:

|~v| = |AB| =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a1)2 =
√

v1
2 + v2

2.
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Ostatecznie mo»emy zapisa¢ wzór:

♦ |~v| =
∣∣[v1, v2]

∣∣ =
√

v1
2 + v2

2. ♦ (2.2.1)

Przykªad 2.2.3. Wektor ~u = [4,−3] ma dªugo±¢ |~u| =
√

42 + (−3)2 = 5.

2.2.4. Biegunowa posta¢ wektora

De�nicja 2.2.5. K¡tem biegunowym αv wektora ~v nazywamy k¡t skierowany
pomi¦dzy dodatni¡ póªosi¡ Ox oraz t¡ cz¦±ci¡ prostej zawieraj¡cej ~v, która ma zwrot
taki jak ~v.

K¡t biegunowy jest liczb¡ z przedziaªu [0, 2π). Rysunki poni»ej przedstawiaj¡ ró»ne
mo»liwo±ci kierunków i zwrotów wektora oraz odpowiednie k¡ty biegunowe jakie s¡
wyznaczane w tych przypadkach.

Zauwa»my, »e k¡t biegunowy okre±la kierunek i zwrot wektora w ukªadzie wspóªrz¦-
dnych. Natomiast dªugo±¢ wektora nie jest zale»na od k¡ta biegunowego. Powiedzie¢,
»e dwa wektory maj¡ równe k¡ty biegunowe, to to samo, co stwierdzi¢, »e maj¡ one
jednakowe kierunki i zgodne zwroty.

jednakowe
kierunki
i zwroty

⇐⇒
równe
k¡ty
biegunowe

Znaj¡c k¡t biegunowy danego wektora (a zatem jego kierunek i zwrot) oraz
dodatkowo tak»e dªugo±¢ tego wektora, mo»emy okre±li¢ jego wspóªrz¦dne. Prowadzi
nas to do postaci biegunowej wspóªrz¦dnych wektora.
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Rozwa»my przypadek, gdy
αv ∈ (0, π

2
), jak to przed-

stawia rysunek obok. Wek-
tor ~v ma wspóªrz¦dne

~v = [x2 − x1, y2 − y1].

Wyznaczaj¡c cosinus i sinus
k¡ta biegunowego otrzymu-
jemy równo±ci:

x2 − x1 = |~v| cos αv,
y2 − y1 = |~v| sin αv.

Ostatecznie otrzymujemy biegunow¡ posta¢ wspóªrz¦dnych wektora ~v:

♦ ~v = [|~v| cos αv, |~v| sin αv]. ♦ (2.2.2)

Uwaga 2.2.6. Powy»szy wzór zachodzi dla dowolnego k¡ta α. Mo»emy sprawdzi¢,
»e w ka»dym przypadku obliczenia b¦d¡ takie same. W tym celu nale»y zauwa»y¢,
»e znaki wyra»e« x2 − x1 i cos α oraz y2 − y1 i sin α s¡ zawsze jednakowe.

2.3 Równo±¢ wektorów
De�nicja 2.3.1. Dwa wektory nazywamy równymi, je±li maj¡ jednakowe dªugo±ci,
kierunki i zwroty.

Wektory równe danemu wektorowi ~v pow-
staj¡ przez przesuni¦cia wektora ~v do innych
punktów zaczepienia (pocz¡tków).

Uwaga 2.3.2. Dwa wektory s¡ równe, je±li maj¡ równe dªugo±ci i k¡ty biegunowe.

Twierdzenie 2.3.3. Równe wektory maj¡ jednakowe wspóªrz¦dne.

Dowód. Niech ~u i ~v b¦d¡ równymi wektorami. Oznacza to, »e ich dªugo±ci oraz k¡ty
biegunowe s¡ równe, tzn. |~u| = |~v| i αu = αv.
Wówczas

u1 = |~u| cos αu = |~v| cos αv = v1,

u2 = |~u| sin αu = |~v| sin αv = v2.

Zatem otrzymali±my, »e odpowiednie wspóªrz¦dne obu wektorów s¡ równe:

[u1, u2] = [v1, v2].
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Wektory mo»na w dwojaki sposób traktowa¢: albo bior¡c pod uwag¦ punkt
pocz¡tkowy (punkt zaczepienia), albo nie.

� Wektor swobodny to wektor traktowany z dokªadno±ci¡ do relacji równo±ci,
czyli z dokªadno±ci¡ do przesuni¦cia. Okre±laj¡c wektor swobodny musimy
zna¢ kierunek, zwrot i dªugo±¢, natomiast poªo»enie pocz¡tku wektora nie ma
znaczenia. Wektor swobodny mo»na te» okre±li¢ przez podanie jego wspóªrz¦-
dnych (bo te nie zale»¡ od poªo»enia pocz¡tku).

� Wektor zaczepiony to wektor, w którym dodatkowo punkt zaczepienia jest
ustalony. Zatem do okre±lenia takiego wektora potrzebne jest nie tylko po-
danie kierunku, zwrotu i dªugo±ci, ale tak»e punktu pocz¡tkowego wektora.
Wektor zaczepiony mo»na te» okre±li¢ przez podanie punktu pocz¡tkowego
i ko«cowego.

De�nicja z pocz¡tku drugiego rozdziaªu jest wi¦c de�nicj¡ wektora zaczepionego.
W dalszej cz¦±ci niniejszego skryptu zajmowa¢ si¦ b¦dziemy gªównie wektorami swo-
bodnymi, chyba, »e wyra¹nie b¦dzie mowa o punktach b¦d¡cych ko«cami wektora.

2.4 Dodawanie wektorów
Sum¦ danych dwóch wektorów ~v i ~w mo»emy okre±li¢ na dwa sposoby, stosuj¡c
nast¦puj¡ce reguªy.

1. Reguªa równolegªoboku.
Wektor ~w przesuwamy tak, by jego
pocz¡tek pokryª si¦ z pocz¡tkiem
wektora ~v , a nast¦pnie prowadzimy
prost¡ równolegª¡ do ~v przez koniec
wektora ~w i równolegª¡ do ~w przez
koniec wektora ~v. Proste te przeci-
naj¡ si¦ w jednym punkcie b¦d¡cym
ko«cem szukanego wektora ~v+ ~w, za±
jego pocz¡tkiem jest pocz¡tek wek-
tora ~v (a zarazem pocz¡tek ~w).

2. Reguªa przykªadania.
Wektor ~w przesuwamy tak, by jego
pocz¡tek pokryª si¦ z ko«cem wek-
tora ~v. Wektor ~v + ~w otrzymujemy
ª¡cz¡c pocz¡tek wektora ~v z ko«cem
wektora ~w, które to punkty s¡
odpowiednio pocz¡tkiem i ko«cem
szukanego wektora.
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2.4.1. Dodawanie we wspóªrz¦dnych

Zobaczmy w jaki sposób mo»na przeprowadzi¢ dziaªanie dodawania wektorów posªugu-
j¡c si¦ ich wspóªrz¦dnymi.
Przyjmijmy, »e mamy dane wektory ~v i ~w:

~v =
−→
AB = [b1 − a1, b2 − a2] = [v1, v2],

~w =
−−→
BC = [c1 − b1, c2 − b2] = [w1, w2].

Znajd¹my wspóªrz¦dne wektora ~v + ~w:
~v + ~w =

−→
AC = [c1 − a1, c2 − a2] =

= [c1 − b1 + b1 − a1, c2 − b2 + b2 − a2] =
= [w1 + v1, w2 + v2].

Otrzymali±my zatem, »e wspóªrz¦dne sumy wektorów, to sumy poszczególnych
wspórz¦dnych tych wektorów:

♦ [v1, v2] + [w1, w2] = [v1 + w1, v2 + w2]. ♦ (2.4.1)

�wiczenie 2.4.2. Jaka jest dªugo±¢ wektora b¦d¡cego sum¡ wektorów ~v = [−8, 3]
i ~w = [7,−5]?
Rozwi¡zanie:
Wyznaczmy najpierw wspóªrz¦dne wektora sumy:

~v + ~w = [−8 + 7, 3 + (−5)] = [−1,−2].

Dªugo±¢ tego wektora wynosi
√

5, co ªatwo obliczy¢:

|~v + ~w| =
√

(−1)2 + (−2)2 =
√

5.

2.5 Wektory przeciwne i odejmowanie wektorów
De�nicja 2.5.1. Dwa wektory nazywamy przeciwnymi, je±li maj¡ jednakowe dªu-
go±ci i kierunki, lecz przeciwne zwroty.

Wektor przeciwny do
wektora ~v oznaczamy
przez −~v.
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Fakt 2.5.2. Je±li ~v = [v1, v2], to −~v = [−v1,−v2].

Dowód. Je±li ~v jest wektorem o pocz¡tku w A(a1, a2) i ko«cu w B(b1, b2), to jako
wektor przeciwny do niego, czyli o przeciwnym zwrocie, ale tym samym kierunku
i tej samej dªugo±ci mo»na wzi¡¢ np. wektor o pocz¡tku w B i ko«cu w A. Wówczas
mamy nat¦puj¡ce równo±ci:

−~v = −−→AB =
−→
BA = [a1 − b1, a2 − b2] = [−(b1 − a1),−(b2 − a2)] = [−v1,−v2].

2.5.3. Odejmowanie wektorów

Ró»nic¦ wektorów ~v− ~w okre±lamy jako sum¦ wektora ~v i wektora przeciwnego do ~w.
Mamy zatem:

~v − ~w = ~v + (−~w).

Poni»sze rysunki przedstawiaj¡ geometrycznie odejmowanie wektorów dwoma spo-
sobami, takimi, jak przy dodawaniu wektorów.

Wspóªrz¦dne ró»nicy wektorów, to ró»nice poszczególnych wspóªrz¦dnych wek-
torów:

♦ ~v − ~w = [v1 − w1, v2 − w2]. ♦ (2.5.1)

Mo»emy przeprowadzi¢ prosty rachunek uzasadniaj¡cy powy»szy wzór:

~v−~w = ~v+(−~w) = [v1, v2]+[−w1,−w2] = [v1+(−w1), v2+(−w2)] = [v1−w1, v2−w2].

2.6 Mno»enie wektora przez liczb¦
Maj¡c dany wektor ~v i liczb¦ rzeczywist¡ t, mo»emy okre±li¢ iloczyn t · ~v.

De�nicja 2.6.1. Iloczynem wektora ~v przez liczb¦ rzeczywist¡ t (zwan¡ te»
skalarem) nazywamy wektor o takim samym kierunku, jaki ma wektor ~v, dªugo±ci
równej |t| · |~v| oraz zwrocie zgodnym z ~v, gdy t > 0, lub przeciwnym, gdy t < 0.
Natomiast iloczyn dowolnego wektora przez liczb¦ t = 0 jest wektorem zerowym.
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2.6.2. Wspóªrz¦dne wektora t~v

Wspóªrz¦dne wektora t~v wyznaczymy korzystaj¡c z postaci biegunowej.
Niech αv, αtv b¦d¡ odpowiednio k¡tami biegunowymi wektorów ~v = [v1, v2] i t~v.
Rozwa»my trzy przypadki, w zale»no±ci od liczby t:

1. Je±li t > 0, wówczas ~v i t~v maj¡ zgodne zwroty, wi¦c αv = αtv. Ponadto
|t~v| = |t| · |~v| = t · |~v|. Mamy zatem

t · ~v = [|t~v| cos αtv, |t~v| sin αtv] =

= [t · |~v| cos αv, t · |~v| sin αv] = [t · v1, t · v2].

2. Je±li t < 0, wówczas zwroty ~v i t~v s¡ przeciwne, czyli αtv = αv + π. Ponadto
|t~v| = |t| · |~v| = −t · |~v|. Zatem

t · ~v = [|t~v| cos αtv, |t~v| sin αtv] = [−t|~v| cos (αv + π),−t|~v| sin (αv + π)] =

= [t · |~v| cos αv, t · |~v| sin αv] = [t · v1, t · v2].

3. W przypadku t = 0 de�nicja mówi, »e iloczyn dowolnego wektora przez 0 jest
wektorem zerowym. Mo»emy to zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób: 0 · ~v = ~0, czyli
0 · [v1, v2] = [0, 0] = [0 · v1, 0 · v2].

We wszystkich przypadkach otrzymali±my ten sam sposób na obliczenie wspóªrz¦-
dnych iloczynu wektora ~v przez liczb¦ t: nale»y obie wspóªrz¦dne wektora pomno»y¢
przez t¦ liczb¦. Mo»emy zapisa¢ to wzorem:

♦ t · ~v = t[v1, v2] = [tv1, tv2]. ♦ (2.6.1)

Poni»sze rysunki przedstawiaj¡ iloczyn wektora ~v przez dodatni¡ liczb¦ t. Zauwa»my,
»e w zale»no±ci, czy t jest wi¦ksze, czy mniejsze od 1, dªugo±¢ wektora si¦ odpowie-
dnio zwi¦ksza, b¡d¹ zmniejsza.

Przykªad 2.6.3. Obliczmy wspóªrz¦dne iloczynu wektora ~v = [−1
2
, 3] przez −4.

Mamy:
−4~v = −4

[
−1

2
, 3

]
=

[
−4 ·

(
−1

2

)
,−4 · 3

]
= [2,−12].
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2.7 Wªasno±ci dziaªa« na wektorach
Dla dowolnych wektorów ~u,~v, ~w oraz dowolnych liczb rzeczywistych t i s zachodz¡
nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(1) ~v + ~w = ~w + ~v (przemienno±¢ dodawania),

(2) ~v + (~w + ~u) = (~v + ~w) + ~u (ª¡czno±¢ dodawania),

(3) (t + s) · ~v = t~v + s~v (rozdzielno±¢ mno»enia wektora wzgl¦dem sumy liczb),

(4) t(~v+ ~w) = t~v+t~w (rozdzielno±¢ mno»enia liczby wzgl¦dem sumy wektorów),

(5) t(s~v) = (ts)~v (ª¡czno±¢ mno»enia skalarów),

(6) 0 · ~v = ~0 , t ·~0 = ~0,

(7) 1 · ~v = ~v

Ka»d¡ z powy»szych wªasno±ci mo»na ªatwo uzasadni¢ geometrycznie (z de�nicji),
lub algebraicznie (we wspóªrz¦dnych). Przykªadowo podamy uzasadnienie (1) i (7),
pozostaªe pomijaj¡c.

Dowód.

(1) � geometrycznie: wªasno±¢ ta
wynika wprost z de�nicji, suma
wektorów nie zale»y od porz¡dku
skªadników.

� algebraicznie: wspóªrz¦dne wektorów s¡ nast¦puj¡ce: ~v = [v1, v2],
~w = [w1, w2]. Wªasno±¢ (1) wynika z przemienno±ci dodawania liczb:

~v + ~w = [v1 + w1, v2 + w2] = [w1 + v1, w2 + v2] = ~w + ~v.

(7) � geometrycznie: 1 · ~v jest wektorem o tej samej dªugo±ci co ~v oraz tym
samym kierunku i zwrocie, a wi¦c wektor ten jest równy wektorowi ~v.

� algebraicznie: wektor ~v ma wspóªrz¦dne [v1, v2], zatem

1 · ~v = 1 · [v1, v2] = [1 · v1, 1 · v2] = [v1, v2] = ~v.
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2.8 Wektory wspóªliniowe i niewspóªliniowe
Poni»szy rysunek przedstawia trzy pary wektorów.

Obydwa wektory, spo±ród ka»dej z par, maj¡ te same kierunki. Je±li teraz prze-
suniemy je do jednego punktu zaczepienia, b¦d¡ one le»aªy na jednej prostej.

Tak¡ wªasno±¢ w algebrze liniowej nazywamy liniow¡ zale»no±ci¡ pary wektorów.
Mo»emy tak»e powiedzie¢ o tych wektorach, »e s¡ wspóªliniowe.
De�nicja 2.8.1. Dwa wektory nazywamy wspóªliniowymi, je±li maj¡ jednakowe
kierunki (s¡ równolegªe), lub je±li cho¢ jeden z nich jest wektorem zerowym.

Poj¦cie liniowej niezale»no±ci, czy niewspóªliniowo±ci pary wektorów jest prze-
ciwie«stwem wspóªliniowo±ci.
De�nicja 2.8.2. Dwa wektory s¡ niewspóªliniowe, je±li maj¡ ró»ne kierunki.
Twierdzenie 2.8.3. Je±li wektory ~v i ~w s¡ wspóªliniowe, to jeden z nich jest iloczynem
drugiego przez pewna liczb¦ rzeczywist¡.
Dowód. Je±li oba wektory ~v i ~w s¡ zerowe, to dla dowolnej liczby t speªniona jest
teza ~v = t · ~w, gdy» wektor zerowy pomno»ony przez dowoln¡ liczb¦, jest wektorem
zerowym.

W przypadku, gdy tylko jeden z wektorów jest zerowy (przyjmijmy, »e ~v = ~0)
dowód jest równie» oczywisty i wynika z poznanych wcze±niej wªasno±ci, mamy
bowiem: ~v = ~0 = 0 · ~w.

Zajmijmy si¦ zatem pozostaªym przypadkiem, czyli dla ~v 6= ~0 i ~w 6= ~0. Rozwa»my
dwa podprzypadki:

� ~v i ~w maj¡ zgodne zwroty.
Niech t = |~v|

|~w| . Poka»emy, »e ~v = t · ~w. Wektory ~v i t~w maj¡ te same kierunki
i zwroty. Ich dªugo±ci tak»e s¡ równe, bo:

|t~w| = |t| · |~w| = |~v|
|~w| · |~w| = |~v|.

Zatem te wektory s¡ równe, czyli ~v = t · ~w.

� ~v i ~w maj¡ przeciwne zwroty.
Niech teraz t = − |~v|

|~w| . Wówczas mamy:

|t~w| = |t| · |~w| =
∣∣∣∣−
|~v|
|~w|

∣∣∣∣ · |~w| =
|~v|
|~w| · |~w| = |~v|.
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Otrzymali±my, ze wektory ~v i t~w s¡ równej dªugo±ci. Wiemy te», »e maj¡
jednakowe kierunki i zgodne zwroty (bo wektor ~w o zwrocie przeciwnym do ~v
mno»ymy przez liczb¦ t < 0). Zatem zachodzi równo±¢ ~v = t · ~w.

Uwaga 2.8.4. Algebraiczne okre±lenie liniowa zale»no±¢ oznaczaj¡ce wspóªliniowo±¢
dotyczy wªa±nie równo±ci ~v = t · ~w.

Uwaga 2.8.5. Je±li wektory ~v i ~w s¡ niewspóªliniowe, to »aden z nich nie jest równy
iloczynowi drugiego przez jak¡kolwiek liczb¦ rzeczywist¡.

2.9 Rozkªad wektora wzgl¦dem dwóch ró»nych
kierunków

Maj¡c dane dwa ró»ne kierunki k1 i k2 mo»emy przedstawi¢ dowolny wektor ~v, jako
sum¦ dwóch wektorów o kierunkach k1 i k2. Takie przedstawienie ~v = ~v1 + ~v2, gdzie
~v1 ma kierunek k1, a ~v2 kierunek k2, nazywamy rozkªadem wektora wzgl¦dem
tych kierunków. Wektory ~v1, ~v2 nazywamy skªadowymi.

Fakt 2.9.1. Ka»dy wektor ~v mo»na rozªo»y¢ wzgl¦dem zadanych dwóch kierunków
k1, k2. Rozkªad taki jest jednoznaczny (mo»na go dokona¢ tylko na jeden sposób).

Dowód. Je±li ~v ma jeden z kierunków k1 lub k2, to rozkªad ma posta¢ ~v = ~v+~0, gdzie
~0 traktujemy jako skªadow¡ w drugim kierunku. T¦ sytuacj¦ przedstawia poni»szy
rysunek po lewej.

Je±li ~v nie jest równolegªy do »adnego z kierunków, to sposób tworzenia rozkªadu
przedstawia rysunek powy»ej z prawej strony.

Pokazali±my zatem, »e dla ka»dego wektora taki rozkªad istnieje. Nale»y jeszcze
udowodni¢, »e jest on jedyny. W tym celu wyka»emy, »e je±li istniej¡ dwa rozkªady,
to s¡ one sobie równe.

Niech ~v = ~v1 + ~v2 = ~v1
′+ ~v2

′, gdzie ~v1, ~v1
′ maj¡ kierunek k1, a ~v2, ~v2

′ kierunek k2.
Wówczas ~v1 − ~v1

′ = ~v2
′ − ~v2 i wektor ten ma zarówno kierunek k1 (bo ~v1 − ~v1

′ ma
kierunek k1), jak i kierunek k2 (wektor ~v2

′ − ~v2 ma taki kierunek). Jedyny wektor,
który ma wi¦cej ni» jeden kierunek to wektor zerowy, wi¦c otrzymujemy równo±¢:

~v1 − ~v1
′ = ~v2

′ − ~v2 = 0, st¡d ~v1 = ~v1
′ oraz ~v2 = ~v2

′.

Otrzymali±my zatem, »e te dwa rozkªady musz¡ by¢ jednakowe.
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2.10 Rozkªad wektora wzgl¦dem pary liniowo nieza-
le»nych wektorów

De�nicja 2.10.1. Kombinacj¡ liniow¡ wektorów ~v1 i ~v2 nazywamy wyra»enie
postaci t1 · ~v1 + t2 · ~v2, gdzie t1, t2 s¡ dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Przedstawienie wektora ~w jako kombinacji liniowej niewspóªliniowych wektorów
~v1 i ~v2 nazywamy rozkªadem wektora wzgl¦dem pary liniowo niezale»nych
wektorów. Liczby t1 i t2 nazywamy wspóªczynnikami kombinacji liniowej
(albo wspóªczynnikami rozkªadu). Z faktu o istnieniu jednoznacznego rozkªadu wek-
tora wzgl¦dem dwóch kierunków wynika bezpo±rednio nast¦puj¡ce stwierdzenie.

Fakt 2.10.2. Ka»dy wektor rozkªada si¦ jednoznacznie wzgl¦dem pary liniowo nieza-
le»nych wektorów.

Dowód. Wektory ~v1, ~v2 niech b¦d¡ liniowo niezale»ne (niewspóªliniowe). Wektory
~w1, ~w2 s¡ jednoznacznie wyznaczonymi (z Faktu 2.9.1) skªadowymi rozkªadu wektora
~w wzgl¦dem kierunków wektorów ~v1 i ~v2, tzn. ~w = ~w1+ ~w2. Wektory ~w1 i ~v1 s¡ liniowo
zale»ne, przy czym ~v1 jest niezerowy, dlatego ~w1 jest iloczynem ~v1 przez pewn¡
liczb¦ t1, czyli ~w1 = t1 · ~v1. Podobnie dla wektorów ~w2 i ~v2 mamy, »e ~w2 = t2 · ~v2.
Otrzymujemy zatem jedyny mo»liwy rozkªad w kombinacj¦ liniow¡ wektora ~w:

~w = ~w1 + ~w2

~w1 = t1 · ~v1

~w2 = t2 · ~v2



 ⇒ ~w = t1 ~v1 + t2 ~v2.

Uwaga 2.10.3. Je±li wektory ~v1 i ~v2 s¡ liniowo zale»ne (czyli maj¡ce ten sam
kierunek k), to rozkªad wektora ~w wzgl¦dem nich:

� nie istnieje, gdy ~w ma kierunek ró»ny od kierunku k.

Wszystkie kombinacje t~v1 + s~v2 maj¡
kierunek k, a wi¦c »adna z nich nie
mo»e by¢ równa ~w.

� jest niejednoznaczny, gdy ~w ma kierunek k.
Dla dowolnej liczby t wektor t~v1 ma
kierunek k i mo»emy dobra¢ takie s, »e
~w − t~v1 = s~v2.

Wtedy ~w = t~v1 + s~v2, a poniewa» t mogli±my wybra¢ na niesko«czenie wiele
sposobów, wi¦c takich kombinacji liniowych jest niesko«czenie wiele.
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Poni»sze ¢wiczenie pokazuje, »e rozkªadu w kombinacj¦ liniow¡ mo»na dokona¢
metodami rachunkowymi.

�wiczenie 2.10.4. Rozªó» wektor ~w = [−4,−5] wzgl¦dem wektorów ~v1 = [−1, 2]
i ~v2 = [0,−1].
Rozwi¡zanie:
Zauwa»my najpierw, »e wektory ~v1 i ~v2 s¡ liniowo niezale»ne, bo »aden z nich nie
jest iloczynem drugiego przez »adn¡ liczb¦. Mo»emy zatem znale¹¢ kombinacj¦
liniow¡ ~w = t1 ~v1 + t2 ~v2. Podstawiaj¡c wspóªrz¦dne danych wektorów wyliczymy
wspóªczynniki rozkªadu:

[−4,−5] = t1[−1, 2] + t2[0,−1] = [−t1, 2t1] + [0,−t2] = [−t1, 2t1 − t2].

Porównuj¡c poszczególne wspóªrz¦dne mamy:

−4 = −t1 ⇒ t1 = 4

−5 = 2t1 − t2 ⇒ −5 = 8− t2 ⇒ t2 = 13.

Ostatecznie mo»emy zapisa¢ szukany rozkªad:

[−4,−5] = 4 · [−1, 2] + 13 · [0,−1].

2.11 Wersory
Wektory jednostkowe (tzn. o dªugo±ci 1) o kierunkach i zwrotach takich, jak osie
ukªadu wspóªrz¦dnych nazywamy wersorami.

Oznaczenia wersorów:

~e1 � wersor zwi¡zany z osi¡ Ox,
~e2 � wersor zwi¡zany z osi¡ Oy.

Mo»na z ªatwo±ci¡ zauwa»y¢, »e wspóªrz¦dne
wersorów to:

~e1 = [1, 0] oraz ~e2 = [0, 1].

Wersory s¡ liniowo niezale»nymi wektorami, a wi¦c dla dowolnego wektora ~v
mo»emy wyznaczy¢ jednoznacznie jego rozkªad wzgl¦dem wersorów. Rozkªad
ten wygl¡da nast¦puj¡co:

~v = [v1, v2] = [v1, 0] + [0, v2] = v1[1, 0] + v2[0, 1] = v1 · ~e1 + v2 · ~e2.

Uwaga 2.11.1. Wspóªczynniki rozkªadu wektora wzgl¦dem wersorów s¡ równe
wspóªrz¦dnym tego wektora.
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2.12 Wektor wodz¡cy
De�nicja 2.12.1. Wektor wodz¡cy punktu P to wektor−→OP , gdzie O jest pocz¡tkiem
ukªadu wspóªrz¦dnych.

Wektor wodz¡cy punktu P ma
takie same wspóªrz¦dne jak ten
punkt. Je±li P (p1, p2), to
−→
OP = [p1 − 0, p2 − 0] = [p1, p2].

Uwaga 2.12.2. Ka»demu punktowi pªaszczyny odpowiada dokªadnie jeden wektor
wodz¡cy, a ka»dy wektor o pocz¡tku w punkcie O wyznacza dokªadnie jeden punkt
pªaszczyzny b¦d¡cy ko«cem tego wektora.

Poj¦cie wektora wodz¡cego przydaje si¦ w wielu zadaniach. Przykªadowe zasto-
sowanie pokazane jest w poni»ej przedstawionym zagadnieniu podziaªu odcinka.

�wiczenie 2.12.3. Maj¡c dane punkty A(−1, 6) i B(5, 3) znajd¹ wspóªrz¦dne
punktu P podziaªu odcinka w stosunku 2 : 1.
Rozwi¡zanie:

Aby wyznaczy¢ wspóªrz¦dne punktu P znajdziemy
wspóªrz¦dne wektora wodz¡cego −→OP , którym s¡ one
równe. Zauwa»my, »e

−→
OP =

−→
OA +

−→
AP.

Wektor wodz¡cy punktu A ma oczywi±cie wspóª-
rz¦dne −→OA = [−1, 6]. Natomiast wspóªrz¦dne wek-
tora −→AP obliczymy z wynikaj¡cej z tre±ci zadania
równo±ci: −→

AP =
2

3
· −→AB.

Wektor −→AB ma wspóªrz¦dne: [5 + 1, 3 − 6] = [6,−3], a wi¦c −→AP = 2
3
· [6,−3] =

= [4,−2]. Zatem mo»emy ju» podstawi¢ obliczone wspóªrz¦dne do pocz¡tkowego
równania. Otrzymujemy, »e

−→
OP =

−→
OA +

−→
AP = [−1, 6] + [4,−2] = [3, 4].

Zatem szukanym punktem podziaªu jest P (3, 4).

Ogólnie mo»emy powiedzie¢, »e punkt podziaªu odcinka AB w stosunku
t : s, to taki punkt wewn¦trzny P odcinka AB, dla którego zachodzi proporcja
|AP | : |PB| = t : s.

26



2.12.4. Wzór na punkt podziaªu

Maj¡c dane ko«ce odcinka A(a1, a2), B(b1, b2)
i stosunek podziaªu t : s odcinka AB, znaj-
dziemy punkt podziaªu P (p1, p2). Post¦powa¢
b¦dziemy podobnie jak w �wiczeniu 2.12.3.
Aby znale¹¢ wektor wodz¡cy −→

OP skorzy-
stamy z równo±ci −→OP =

−→
OA+

−→
AP . Zauwa»my,

»e −→AP = t
t+s
·−→AB, natomiast −→AB =

−−→
OB−−→OA.

Zatem dostajemy, »e

−→
OP =

−→
OA +

t

t + s
· −→AB =

−→
OA +

t

t + s
(
−−→
OB −−→OA) =

s

t + s

−→
OA +

t

t + s

−−→
OB.

Otrzymali±my wi¦c wzór na punkt podziaªu odcinka AB w stosunku t : s w postaci
wektorowej:

−→
OP =

s

t + s

−→
OA +

t

t + s

−−→
OB. (2.12.1)

Mo»emy tak»e zapisa¢ ten wzór we wspóªrz¦dnych:
{

p1 = s
t+s

a1 + t
t+s

b1

p2 = s
t+s

a2 + t
t+s

b2

. (2.12.2)

Powy»szy wzór ªatwo otrzymujemy z podstawienia odpowiednich wspóªrz¦dnych we
wzorze (2.12.1):

[p1, p2] =
s

t + s
[a1, a2]+

t

t + s
[b1, b2] =

[
s

t + s
· a1 +

t

t + s
· b1,

s

t + s
· a2 +

t

t + s
· b2

]
.

Uwaga 2.12.5. Jak wiemy, wektory wodz¡ce danych punktów maj¡ takie same
wspóªrz¦dne jak te punkty. Przyjmuje si¦ skrótowy zapis: zamiast −→OP piszemy −→P
lub nawet P . Wobec tego wzór (2.12.1) mo»emy zapisa¢ równie» nast¦puj¡co:

−→
P =

s

t + s

−→
A +

t

t + s

−→
B .

Fakt 2.12.6. Wspóªrz¦dne ±rodka odcinka s¡ ±rednimi arytmetycznymi odpowiednich
wspóªrz¦dnych ko«ców tego odcinka.
Dowód. Fakt ten wynika ze wzoru na punkt podziaªu odcinka, gdy» ±rodek odcinka
jest jego szczególnym przypadkiem, gdzie stosunek podziaªu wynosi 1 : 1. Niech
P (p1, p2) b¦dzie ±rodkiem odcinka AB, gdzie A(a1, a2), B(b1, b2). Mamy wtedy:

−→
P =

1

1 + 1

−→
A +

1

1 + 1

−→
B =

1

2

−→
A +

1

2

−→
B.

Mo»emy to oczywi±cie zapisa¢ we wspóªrz¦dnych, co ko«czy dowód tego faktu:

[p1, p2] =

[
1

2
a1 +

1

2
b1,

1

2
a2 +

1

2
b2

]
=

[
a1 + b1

2
,

a2 + b2

2

]
.
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2.13 Równanie parametryczne prostej
W j¦zyku wektorów mo»emy zapisa¢ dowoln¡ prost¡ z pªaszczyzny. Zacznijmy jednak
od prostszego przypadku, gdy prosta przechodzi przez punkt (0, 0).
2.13.1. Prosta przechodz¡ca przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych
Dla prostej L o kierunku niezerowego wektora ~v = [v1, v2] i przechodz¡cej przez
(0, 0) oraz dla dowolnego punktu X z tej prostej mamy, »e wektor wodz¡cy punktu
X jest iloczynem wektora ~v przez pewn¡ liczb¦ rzeczywist¡ t.

Mo»emy zatem zapisa¢ równo±¢−−→OX = t·~v. Wstaw-
iaj¡c wspóªrz¦dne wyst¦puj¡cych w tej równo±ci
wektorów dostajemy:

[x1, x2] = t[v1, v2] = [tv1, tv2].

Otrzymane równanie

♦ [x1, x2] = t · [v1, v2] ♦ (2.13.1)

b¦dziemy nazywa¢ równaniem parame-
trycznym prostej L przechodz¡cej przez (0, 0).

To samo równanie mo»emy zapisa¢ te» we wspóªrz¦dnych:

♦
{

x1 = tv1

x2 = tv2
. ♦ (2.13.2)

W takim równaniu wyst¦puje parametr t, za który mo»na wstawi¢ dowolne liczby
rzeczywiste. Natomiast v1 i v2 to konkretne wspóªrz¦dne ustalonego wektora ~v, wi¦c
s¡ one dane. Niewiadomymi w tym równaniu s¡ x1 i x2, które jednak dla poszczegól-
nych warto±ci parametru t mo»na wyliczy¢ i dosta¢ wspóªrz¦dne (x1, x2) punktu X.
Podstawiaj¡c za t kolejne liczby rzeczywiste otrzymamy wszystkie punkty prostej L.

Przykªad 2.13.2. Prosta L dana jest równaniem
{

x1 = 3t
x2 = −4t

. Znajd¹my wspóª-
rz¦dne kilku punktów tej prostej. Sprawd¹my te», czy A(−3,−2) nale»y do L?
Podstawmy za parametr t kolejno kilka liczb i obliczmy wspóªrz¦dne punktów:

dla t = −2 (x1, x2) = (3 · (−2),−4 · (−2)) = (−6, 8);
dla t = 1 (x1, x2) = (3 · 1,−4 · 1) = (3,−4);
dla t = 1

12
(x1, x2) = (3 · 1

12
,−4 · 1

12
) = (1

4
,−1

3
).

Otrzymane punkty speªniaj¡ równanie prostej L zatem do niej nale»¡. Je±li punkt
A te» le»y na tej prostej, to dla pewnego t musz¡ by¢ speªnione oba równania:

3 · t = −3 oraz − 4 · t = −2.

Dostajemy z nich, »e t = −1 i t = 1
2
, co jednocze±nie nie mo»e zachodzi¢, wi¦c A

nie nale»y do prostej L.
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2.13.3. Prosta nie przechodz¡ca przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych
Wprzypadku prostej L nie przechodz¡cej przez (0, 0), natomiast przechodz¡cej przez
punkt A(a1, a2) i równolegªej do niezerowego wektora ~v = [v1, v2] mamy nast¦puj¡ce
równo±ci: −−→

AX = t · ~v
dla pewnego t rzeczywistego, oraz

−−→
OX =

−→
OA +

−−→
AX,

gdzie X jest dowolnym punktem le»¡cym na
prostej L. Wstawiaj¡c do drugiego równania pier-
wsz¡ równo±¢ otrzymujemy:

−−→
OX =

−→
OA + t~v.

St¡d mamy ju» posta¢ wektorow¡ równania parametrycznego prostej L:

[x1, x2] = [a1, a2] + t[v1, v2] = [a1 + tv1, a2 + tv2],

co skrótowo mo»emy zapisa¢ jako −→X =
−→
A + t~v, lub po prostu A + tv. Mo»emy

równie» otrzyma¢ równanie parametryczne prostej we wspóªrz¦dnych:

♦
{

x1 = a1 + tv1

x2 = a2 + tv2
. ♦ (2.13.3)

Skrótowy zapis we wspóªrz¦dnych (a1 + tv1, a2 + tv2) tak»e b¦dzie oznaczaª prost¡.

Uwaga 2.13.4. Ka»de równanie postaci (2.13.3) dla dowolnych wspóªczynników
a1, a2, v1, v2, takich »e [v1, v2] 6= [0, 0], jest parametrycznym przedstawieniem pewnej
prostej.

Przykªad 2.13.5. Narysujmy prost¡ zadan¡ równaniem:
{

x = −1 + 4t
y = 3− 2t

.

Posta¢ wektorowa tego równania to

X = [−1, 3] + t[4,−2].

Zatem szukana prosta przechodzi przez
punkt (−1, 3) i jest równolegªa do wektora
~v = [4,−2].

Do opisu prostych przydatne s¡ poni»ej zde�niowane poj¦cia.

De�nicja 2.13.6. Punkt A(a1, a2) nazywamy punktem pocz¡tkowym prostej
zadanej równaniem (2.13.3).

De�nicja 2.13.7. Wektor ~v[v1, v2] nazywamy wektorem kierunkowym prostej
zadanej równaniem (2.13.3).

29



Dla utrwalenia poj¦cia równania parametrycznego prostej przeprowad¹my kilka
¢wicze«.

�wiczenie 2.13.8. Napisz równanie parametryczne prostej przechodz¡cej przez
punkty A(−2,−1) i B(3, 4).
Rozwi¡zanie:
Punkt A traktujemy jako punkt
pocz¡tkowy szukanej prostej, natomiast−→
AB jako wektor kierunkowy. Wiemy, »e−→
AB = [3− (−2), 4− (−1)] = [5, 5], zatem
równanie prostej jest nast¦puj¡ce:

X = [−2,−1] + t[5, 5].

Kolejne ¢wiczenie pokazuje jak mo»na wykorzysta¢ równanie parametryczne prostej
do rozwi¡zywania zada« z geometrii analitycznej.

�wiczenie 2.13.9. Punkt A(1, 5) rzutujemy w kierunku wektora ~v = [1,−2] na
prost¡ L : (2 + t,−1 + 2t). Znajd¹ wspóªrz¦dne punktu A′ otrzymanego w tym
rzucie.
Rozwi¡zanie:

Zacznijmy od napisania równania parametrycznego
prostej K przechodz¡cej przez A i równolegªej do wek-
tora ~v, czyli prostej wzdªu» której rzutujemy punkt
A na prost¡ L. Parametr w tym równaniu oznaczmy
liter¡ s dla rozró»nienia z parametrem t wyst¦puj¡cym
w równaniu prostej L. Mamy wi¦c

A + s · ~v = [1, 5] + s · [1,−2] = [1 + s, 5− 2s].

Punkt A′ le»y na prostej K, zatem jego wspóªrz¦dne to A′ = (1 + s, 5 − 2s)
dla pewnej liczby s. Podobnie mamy, »e A′ = (2 + t,−1 + 2t) dla pewnego t
rzeczywistego, gdy» A′ le»y te» na prostej L. Porównuj¡c wspóªrz¦dne punktu A′

otrzymujemy:
{

1 + s = 2 + t
5− 2s = −1 + 2t

⇒
{

s = 1 + t
6 = 2s + 2t

⇒
{

s = 1 + t
2 = 2t

⇒
{

s = 2
t = 1

.

Wstawiaj¡c obliczon¡ warto±¢ parametru dostajemy szukane wspóªrz¦dne:

A′ = (1 + s, 5− 2s) = (1 + 2, 5− 2 · 2) = (3, 1).
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Rozdziaª 3

Iloczyn skalarny i wyznacznik pary
wektorów

3.1 De�nicja i wªasno±ci iloczynu skalarnego
Iloczyn wektora przez wektor mo»emy zde�niowa¢ tak, by otrzyma¢ liczb¦ (skalar),
b¡d¹ wektor. Zajmiemy si¦ teraz iloczynem skalarnym, czyli, jak sama nazwa wska-
zuje, daj¡cym w wyniku skalar.

De�nicja 3.1.1. Iloczynem skalarnym dwóch wektorów ~v i ~w nazywamy liczb¦,
któr¡ otrzymamy mno»¡c iloczyn dªugo±ci tych wektorów przez cosinus k¡ta α
mi¦dzy nimi.

Iloczyn skalarny b¦dziemy oznacza¢ przez ~v ◦ ~w, zatem
mo»emy zapisa¢:

♦ ~v ◦ ~w = |~v| · |~w| · cos α. ♦ (3.1.1)

Uwaga 3.1.2. Warto±¢ iloczynu skalarnego nie zale»y od tego, który z k¡tów utwo-
rzonych przez dane wektory we¹miemy: α, czy 2π− α. Mamy bowiem z parzysto±ci
i okresowo±ci funkcji cosinus, »e cos α = cos (−α) = cos (2π − α). Wybieramy jednak
zazwyczaj mniejszy z k¡tów, a wi¦c ten z przedziaªu (0, π).

3.1.3. Wªasno±ci iloczynu skalarnego
Dla dowolnych wektorów ~v, ~w, ~u oraz liczby rzeczywistej λ mamy:

(a) ~v ◦ ~w = ~w ◦ ~v (przemienno±¢);

(b) (~v + ~u) ◦ ~w = ~v ◦ ~w + ~u ◦ ~w (rozdzielno±¢ wzgl¦dem dodawania);
~w ◦ (~v + ~u) = ~w ◦ ~v + ~w ◦ ~u

(c) λ(~v ◦ ~w) = (λ · ~v) ◦ ~w = ~v ◦ (λ · ~w) (ª¡czno±¢ z mno»eniem przez liczb¦);

(d) ~v ◦ ~w = 0 ⇔ ~v = 0 lub ~w = 0 lub ~v ⊥ ~w, gdzie symbol ⊥ oznacza
prostopadªo±¢ wektorów;
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(e) ~v ◦ ~v = |v|2 (lub inaczej: |v| =
√

~v ◦ ~v ).
Wyprowadzimy niektóre z powy»szych wªasno±ci korzystaj¡c wprost z de�nicji iloczynu
skalarnego.
Dowód.
(a) Przemienno±¢ iloczynu skalarnego wynika z przemienno±ci mno»enia liczb.

Mamy bowiem:
~v ◦ ~w = |~v| · |~w| · cos α = |~w| · |~v| · cos α = ~w ◦ ~v.

(d) Z de�nicji mamy, »e ~v ◦ ~w = 0 ⇔ |~v| · |~w| · cos α = 0. Skoro iloczyn ma by¢
równy zero, to który± z czynników jest zerem. Mamy wi¦c, »e

~v ◦ ~w = 0 ⇔ |~v| = 0, lub |~w| = 0, lub cos α = 0.

Pierwsze dwie mo»liwo±¢i zachodz¡ dokªadnie wtedy, gdy dany wektor jest
zerowy, natomiast ostatnia, gdy k¡t mi¦dzy wektorami jest prosty, czyli, gdy
s¡ one prostopadªe (bo cos π

2
= 0).

(e) Wªasno±¢ ta jest prawdziwa, poniewa» k¡t jaki tworzy dany wektor z sob¡
samym jest zerowy i wiemy, »e cos 0 = 1, st¡d ~v ◦ ~v = |~v| · |~v| · 1 = |v|2.

Iloczyn skalarny (wraz z caªym rachunkiem wektorowym) mo»emy wykorzysta¢
do dowodzenia twierdze« znanych nam cho¢by z geometrii szkolnej. Popatrzmy na
przykªadowe zastosowanie.

�wiczenie 3.1.4. Udowodnij, »e w dowolnym równolegªoboku suma kwadratów
dªugo±ci jego przek¡tnych jest równa sumie kwadatów dªugo±ci wszystkich jego
boków.

Dowód.
We¹my dowolny równolegªobok o bokach b¦d¡cych
wektorami ~v i ~w, tak jak na rysunku obok. Za-
uwa»my, »e jego przek¡tne to wektory ~v + ~w oraz
~w − ~v.
Zapiszmy teraz sum¦ kwadratów dªugo±ci przek¡tnych tego równolegªoboku
i wykorzystuj¡c podane wy»ej wªasno±ci iloczynu skalarnego dojdziemy do
»¡danej równo±ci:

|~v + ~w|2 + |~w − ~v|2 = (~v + ~w) ◦ (~v + ~w) + (~w − ~v) ◦ (~w − ~v) =

= ~v ◦ ~v + 2(~v ◦ ~w) + ~w ◦ ~w + ~w ◦ ~w − 2(~w ◦ ~v) + ~v ◦ ~v =

= 2(~v ◦ ~v) + 2(~w ◦ ~w) = 2|~v|2 + 2|~w|2.
Ostatnie wyra»enie oznacza dokªadnie sum¦ kwadratów dªugo±ci wszystkich
boków tego równolegªoboku.
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3.1.5. Iloczyn skalarny we wspóªrz¦dnych

Przypomnijmy, »e ka»dy wektor ma jednoznaczny rozkªad wzgl¦dem wersorów, któ-
rego wspóªczynniki rozkªadu s¡ równe wspóªrz¦dnym tego wektora (patrz podroz-
dziaª 2.11). Chc¡c zapisa¢ iloczyn skalarny we wspóªrz¦dnych, pomocne b¦d¡ nast¦-
puj¡ce równo±ci dotycz¡ce wersorów:

~e1 ◦ ~e1 = |~e1|2 = 1,

~e2 ◦ ~e2 = |~e2|2 = 1,

~e1 ◦ ~e2 = 0 (bo ~e1 ⊥ ~e2).
Obliczmy zatem iloczyn skalarny wektorów ~v = [v1, v2] i ~w = [w1, w2] posªuguj¡c si¦
rozkªadami tych wektorów wzgl¦dem wersorów: ~v = v1 ~e1 + v2 ~e2, ~w = w1 ~e1 + w2 ~e2

oraz wykorzystuj¡c powy»ej przedstawione równo±ci i wªasno±ci iloczynu skalarnego:
~v ◦ ~w = (v1 ~e1 + v2 ~e2) ◦ (w1 ~e1 + w2 ~e2) =

= (v1 ~e1) ◦ (w1 ~e1) + (v1 ~e1) ◦ (w2 ~e2) + (v2 ~e2) ◦ (w1 ~e1) + (v2 ~e2) ◦ (w2 ~e2) =
= v1 · w1 · ~e1 ◦ ~e1 + v1 · w2 · ~e1 ◦ ~e2 + v2 · w1 · ~e2 ◦ ~e1 + v2 · w2 · ~e2 ◦ ~e2 =
= v1 · w1 + v2 · w2.

Otrzymali±my wi¦c, »e iloczyn skalarny dwóch wektorów jest sum¡ iloczynu pierw-
szych wspóªrz¦dnych oraz iloczynu drugich wspóªrz¦dnych tych wektorów , co za-
pisujemy wzorem:

♦ [v1, v2] ◦ [w1, w2] = v1w1 + v2w2. ♦ (3.1.2)

Przykªad 3.1.6. Obliczmy iloczyn skalarny wektorów [3,−2] i [4, 1]:

[3,−2] ◦ [4, 1] = 3 · 4 + (−2) · 1 = 12− 2 = 10.

3.2 K¡t mi¦dzy niezerowymi wektorami
Z de�nicji iloczynu skalarnego (~v◦ ~w = |~v|·|~w|·cos α) oraz przy zaªo»eniu, »e wektory
~v i ~w s¡ niezerowe, otrzymujemy nast¦puj¡c¡ równo±¢:

♦ cos α =
~v ◦ ~w

|~v| · |~w| . ♦ (3.2.1)

Je±li b¦dziemy znali wspóªrz¦dne wektorów, to b¦dziemy potra�li wyliczy¢ cosinus
k¡ta pomi¦dzy tymi wektorami, a co za tym idzie równie» i miar¦ tego k¡ta. Wzór
(3.2.1) dla ~v = [v1, v2] i ~w = [w1, w2] jest nast¦puj¡cy:

cos α =
v1 · w1 + v2 · w2√

v1
2 + v2

2 · √w1
2 + w2

2
. (3.2.2)
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Przykªad 3.2.1. Wyznaczmy k¡t α pomi¦dzy wektorami [3,
√

3], [2, 0].
Liczymy zgodnie ze wzorem (3.2.2):

cos α =
[3,
√

3] ◦ [2, 0]

|[3,√3]| · |[2, 0]| =
3 · 2 +

√
3 · 0√

32 +
√

3
2 ·
√

22

=
6

2
√

12
=

3

2
√

3
=

√
3

2
.

Szukamy teraz takiego k¡ta α, by cos α =
√

3
2
. Otrzymujemy wi¦c, »e k¡t α

pomi¦dzy danymi wektorami wynosi 30◦.

3.2.2. Prostopadªo±¢ wektorów we wspóªrz¦dnych

Szczególny przypadek wzoru (3.2.2) mamy dla α = π
2
, czyli gdy niezerowe wektory

~v i ~w s¡ prostopadªe. Wtedy cos α = 0, zatem dostajemy nast¦puj¡cy warunek.

Fakt 3.2.3. Niezerowe wektory ~v[v1, v2], ~w[w1, w2] s¡ prostopadªe⇔ v1w1+v2w2 = 0.

�wiczenie 3.2.4. Znajd¹ wektor prostopadªy do wektora [6,−8] i dªugo±ci dwa
razy mniejszej.
Rozwi¡zanie:
Oznaczmy szukany wektor przez [a, b]. Z warunku prostopadªo±ci otrzymujemy,
»e

[6,−8] ⊥ [a, b] ⇔ 6a− 8b = 0 ⇔ a =
4

3
b.

Drugi warunek zadania dotycz¡cy dªugo±ci szukanego wektora, zapiszemy rów-
naniem |[a, b]| = 1

2
|[6,−8]|. �atwo obliczy¢, »e |[6,−8]| =

√
62 + (−8)2 = 10,

zatem |[a, b]| = 1
2
· 10 = 5. Mamy wi¦c, »e:

√
a2 + b2 = 5, a st¡d a2 + b2 = 25.

Wstawiaj¡c do tego równania wcze±niej wyznaczony warunek na wspóªrz¦dn¡ a
wyliczamy wspóªrz¦dn¡ b:
(

4

3
b

)2

+b2 = 25 ⇔ 16

9
b2+b2 = 25 ⇔ 16b2+9b2 = 25 ·9 ⇔ 25b2 = 25 ·9 ⇔ b2 = 9.

Zatem b = ±3, natomiast a = 4
3
· b = ±4. Istniej¡ wi¦c dwa wektory speªniaj¡ce

warunki zadania: [−3,−4] oraz [3, 4].

Uwaga 3.2.5. Przykªadem wektora prostopadªego do [v1, v2] jest wektor [−v2, v1],
jak równie» wektor [v2,−v1]. Mamy bowiem równo±ci v1(−v2) + v2v1 = 0 oraz
v1v2 + v2(−v1) = 0, które zgodnie z Faktem 3.2.3 dowodz¡ prostopadªo±ci odpowie-
dnich par wektorów.

Kolejne ¢wiczenie pokazuje jak mo»na wykorzystywa¢ rozpoznawanie prostopa-
dªo±ci we wspóªrz¦dnych do rozwi¡zywania zada« z geometrii analitycznej.
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�wiczenie 3.2.6. Znajd¹ równanie parametryczne prostej zawieraj¡cej wysoko±¢
trójk¡ta o wierzchoªkach A(−3, 1), B(3,−1), C(0, 5) opuszczonej z wierzchoªka
A na bok BC.
Rozwi¡zanie:
Aby wyznaczy¢ równanie parametryczne danej prostej potrzebu-
jemy zna¢ punkt pocz¡tkowy i wektor kierunkowy tej prostej.
W tym przypadku za punkt pocz¡tkowy
bierzemy A, natomiast wektorem kierunko-
wym b¦dzie pewien wektor ~v ⊥ BC. Wy-
znaczmy wspóªrz¦dne wektora −−→BC:

−−→
BC = [0− 3, 5− (−1)] = [−3, 6].

Zgodnie z Uwag¡ 3.2.5 przykªadem wektora
prostopadªego do −−→BC jest ~v = [6, 3].

Zatem mo»emy ju» zapisa¢ równanie parametryczne szukanej prostej:

X = A + t~v, czyli
{

x = −3 + 6t
y = 1 + 3t

.

Uwaga 3.2.7.
Dla danych dwóch prostych L1 i L2 zadanych
parametrycznie, jeden z k¡tów mi¦dzy nimi jest
równy k¡towi pomi¦dzy wektorami kierunkowymi
tych prostych.

Mo»na to wykorzysta¢ do wyznaczania k¡ta pomi¦dzy prostymi zadanymi za po-
moc¡ równa« parametrycznych, jak w ¢wiczeniu poni»ej.

�wiczenie 3.2.8. Znajd¹ k¡t pomi¦dzy prostymi o równaniach parametrycznych
(1 + 3t, −2 + t) i (−3 + (3−√3)t, 4 + (1 + 3

√
3)t).

Rozwi¡zanie:
Wiemy, »e szukany k¡t α jest równy k¡towi mi¦dzy wektorami kierunkowymi tych
prostych równymi odpowiednio [3, 1] i [3 − √3, 1 + 3

√
3]. Wstawiaj¡c do wzoru

(3.2.2) otrzymujemy:

cos α =
3(3−√3) + 1 + 3

√
3

√
32 + 12

√
(3−√3)2 + (1 + 3

√
3)2

=
10√

10
√

40
=

1

2
,

a st¡d wyliczamy, »e α = π
3
.
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3.3 Wyznacznik pary wektorów
Wprzypadku wyznaczania cosinusa k¡ta mi¦dzy dwoma wektorami nie byªo znaczenia,
który spo±ród dwóch k¡tów utworzonych przez te wektory wybierzemy.
Przy wyznaczaniu sinusa k¡ta mi¦dzy wektorami
wybór ten b¦dzie istotny. Rozró»niamy zatem k¡ty
zorientowane, w których kolejno±¢ ramion jest
wa»na. B¦dziemy je oznacza¢ poprzez zapisanie kolejno
ramion k¡ta, tak jak na rysunku obok.

Zanim wyznaczymy wzór na sinus k¡ta zorientowanego mi¦dzy wektorami, przy-
pomnijmy wspóªrz¦dne biegunowe wektora (patrz punkt 2.2.4).
Je±li α jest k¡tem biegunowym niezerowego wektora
~v = [v1, v2], to

v1 = |~v| cos α, v2 = |~v| sin α,

a st¡d otrzymujemy równo±ci

cos α =
v1

|~v| , sin α =
v2

|~v| .

Zauwa»my, »e zorientowany k¡t pomi¦dzy
wektorami ](~v, ~w) jest ró»nic¡ k¡tów
biegunowych wektorów ~w i ~v:

](~v, ~w) = β − α.

Obliczmy teraz sinus takiego k¡ta wstawiaj¡c wyliczone wcze±niej równo±ci ze wspóª-
rz¦dnych biegunowych:

sin ](~v, ~w) = sin (β − α) = sin β cos α−sin α cos β =
w2

|~w| ·
v1

|~v|−
v2

|~v| ·
w1

|~w| =
w2v1 − v2w1

|~v||~w| .

Wzór na sinus k¡ta zorientowanego mi¦dzy wektorami jest zatem nast¦puj¡cy:

sin ](~v, ~w) =
w2v1 − v2w1

|~v||~w| . (3.3.1)

De�nicja 3.3.1. Wyznacznikiem pary wektorów ~v = [v1, v2], ~w = [w1, w2]
nazywamy liczb¦ oznaczan¡ przez det(~v, ~w) i dan¡ wzorem:

♦ det(~v, ~w) = w2v1 − v2w1. ♦ (3.3.2)

Zauwa»my, »e wyznacznik to nic innego jak wyra»enie wyst¦puj¡ce w liczniku wzoru
(3.3.1) na sinus k¡ta.
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3.3.2. Wªasno±ci wyznacznika
Poni»sze wªasno±ci wynikaj¡ z de�nicji wyznacznika i ze wzoru (3.3.1), a uzasadnie-
nie ich nie jest trudne. Podamy zatem tylko krótkie wyja±nienia.
(a) det(~v, ~w) = |~v| · |~w| · sin ](~v, ~w);

(b) det(~v, ~w) = − det(~v, ~w) (antyprzemienno±¢), bo ](~v, ~w) = 360− ](~w,~v),
a zatem sin ](~v, ~w) = sin(360− ](~w,~v)) = − sin ](~w,~v);

(c) det(t~v, ~w) = t det(~v, ~w) = det(~v, t~w) (dwuliniowo±¢);

(d) | det(~v, ~w)| = pole P równolegªoboku zbudowanego na wektorach ~v i ~w,

bo h = |~w| · | sin ](~v, ~w)|, za±
P = |~v|·h = |~v|·|~w|·| sin ](~v, ~w)|;

(e) niezerowe wektory ~v, ~w s¡ równolegªe ⇔ det(~v, ~w) = 0,
bo det(~v, ~w) = 0 ⇔ sin ](~v, ~w) = 0.

W poni»szym ¢wiczeniu z geometrii analitycznej zastosujemy jedn¡ w wymienio-
nych powy»ej wªasno±ci wyznacznika.

�wiczenie 3.3.3. Pole trójk¡ta o wierzchoªkach A(2,−3), B(−1, 2), C(x, y)
wynosi 4. Wyznaczmy wspóªrz¦dne wierzchoªka C, je±li wiadomo, »e le»y on na
osi Ox.
Rozwi¡zanie:
Zauwa»my najpierw, »e y = 0. Znamy (z wªasno±ci (d)) wzór na pole
równolegªoboku rozpi¦tego na dwóch wektorach. Wiemy tak»e, »e pole to jest
dwukrotnie wi¦ksze od pola trójk¡ta, którego dwoma bokami s¡ te wektory,
a trzecim jest odpowiednia przek¡tna równolegªoboku. Zatem pole trójk¡ta ABC

jest równe 1
2
· | det(

−→
AB,

−→
AC)| = 4. Obliczmy wspóªrz¦dne wektorów:

−→
AB = [−1− 2, 2 + 3] = [−3, 5] oraz −→

AC = [x− 2, 3].

Podstawiaj¡c do wzoru na pole trójk¡ta ABC otrzymujemy:

| det(
−→
AB,

−→
AC)| = |3 · (−3)− 5 · (x− 2)| = | − 5x + 1| = 8.

St¡d dostajemy dwa przypadki:

−5x + 1 = −8 ∨ −5x + 1 = 8
m

x = 9
5

∨ x = −7
5
.

Zatem mo»liwe wspóªrz¦dne wierzchoªka C to (9
5
, 0) lub (−7

5
, 0).
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3.3.4. Znak zorientowanego k¡ta

Znak zorientowanego k¡ta okre±lamy jako dodatni, gdy zakre±lany ªuk od pier-
wszego wektora w stron¦ drugiego (w obszarze tego spo±ród dwóch k¡tów wyz-
naczonych przez te wektory, który jest mniejszy ni» 180◦) jest przeciwny do ruchu
wskazówek zegara. W przeciwnym przypadku mówimy, »e taki k¡t jest ujemnie
zorientowany.

Uwaga 3.3.5. Aby okre±li¢ znak zorientowanego k¡ta, mo»na wyznaczy¢ znak si-
nusa tego k¡ta, albo, co za tym idzie, tak»e i znak wyznacznika wektorów tworz¡cych
ten k¡t.

Przykªad 3.3.6. Sprawd¹my, czy k¡t mi¦dzy wektorami ~v = [8,−2] i ~w = [−3, 4]
jest dodatni, czy ujemny. Ustalmy w tym celu, jaki jest znak wyznacznika:

det ](~v, ~w) = 4 · 8− (−2) · (−3) = 32− 6 = 26 > 0.

Wyznacznik jest dodatni, zatem zorientowany k¡t mi¦dzy tymi wektorami te» jest
dodatni.
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Rozdziaª 4

Równania krzywych

4.1 Równanie krzywej
Krzyw¡ w matematyce nazywa si¦ dowoln¡ lini¦, np. prost¡, parabol¦. Zanim przej-
dziemy do zde�niowania równania krzywej, zapoznamy si¦ z poj¦ciem równania nie-
oznaczonego. Termin nieoznaczone bierze si¦ st¡d, »e takie równania maj¡ zwykle
niesko«czenie wiele par rozwi¡za«.

De�nicja 4.1.1. Równaniem nieoznaczonym (z dwiema niewiadomymi)
nazywamy równanie postaci F (x, y) = 0, gdzie F (x, y) jest dowolnym wyra»eniem
algebraicznym zawieraj¡cym zmienne x i y.

Równaniami nieoznaczonymi s¡ przykªadowo: x2− 1
3
y +17 = 0,

√
x + y2−4xy = 0.

Uwaga 4.1.2. Dowolne równanie z dwiema niewiadomymi mo»na sprowadzi¢ do
postaci równania nieoznaczonego przenosz¡c wszystkie wyrazy na jedn¡ stron¦,
np. x2 − 2y2 = 9 ⇔ x2 − 2y2 − 9 = 0.

Zwi¡zek jaki jest pomi¦dzy krzywymi na pªaszczy¹nie i równaniami nieoznaczonymi
wyja±nia poni»sza de�nicja.

De�nicja 4.1.3. Krzywa K na pªaszczy¹nie Oxy jest zadana równaniem
F (x, y) = 0, gdy speªnione s¡ warunki:

(1) wspóªrz¦dne (x, y) dowolnego punktu
nale»¡cego do krzywej K speªniaj¡ równanie
F (x, y) = 0;

(2) ka»da para liczb (x, y) speªniaj¡ca równanie
F (x, y) = 0 stanowi wspóªrz¦dne pewnego
punktu krzywej K.

Krócej: (x, y) ∈ K ⇔ F (x, y) = 0.
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4.1.4. Przykªady krzywych i ich równania

1a) Prosta równolegªa do osi Ox.

Równanie tej prostej to
y = c lub y − c = 0,

gdzie c jest ustalon¡ liczb¡.

1b) Prosta prostopadªa do osi Ox.

Jej równanie to
x = d lub x− d = 0,

gdzie d � ustalona liczba.

2) Okr¡g o ±rodku w punkcie A(x0, y0) i promieniu r > 0.
Dla dowolnego punktu X(x, y) le»¡cego na okr¦gu
mamy, »e d(A, X) = r, a st¡d ju» dochodzimy do rów-
nania tej krzywej:

(
d(A,X)

)2
= r2

m
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 = r2

m
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 − r2 = 0.

3) Wykres funkcji liniowej oraz dowolnej funkcji f .

Prosta L z rysunku obok jest wykresem pewnej
funkcji liniowej y = ax + b, gdzie a = tg α jest
wspóªczynnikiem nachylenia tej prostej. Równanie
tej krzywej ma równie» posta¢:

y − ax− b = 0.

Wykres funkcji liniowej jest tylko szczególnym przypadkiem krzywych b¦d¡cych
wykresami dowolnych funkcji. Krzywa b¦d¡ca wykresem funkcji f dana jest
równaniem

y = f(x) lub y − f(x) = 0.
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4.2 Równanie ogólne prostej
W rozdziale drugim poznali±my równanie parametryczne prostej. Wyznaczone ono
zostaªo poprzez pewien punkt le»¡cy na tej prostej (punkt pocz¡tkowy) i wektor
równolegªy do niej (wektor kierunkowy). Teraz natomiast, maj¡c punkt z danej
prostej i wektor do niej prostopadªy, otrzymamy inny rodzaj równania prostej � jej
równanie ogólne.

Mamy dany wektor −→AB = [a, b]. Wyznaczymy rów-
nanie prostej L prostopadªej do tego wektora i prze-
chodz¡cej przez punkt A(x0, y0). Tak¡ prost¡ widzimy
na rysunku z lewej strony.

Ustalmy dowolny punkt X(x, y) na prostej L. Skoro X ∈ L, to speªnia warunek−−→
AX ⊥ −→

AB, co jest równowa»ne temu, »e −−→AX ◦−→AB = 0 (z wªasno±ci 3.1.3(d)). Mamy
zatem

[x− x0, y − y0] ◦ [a, b] = 0,

a st¡d, wobec dowolno±ci wyboru punktu X, otrzymujemy równanie prostej pro-
stopadªej do wektora [a, b] i przechodz¡cej przez punkt (x0, y0), czyli prostej L:

a(x− x0) + b(y − y0) = 0.

Przeksztaªcaj¡c dalej to równanie mamy

ax + by + (−ax0 − by0) = 0.

Zauwa»my, »e wyra»enie −ax0− by0 jest staªe, niezale»ne od zmiennych x i y. Ozna-
czmy je przez c. Powstaªe równanie

♦ ax + by + c = 0 ♦ (4.2.1)

nazywamy równaniem ogólnym prostej.

De�nicja 4.2.1. Wektor [a, b] nazywamy wektorem normalnym prostej zadanej
równaniem (4.2.1).

Uwaga 4.2.2. Ka»de równanie postaci ax + by + c = 0, o przynajmniej jednym ze
wspóªczynników a, b ró»nym od zera, jest równaniem pewnej prostej prostopadªej do
wektora [a, b].

4.2.3. K¡t mi¦dzy prostymi zadanymi równaniami ogólnymi

Mamy dwie proste o równaniach ogólnych a1x+ b1y + c1 = 0 oraz a2x+ b2y + c2 = 0.
Zobaczmy, co mo»emy powiedzie¢ o k¡cie mi¦dzy prostymi o takich równaniach.

Fakt 4.2.4. Jeden z k¡tów pomi¦dzy dwoma prostymi jest równy k¡towi mi¦dzy ich
wektorami normalnymi.
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Fakt ten obrazuj¡ poni»sze rysunki: pierwszy od lewej dotyczy sytuacji, gdy oba wek-
tory normalne le»¡ w tej samej póªpªaszczy¹nie wyznaczonej przez jedn¡ z prostych,
natomiast drugi rysunek przedstawia sytuacj¦, gdy wektory normalne le»¡ w ró»nych
póªpªaszczyznach.

Wektory n1 i n2 to odpowiednio wektory normalne prostych l1 i l2. Mo»emy zatem
zapisa¢ poni»sze równo±ci k¡tów do ka»dego z przypadków, sk¡d ju» otrzymamy, »e
k¡t mi¦dzy wektorami normalnymi jest równy k¡towi mi¦dzy prostymi:{

α + β = 90°
α′ + β = 90° =⇒ α = α′,

{
α = β + 90°
α′ = β + 90° =⇒ α = α′.

Fakt 4.2.5. Cosinus jednego z k¡tów mi¦dzy prostymi a1x + b1y + c1 = 0 oraz
a2x + b2y + c2 = 0 jest równy cosinusowi k¡ta mi¦dzy ich wektorami normalnymi
n1 = [a1, b1], n2 = [a2, b2] i wynosi:

cos α =
~n1 ◦ ~n2

| ~n1|| ~n2|
=

a1a2 + b1b2√
a2

1 + b2
1

√
a2

2 + b2
2

. (4.2.2)

Uwaga 4.2.6. Jako szczególny przypadek powy»szego faktu mamy, »e proste s¡
prostopadªe⇔ wektory normalne s¡ prostopadªe⇔ [a1, b1]◦[a2, b2] = a1a2+b1b2 = 0.

4.3 Równanie elipsy, paraboli, hiperboli
W tym podrozdziale omówimy równania elipsy, paraboli i hiperboli. Krzywe te maj¡
wspóln¡ nazw¦ krzywych sto»kowych, jednak nie b¦dziemy wyja±nia¢ sk¡d bierze
si¦ to okre±lenie. Podobnie te» nie b¦dziemy omawia¢ wªasno±ci tych krzywych ani
wyprowadza¢ ich równa«, lecz skupimy si¦ na podaniu równa« krzywych w pewnych
szczególnych, ªatwych do opisania przypadkach. Podane ni»ej równania b¦dziemy
nazywa¢ równaniami kanonicznymi tych krzywych.

4.3.1. Elipsa

Widzimy, »e na rysunku obok ukªad wspóªrz¦-
dnych zostaª dobrany tak, by osie symetrii elipsy
pokrywaªy si¦ z osiami ukªadu. Odcinki a, b nazy-
wamy póªosiami elipsy a jej równanie to:

x2

a2
+

y2

b2
= 1.
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4.3.2. Hiperbola

Dla hipeboli z rysunku obok jej osie symetrii
pokrywaj¡ si¦ z osiami ukªadu wspóªrz¦-
dnych. Przerywanymi liniami zaznaczone s¡
jej asymptoty, za± odcinki a i b to póªosie
hiperboli. Równanie takiej krzywej ma posta¢:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

W szkole spotykali±my si¦ z hiperbolami umieszczonymi w takim ukªadzie wspóªrz¦-
dnych, by ich asymptoty pokrywaªy si¦ z osiami ukªadu. Takie krzywe i ich równania
przedstawione s¡ poni»ej.

x · y = 1 x · y = a2

4.3.3. Parabola

Parabol¦ znamy ze szkoªy jako wykres funkcji kwadratowej. Narysowane poni»ej
parabole charakteryzuje to, »e ich o± symetrii pokrywa si¦ o osi¡ OY . Wzory tych
krzywych zapisane s¡ obok ka»dego z rysunków:

y = x2,
y = cx2,

gdzie c � staªa.

4.4 Przesuwanie krzywej
Niektóre z przedstawionych w tym rozdziale krzywych miaªy dosy¢ szczególne poªo»e-
nia w ukªadzie wspóªrz¦dnych. Znaj¡c ju» ich równania, przejdziemy do równa«
krzywych przesuni¦tych w dowolne inne miejsca.
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Elipsa, której ±rodek pokrywa si¦ z pocz¡tkiem ukªadu wspóªrz¦dnych, ma rów-
nanie x2

a2 + y2

b2
= 1. Elips¦ przesuwamy w ten sposób, by jej ±rodek znalazª si¦ w punk-

cie (x0, y0). Chc¡c wyznaczy¢ równanie takiej krzywej wprowadzimy pomocniczy
ukªad wspóªrz¦dnych Ox′y′, którego pocz¡tek b¦dzie zarazem ±rodkiem elipsy.

Zapisujemy równanie prze-
suni¦tej elipsy w nowych
wspóªrz¦dnych:

(x′)2

a2
+

(y′)2

b2
= 1.

�atwo te» zauwa»amy, »e

x′ = x− x0,
y′ = y − y0.

Mo»emy wi¦c ostatecznie zapisa¢ równanie przesuni¦tej elipsy w wyj±ciowych wspóª-
rz¦dnych jako

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1.

Kolejna krzyw¡, któr¡ zbadamy b¦dzie parabola. W szczególnym przypadku jej
wierzchoªek to punkt (0, 0) i wtedy ma ona równanie y = cx2.

Przesuwamy parabol¦ do punktu
(x0, y0) b¦d¡cego teraz jej wierz-
choªkiem. Podobnie jak poprzednio,
wprowadzaj¡c nowy ukªad wspóªrz¦-
dnych, gdzie x′ = x − x0 oraz
y′ = y − y0, otrzymujemy równanie:

y′ = c(x′)2

m
y − y0 = c(x− x0)

2.

�atwo dostaniemy te» równanie prostej o nachyleniu k przechodz¡cej przez punkt
(x0, y0) korzystaj¡c z równania y = k ·x okre±laj¡cego prost¡ o tym samym nachyle-
niu, ale przechodz¡c¡ przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych:

x′ = x− x0

y′ = y − y0

y′ = kx′

m
y − y0 = k(x− x0).

Te trzy przykªady dotycz¡ce przeuni¦¢ krzywych obrazuj¡ nast¦puj¡cy ogólny
fakt.
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Fakt 4.4.1. Je»eli krzyw¡ o równaniu F (x, y) = 0 przesuniemy tak, aby jej punkt,
który znajdowaª si¦ w (0, 0) przesun¡ª si¦ do punktu (x0, y0), to przesuni¦ta krzywa
dana jest równaniem F (x− x0, y − y0) = 0.

4.5 Rozpoznawanie krzywej na podstawie równania
oraz miejsce geometryczne

Zajmiemy si¦ teraz problemem rozpoznawania krzywych na podstawie ich równa«.
Maj¡c pewne równanie przeksztaªcamy je tak, by mo»na byªo okre±li¢ rodzaj krzy-
wej. Tak¡ operacj¦ nazywamy sprowadzaniem do postaci kanonicznej.

Przykªad 4.5.1. Zbadajmy jak¡ krzyw¡ przedstawia równanie

x2 − 6x + y2 + 5y + 15 = 0.

Przeksztaª¢my je do postaci równania kanonicznego:

(x2 − 6x + 9) +
(
y2 + 5y +

(
5
2

)2
)
− 9− (

5
2

)2
+ 15 = 0

(x− 3)2 +
(
y + 5

2

)2 − 1
4

= 0

(x− 3)2 +
(
y + 5

2

)2
=

(
1
2

)2
.

Jest to okr¡g o ±rodku
(
3,−5

2

)
i promieniu 1

2
.

Kolejny przykªad równe» polega na rozpoznaniu krzywej na podstawie równania.
Tym razem jednak otrzymane równanie b¦dzie si¦ nieco ró»niªo od znanej nam
postaci kanonicznej.

Przykªad 4.5.2. Jak¡ krzyw¡ przedstawia równanie y2 + 4y − 1
3
x + 5

3
= 0?

Przeksztaªcaj¡c to równanie otrzymujemy:

(y2 + 4y + 4)− 1
3
x + 5

3
− 4 = 0

(y + 2)2 − 1
3
x + 7

3
= 0

(y + 2)2 − 1
3
(x− 7) = 0

x− 7 = 3(y + 2)2.

Zauwa»my, »e jest to krzywa o równaniu
x = 3y2 odpowiednio przesuni¦ta. Jest to rów-
nanie paraboli, poniewa» wzgl¦dem znanego nam
równanie kanonicznego paraboli y = c · x2

zamienione s¡ role x i y. Taka parabola ma
o± symetrii równolegª¡ do osi Ox, a dla tego
konkretnego przypadku wierzchoªek ma w punk-
cie (7,−2), tak jak to przedstawia rysunek obok.
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Miejscem geometrycznym nazywamy zbiór punktów speªniaj¡cych okre±lony
warunek. Na pªaszczy¹nie b¦dzie to najcz¦±ciej krzywa, np. miejscem geometrycznym
punktów znajduj¡cych si¦ w ustalonej odlegªo±ci r od ustalonego punktu S jest
okr¡g.

Aby znale¹¢ (rozpozna¢ jak¡ krzyw¡ tworzy) pewne miejsce geometryczne, mu-
simy najpierw przetªumaczy¢ zadany warunek geometryczny na odpowiednie rów-
nanie a nast¦pnie na podstawie tego równania rozpozna¢ krzyw¡. Ilustruje to poni»sze
¢wiczenie.

�wiczenie 4.5.3. Znajd¹ miejsce geometryczne punktów X(x, y) b¦d¡cych ±rod-
kami okr¦gów przechodz¡cych przez punkt (3, 5) i stycznych do osi Ox.
Rozwi¡zanie:
Wiemy, »e okr¡g o ±rodku w punkcie (x, y) i przechodz¡cy przez (3, 5) ma rów-
nanie (3 − x)2 + (5 − y)2 = r2, gdzie r jest promieniem. Ale skoro okr¡g ten ma
by¢ styczny do osi Ox, to r = y. Zatem mamy równanie (3− x)2 + (5− y)2 = y2,
które sprowadzamy do postaci kanonicznej:

9− 6x + x2 + 25− 10y + y2 = y2

x2 − 6x + 34− 10y = 0
(x2 − 6x + 9) + 34− 9 = 10y
10y = (x− 3)2 + 25

y − 5

2
=

1

10
(x− 3)2.

Szukanym miejscem geometrycznym jest parabola o wierzchoªku w punkcie (3, 5
2
).
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Rozdziaª 5

Ukªad równa«

5.1 Ukªad dwóch równa« liniowych z dwiema nie-
wiadomymi

Mamy dany ukªad równa«:

(F)

{
ax + by = p gdzie x, y � niewiadome,
cx + dy = q a, b, c, d, p, q � wspóªczynniki równa«.

Rozwi¡»my ten ukªad metod¡ eliminacji (przez podstawianie). Aby wyznaczy¢ nie-
wiadom¡ x mno»ymy najpierw pierwsze równanie obustronnie przez d, a drugie
przez b: {

adx + bdy = pd
bcx + bdy = qb

.

Nast¦pnie odejmujemy stronami otrzymuj¡c

(N) (ad− bc)x = pd− qb,

a st¡d x =
pd− qb

ad− bc
.

Podobnie wyznaczamy y (mno»¡c pierwsze równwnie przez c, drugie przez a):

y =
aq − cp

ad− bc
.

Zwró¢my jednak uwag¦, »e nie zawsze rozwi¡zanie (x, y) istnieje, bo mo»e si¦ np.
zdarzy¢, »e ad−bc = 0. W niektórych przypadkach mo»emy tak»e otrzyma¢ niesko«-
czenie wiele par rozwi¡za«. Dokªadniejsze informacje o liczbie rozwi¡za« równania
(F) zawiera poni»sza uwaga.

Uwaga 5.1.1. Je±li ad − bc 6= 0 to ukªad (F) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie
w postaci pary liczb (x, y), zadane powy»szymi wzorami na x i y.
Je±li ad− bc = 0 to w równaniu (N) zachodz¡ dwie mo»liwo±ci:

� pd− qb 6= 0 i wtedy ukªad (F) nie ma rozwi¡za«, bo równanie (N) jest wtedy
postaci 0 · x = pd− qb i nie ma rozwi¡za«;
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� pd − qb = 0 i wtedy ukªad (F) ma niesko«czenie wiele par rozwi¡za«, bo
równanie (N) ma wtedy posta¢ 0 · x = 0 i jest speªnione przez dowoln¡ liczb¦
rzeczywist¡ x, za± dla ka»dego takiego x znajdziemy te» odpowiednie y.

Przykªad 5.1.2. Rozwi¡»my poni»sze ukªady równa«. B¦dziemy stosowa¢ te
same oznaczenia na wspóªczynniki jak wcze±niej.

1.
{

3x− 2y = 2
−x + 4y = 1

ad− bc = 3 · 4− (−2) · (−1) = 10,
pd− qb = 2 · 4− 1 · (−2) = 10,
aq − cp = 3 · 1− (−1) · 2 = 5.

Widzimy, »e ad− bc 6= 0, wi¦c istnieje jedna para rozwi¡za«:

x =
pd− qd

ad− bc
=

10

10
= 1, y =

aq − cp

ad− bc
=

5

10
=

1

2
.

2.
{

2x− 6y = 4
−x + 3y = 1

ad− bc = 2 · 3− (−6) · (−1) = 0,
pd− qb = 4 · 3− 1 · (−6) = 18 6= 0.

Zgodnie z Uwag¡ 5.1.1 stwierdzamy, »e ten ukªad nie ma rozwi¡za«, co
mo»emy sprawdzi¢ np. mno»¡c drugie równanie przez −2:

{
2x− 6y = 4
2x− 6y = −2

=⇒ 4 = −2 sprzeczno±¢.

Taki ukªad nazywamy ukªadem sprzecznym.

3.
{ −5x + 15y = 10

x− 3y = −2

ad− bc = (−5) · (−3)− 15 · 1 = 0,
pd− qb = 10 · (−3)− (−2) · 15 = 0.

Mamy zatem niesko«czenie wiele par rozwi¡za«. Jako sprawdzenie mno»ymy
drugie równanie przez −5 i otrzymujemy pierwsze równanie, a wi¦c rzeczy-
wi±cie niesko«czenie wiele par liczb, które speªniaj¡ pierwsze równianie, speª-
niaj¡ tak»e i drugie. Przeksztaªcaj¡c jedno z tych równa« (oboj¦tnie które)
otrzymujemy, »e x = 3y− 2. Zatem wszystkie pary liczb postaci (3y− 2, y)
s¡ rozwi¡zaniami tego ukªadu.
Taki ukªad nazywamy ukªadem zale»nym.
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5.2 Algebraiczny j¦zyk teorii ukªadów równa« linio-
wych

Ukªad równa« liniowych (F)

{
ax + by = p
cx + dy = q

mo»emy zakodowa¢ w postaci uporz¡d-
kowanej tablicy liczb zawieraj¡cej same wspóªczynniki:

[
a b p
c d q

]
.

Tablic¦ tak¡ nazywamy macierz¡ ukªadu równa« (F).
Ogólnie,macierz to prostok¡tna tablica liczb lub wyra»e« algebraicznych, czyli tzw.
wyrazów macierzy. Przykªady:

[
2 −3
−8 9

]
,

[
a b a− b
−b a a + b

]
,




1 5 0
−1 0 −4
3 7 −4


 .

Macierz mÖn (czytamy: m na n) skªada si¦ z m wierszy i n kolumn, zatem
zawiera m · n wyrazów. Powy»sze przykªady to macierze 2Ö2, 2Ö3 i 3Ö3.
Gdy macierz ma tyle samo wierszy co kolumn (nÖn), to nazywamy j¡ macierz¡
kwadratow¡.
Wyznacznik macierzy kwadratowej 2Ö2 to liczba:

det

[
a b
c d

]
= ad− bc.

Uwaga 5.2.1. Zauwa»my, »e wyznacznik macierzy 2Ö2 jest równy wyznacznikowi
pary odpowiednich wektorów zapisanych w wierszach, b¡d¹ kolumnach tej macierzy:

det

[
a b
c d

]
= det

(
[a, b], [c, d]

)
= det

(
[a, c], [b, d]

)
.

Przy u»yciu wyznaczników macierzy kwadratowych mo»emy prosto zapisywa¢
wzór na rozwi¡zania ukªadu rówana« postaci (F) .
Przypomnijmy, »e macierz takiego ukªadu wygl¡da nast¦puj¡co:

[
a b p
c d q

]
. Wyrazy

w wierszach odpowiadaj¡ wspóªczynnikom z odpowiednich równa«, natomiast po-
szczególne kolumny to kolejno wspóªczynniki przy x, przy y oraz wyrazy wolne.
Okre±lmy teraz potrzebne wyznaczniki macierzy kwadratowych:

� wyznacznik gªówny ukªadu (F)

W = det

[
a b
c d

]
, czyli wyznacznik macierzy gªównej utworzonej ze

wspóªczynników stoj¡cych przy niewiadomych.

� wyznaczniki pomocnicze ukªadu (F)

Wx = det

[
p b
q d

]
, Wy = det

[
a p
c q

]
, czyli wyznaczniki macierzy

pomocniczych powstaªych przez zast¡pienie w macierzy gªównej kolumny
wspóªczynników przy x (odpowiednio przy y) kolumn¡ wyrazów wolnych.
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Uwag¦ 5.1.1 z poprzedniego podrozdziaªu mo»emy teraz sformuªowa¢ przy u»yciu
wyznaczników w nast¦puj¡cy sposób.

Twierdzenie 5.2.2.

1. Je±li W 6= 0, to ukªad (F) ma dokªadnie jedn¡ par¦ liczb b¦d¡c¡ rozwi¡zaniem:

x =
Wx

W
, y =

Wy

W
.

2. Je±li W = 0, natomiast Wx 6= 0 lub Wy 6= 0, to ukªad jest sprzeczny i nie ma
»adnych rozwi¡za«.

3. Je±li W = 0 oraz Wx = 0 i Wy = 0, to ukªad jest zale»ny i ma niesko«czenie
wiele rozwi¡za«.

Metod¦ rozwi¡zywania ukªadu równa« za pomoc¡ wzorów z powy»szego twierdzenia
nazywa¢ b¦dziemy metod¡ wyznaczników. Spójrzmy na rozwi¡zanie przykªado-
wego ukªadu równa« t¡ metod¡.

Przykªad 5.2.3. Rozwi¡»my ukªad równa«
{

8x + 3y = 7
2x + y = −1

metod¡ wyz-
naczników.
Wyliczmy najpierw warto±¢ wyznacznika gªównego:

W = det

[
8 3
2 1

]
= 8 · 1− 3 · 2 = 2.

W 6= 0 zatem istnieje jedno rozwi¡zanie. Wyznaczniki macierzy pomocniczych
wynosz¡:

Wx = det

[
7 3
−1 1

]
= 7 · 1− 3 · (−1) = 10,

Wy = det

[
8 7
2 −1

]
= 8 · (−1)− 7 · 2 = −22.

Z Twierdzenia 5.2.2 dostajemy, »e rozwi¡zaniem danego ukªadu jest para liczb

x =
Wx

W
=

10

2
= 5, y =

Wy

W
=
−22

2
= −11.

5.3 Ró»ne interpretacje ukªadu dwóch równa« linio-
wych z dwiema niewiadomymi

5.3.1. Interpretacja gra�czna

Poszczególne równania z ukªadu
{

ax + by = p
cx + dy = q

mo»emy traktowa¢ jako równania
prostych o wektorach normalnych odpowiednio [a, b] i [c, d]. Rozpatruj¡c przypadki

50



z Twierdzenia 5.2.2 podamy przy ka»dym z nich wªasno±ci tych prostych. Przypom-
nijmy najpierw, »e

W = det

[
a b
c d

]
= det

(
[a, b], [c, d]

)
.

Z rozdziaªu czwartego (wªasno±¢ 4.3.2 e) wiemy, »e wektory [a, b] i [c, d] nie s¡
równolegªe, gdy ich wyznacznik jest ró»ny od zera. W zwi¡zku z tym proste tylko
w pierwszym przypadku twierdzenia nie s¡ równolegªe. Spójrzmy na pozostaªe wªas-
no±ci.
(1) W 6= 0:

wektory normalne nie s¡ wspóªliniowe, wi¦c
proste nie s¡ równolegªe, a zatem przeci-
naj¡ si¦ dokªadnie w jednym punkcie, którego
wspóªrz¦dne tego punktu s¡ rozwi¡zaniem
ukªadu.

(2) W = 0, Wx 6= 0 lub Wy 6= 0:

proste s¡ równolegªe, ale ró»ne, wi¦c nie
maj¡ punktów wspólnych, co oznacza brak
rozwi¡za« ukªadu.

(3) W = 0, Wx = 0, Wy = 0:

proste pokrywaj¡ si¦, zatem maj¡ niesko«cze-
nie wiele punktów wspólnych, czyli ukªad ma
niesko«czenie wiele par rozwi¡za«.

5.3.2. Interpretacja wektorowa
Do tej pory wspóªrz¦dne wektora zapisywali±my w wierszu, teraz natomiast zastosu-
jemy zapis kolumnowy: ~v =

[
v1

v2

]
, ~w =

[
w1

w2

]
. Korzystaj¡c ze znanych wªasno±ci:

[
v1

v2

]
+

[
w1

w2

]
=

[
v1 + w1

v2 + w2

]
oraz λ ·

[
v1

v2

]
=

[
λv1

λv2

]
,

mo»emy zapisa¢ wektorowo ukªad (F) jako:
{

ax + by = p
cx + dy = q

⇐⇒ x ·
[

a
c

]
+ y ·

[
b
d

]
=

[
p
q

]
.
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Zauwa»my, »e przy takiej interpretacji, rozwi¡zanie ukªadu (F) jest równowa»ne ze
znalezieniem rozkªadu wektora ~u =

[
p
q

]
w kombinacj¦ liniow¡ wektorów ~v =

[
a
c

]

i ~w =

[
b
d

]
. Dokªadniej, chodzi o znalezienie wspóªczynników x i y takiego rozkªadu.

Rozwa»my trzy przypadki.
1. Je±li W 6= 0, czyli inaczej

det

[
a b
c d

]
= det

([
a
c

]
,

[
b
d

])
= det(~v, ~w) 6= 0,

to wektory ~v i ~w s¡ liniowo niezale»ne. Mamy wi¦c (z Faktu 2.10.2),
»e wektor ~u ma jednoznaczny rozkªad w kombinacj¦ liniow¡ tych
wektorów. Ponadto wspóªczynniki tego rozkªadu stanowi¡ jedyne
rozwi¡zanie tego ukªadu równa«.

2. Gdy W = 0,Wx 6= 0 lub Wy 6= 0 wektory ~v i ~w s¡ wspóªli-
niowe, natomiast wektor ~u nie jest z nimi wspóªliniowy. Zatem
»adna kombinacja liniowa wektorów ~v i ~w nie b¦dzie równa ~u,
co jest jednoznaczne z tym, »e ukªad nie ma rozwi¡za«.

3. Je±li W = 0, Wx = 0, Wy = 0, to wszystkie wektory
~v, ~w i ~u s¡ wspóªliniowe. Otrzymujemy wi¦c w tym
przypadku niesko«czenie wiele rozwi¡za«.

Przykªad 5.3.3. Znajd¹my liczb¦ rozwi¡za« równania wektorowego

x ·
[ −6

2

]
+ y ·

[
3
−1

]
=

[
7
4

]
.

Obliczamy wyznaczniki:

W = det

([ −6
2

]
,

[
3
−1

])
= 0

Wx = det

([
7
4

]
,

[
3
−1

])
= −19 6= 0.

Ukªad ten nie ma rozwi¡za«.

Na zako«czenie tego rozdziaªu przedstawiamy przykªadowe zastosowanie ukªadu
równa«.
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�wiczenie 5.3.4. Znajd¹ wektor ~v wspóªliniowy z wektorem [3, 1], je±li wiadomo,
»e jego pocz¡tkiem jest punkt A(−2, 2), natomiast jego koniec B le»y na prostej
2x− y − 4 = 0.
Rozwi¡zanie:
Znajdujemy najpierw rówanie prostej zawieraj¡cej szukany wektor ~v:

[x, y] = [−2, 2] + t[3, 1] = [−2 + 3t, 2 + t].

To równanie parametryczne przeksztaªcamy do postaci ogólnej w nast¦puj¡cy
sposób:

{
x = −2 + 3t ⇒ t = x+2

3

y = 2 + t ⇒ t = y − 2

}
⇒ x + 2

3
= y − 2 ⇒ x− 3y + 8 = 0.

Teraz ju» mo»emy zapisa¢ oba równania prostych jako ukªad równa«, którego
rozwi¡zaniem b¦dzie punkt B, czyli przeci¦cie tych prostych:

{
x− 3y = −8
2x− y = 4

.

Rozwi¡zujemy ten ukªad metod¡ wyznacznikow¡:
W = det

[
1 −3
2 −1

]
= 5,

Wx = det

[ −8 −3
4 −1

]
= 20,

Wy = det

[
1 −8
2 4

]
= 20,

a st¡d
x = Wx

W
= 4,

y = Wy

W
= 4,

czyli B(4, 4).

Ostatecznie wektor ~v ma wspóªrz¦dne −→AB = [4− (−2), 4− 2] = [6, 2].
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Rozdziaª 6

Przeksztaªcenia pªaszczyzny

6.1 Przykªady przeksztaªce«
Ju» w szkole spotkali±my si¦ z pewnymi prze-
ksztaªceniami �gur, np. symetria osiowa pewnej
�gury F przedstawiona na rysunku obok. Ka»dy
punkt X tej �gury ma przyporz¡dkowany
pewien punkt X ′ zwany obrazem punktu X.
Zajmiemy si¦ jednak nie tyle przeksztaªcaniem
�gur, co przeksztaªceniami caªej pªaszczyzny.
De�nicja 6.1.1. Przeksztaªceniem pªaszczyzny nazywamy przyporz¡dkowanie
ka»demu punktowi X pªaszczyzny pewnego punktu X ′ pªaszczyzny.

Obraz punktu X(x, y) b¦dziemy oznacza¢ przez X ′(x′, y′).
Je±li T jest przeksztaªceniem, to zapiszemy T (X) = X ′ lub T (x, y) = (x′, y′).
Mo»emy zapisa¢ wzór przeksztaªcenia T :

{
x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y)

, (6.1.1)

gdzie f(x, y) i g(x, y) s¡ pewnymi wyra»eniami zawieraj¡cymi x i y. B¦dzie to
oznacza¢, »e obraz X ′ punktu X(x, y) ma wspóªrz¦dne

(
f(x, y), g(x, y)

)
, czyli

T (x, y) =
(
f(x, y), g(x, y)

)
.

Omówimy teraz kilka przykªadów przeksztaªce« pªaszczyzny wyprowadzaj¡c ich
wzory.

6.1.2. Przesuni¦cie (translacja) o wektor ~v = [v1, v2]

Translacja o wektor ~v (zwany wektorem prze-
suni¦cia) to takie przeksztaªcenie, które ka»demu
punktowi X(x, y) pªaszczyzny przyporz¡dkowuje
punkt X ′(x′, y′) taki, »e wektor −−→XX ′ jest równy
wektorowi przesuni¦cia ~v. Mo»emy zatem zapisa¢
równo±¢ wspóªrz¦dnych tych wektorów:

[v1, v2] = [x′ − x, y′ − y].
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Traktuj¡c wspóªrz¦dne (x, y) oraz wspóªrz¦dne wektora [v1, v2] jako dane, wyliczamy
st¡d wspóªrz¦dne (x′, y′):

x′ = x + v1

y′ = y + v2
.

Otrzymali±my wzór przesuni¦cia:

♦
{

x′ = x + v1

y′ = y + v2
♦ (6.1.2)

Wektorowo mo»emy go zapisa¢:
[
x′

y′

]
=

[
x
y

]
+

[
v1

v2

]
, lub krócej: X ′ = X + ~v.

6.1.3. Jednokªadno±¢ o ±rodku w punkcie S i skali k

To przeksztaªcenie ka»demu punktowi X(x, y)
przyporz¡dkowuje taki punkt X ′(x′, y′), aby za-
chodziªa zale»no±¢

−−→
SX ′ = k · −→SX.

Rysunek obok przedstawia trójk¡t ABC i jego
obraz wyznaczony przez jednokªadno±¢ o ±rodku S
i skali k = 2.

Wyprowadzimy teraz ogólny wzór jednokªadno±ci o ±rodku S(x0, y0) i skali k.
Wstawiamy wspóªrz¦dne wektorów do zale»no±ci −−→SX ′ = k · −→SX:

[x′ − x0, y
′ − y0] = k · [x− x0, y − y0].

St¡d mamy równo±ci x′ − x0 = k(x − x0), y′ = k(y − y0) i mo»emy zapisa¢ wzór
przeksztaªcenia:

♦
{

x′ = k(x− x0) + x0

y′ = k(y − y0) + y0
♦ (6.1.3)

lub te» wektorowo: X ′ = k(X − S) + S.
Uwaga 6.1.4. Dla skali k = −1 jednokªadno±¢ to po prostu symetria ±rodkowa
wzgl¦dem punktu S.

6.1.5. Powinowactwo prostok¡tne o osi L i skali k

Obrazem punktu X przez to przeksztaªcenie jest
punkt X ′ taki, »e

−−−→
X0X

′ = k · −−→X0X,

gdzie X0 jest rzutem prostok¡tnym X na o± L.
Na rysunku obok widzimy obraz kwadratu ABCD
przez powinowactwo prostok¡tne o skali k = 1

3

i osi L. My jednak zajmiemy si¦ tylko pewnymi
przypadkami, a mianowicie, gdy prosta L pokrywa
si¦ z osiami wspóªrz¦dnych.
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Poni»ej wyprowadzony jest wzór na powinowactwo prostok¡tne wzgl¦dem osi
Oy i o skali k, a rysunek przedstawia t¦ sytuacj¦.
Wiemy, »e −−−→X0X

′ = k · −−→X0X, a tak»e obliczamy, »e
−−−→
X0X

′ = [x′, y′ − y],−−→
X0X = [x, y − y] = [x, 0].

Mamy zatem [x′, y′−y] = k·[x, 0], a st¡d dostajemy
ostateczny wzór:

♦
{

x′ = kx
y′ = y

. ♦ (6.1.4)

Analogicznie post¦puje si¦ w przypadku powinowactwa prostok¡tnego wzgl¦dem osi
Ox i skali k. Wzór jest wtedy nast¦puj¡cy:

♦
{

x′ = x
y′ = ky

. ♦ (6.1.5)

Uwaga 6.1.6. Dla k = −1 powinowactwo prostok¡tne jest symetri¡ osiow¡ wzgl¦-
dem prostej L.

6.1.7. Obrót

Przez obrót b¦dziemy rozumie¢ obrót wokóª (0, 0) o k¡t α w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazówek zegara. Oznaczamy go przez Rα

(0,0).

Wyprowad¹my teraz wzór tego przeksztaªce-
nia. Oznaczmy odpowiednio przez E1, E2 punkty,
których wektory wodz¡ce to wersory e1, e2. Wspóª-
rz¦dne tych punktów oraz ich obrazów E ′

1, E
′
2 s¡

nast¦puj¡ce:

E1 = (1, 0), E ′
1 = (cos α, sin α),

E2 = (0, 1), E ′
2 =

(
cos(π

2
+ α), sin(π

2
+ α)

)
=

= (− sin α, cos α).

Rysunek po lewej stronie przedstawia punkt X
i jego obraz X ′ po obrocie. S¡ tak»e zaznaczone
wersory oraz wektory wodz¡ce punktów E ′

1, E
′
2

oznaczone odpowiednio przez e′1, e
′
2, które to

maj¡ wspóªrz¦dne takie, jak wymienione wcze±niej
punkty. Wektor wodz¡cy ~v punktu X rozkªadamy
wzgl¦dem wersorów:

~v = x · ~e1 + y · ~e2.
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Z rysunku mo»emy wywnioskowa¢, »e wspóªczynniki rozkªadu wektora ~v′ (b¦d¡cego
wektorem wodz¡cym X ′) wzgl¦dem ~e1

′, ~e2
′ b¦d¡ takie, jak w rozkªadzie ~v wzgl¦dem

~e1, ~e2. Mamy zatem:
~v′ = x · ~e1

′ + y · ~e2
′ =

= x · [cos α, sin α] + y · [− sin α, cos α] =
= [x cos α− y sin α, x sin α + y cos α].

Jak wiemy, wspóªrz¦dne wektora ~v′ s¡ równe wspóªrz¦dnym punktu X ′, zatem mamy
ogólny wzór na obrót Rα

(0,0):

♦
{

x′ = x cos α− y sin α
y′ = x sin α + y cos α

. ♦ (6.1.6)

Przykªad 6.1.8. Wyznaczmy wspóªrz¦dne obrazu punktu (2,−2) po obrocie
o k¡t 2

3
π. Aby to zrobi¢, musimy zna¢ wzór tego przeksztaªceniana. Wiemy, »e

cos
2

3
π = −1

2
, sin

2

3
π =

√
3

2
,

zatem wzór obrotu R
2
3
π

(0,0) jest nast¦puj¡cy:
{

x′ = −1
2
x−

√
3

2
y

y′ =
√

3
2

x− 1
2
y

.

Mo»emy ju» wyznaczy¢ wspóªrz¦dne obrazu punktu (2,−2):

R
2
3
π

(0,0)(−2, 2) =

(
−1

2
· 2−

√
3

2
· (−2),

√
3

2
· 2− 1

2
· (−2)

)
= (

√
3− 1,

√
3 + 1).

Poni»sze ¢wiczenie pokazuje jak rozpozna¢, maj¡c wzór przeksztaªcenia, czy jest ono
obrotem, czy nie.

�wiczenie 6.1.9. Czy przeksztaªcenie
{

x′ = 2
3
x−

√
5

3
y

y′ =
√

5
3

x + 2
3
y

jest obrotem?

Rozwi¡zanie:
Je±li byªby to obrót, to dla pewnego α prawd¡ by byªo, »e 2

3
= cos α,

√
5

3
= sin α.

Sprawd¹my, czy istnieje takie α podstawiaj¡c te warto±ci do jedynki trygonome-
trycznej.

2

3

2

+

√
5

3

2

= 1 ⇔ 4

9

2

+
5

9

2

= 1

Równo±¢ jest speªniona, wi¦c to przeksztaªcenie jest obrotem o k¡t α = arc cos 2
3
,

czyli taki k¡t α, dla którego cosinus jest równy 2
3
. Z tablic trygonometrycnych,

b¡d¹ za pomoc¡ kalkulatora, mo»emy poda¢ przybli»on¡ warto±¢ α = 48°.
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6.2 Przeksztaªcenia odwrotne
De�nicja 6.2.1. Przeksztaªcenie odwrotne do T to takie przeksztaªcenie pªasz-
czyzny, które ka»demu punktowi postaci T (X) przyporz¡dkowuje punkt X. Ozna-
czamy je przez T−1.

Zwró¢my uwag¦ na to, »e nie zawsze istnieje przeksztaªcenie odwrotne do danego.

Uwaga 6.2.2. Przeksztaªcenie odwrotne T−1 nie istnieje, gdy:

� T nie jest �na�. Istnieje bowiem wtedy taki punkt (punkty), który nie jest
obrazem »adnego punktu pªaszczyzny, a wi¦c przy przeksztaªceniu odwrotnym
nie mamy mu co przyporz¡dkowa¢.

� T nie jest ró»nowarto±ciowe. Wtedy mamy sytuacj¦, gdy dwa ró»ne punkty
maj¡ ten sam obraz P . Je±li chcieliby±my ustali¢ T−1, to dla punktu P nie
wiadomo który z punktów nale»aªoby przyporz¡dkowa¢.

Okazuje si¦, »e poza wymienionymi powy»ej przypadkami, pozostaªe przeksztaª-
cenia posiadaj¡ przeksztaªcenia odwrotne. Mówi o tym nast¦puj¡cy fakt (przyto-
czony tutaj bez dowodu).

Fakt 6.2.3. Je±li przeksztaªcenie T jest wzajemne jednoznaczne (czyli ró»nowarto-
±ciowe i �na�), to T−1 istnieje.

Przykªad 6.2.4. Rozwa»my rzut prostok¡tny na prost¡ L. To przeksztaªcenie
nie posiada odwrotnego z obu wymienionych wy»ej powodów:

� nie jest �na�, bo obrazy punktów le»¡ tylko
na prostej L i punkty P spoza tej prostej nie
s¡ obrazami »adnych punktów pªaszczyzny;

� nie jest róznowarto±ciowe, bo ró»ne punkty
(le»¡ce na tej samej prostej prostopadªej
do L) maj¡ te same obrazy.

Poprzedni przykªad dotyczyª przypadku, kiedy nie byªo przeksztaªcenia odwrot-
nego do danego. Teraz podamy przykªady przeksztaªce« posiadaj¡cych przeksztaª-
cenie odwrotne oraz sposób, jak je wyliczy¢.
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Przykªad 6.2.5. Wyznaczmy przeksztaªcenie odwrotne T−1, gdy:

a) T jest powinowactwem prostok¡tnym o skali k i osi Ox.

Zapisujemy wzór we wspóªrz¦dnych (6.1.5):
{

x′ = x
y′ = ky

.

St¡d wyznaczamy wspóªrz¦dne punktu (x, y), który jest obrazem punktu
(x′, y′) przez przeksztaªcenie T−1:

{
x = x′

y = y′
k

.

Te wspóªrz¦dne okre±laj¡ ju» szukane przeksztaªcenie. Nale»y tylko zamieni¢
oznaczenia, tzn. w miejsce x′ podstawi¢ x i odwrotnie (to samo dla y i y′).
Dostajemy wi¦c wzór T−1:

T−1(x, y) =

(
x,

1

k
y

)
.

Jest to powinowactwo prostok¡tne o skali 1
k
i osi Ox.

b) T jest jednokªadno±ci¡ o ±rodku S i skali k.
Tym razem przeksztaªcenie odwrotne wyznaczymy ze wzoru wektorowego:

T (X) = X ′ = k(X − S) + S.

Wyliczmy punkt X, który jest obrazem punktu X ′ przez T−1:

k(X − S) = X ′ − S
X = 1

k
(X ′ − S) + S.

Zamieniaj¡c rolami X ′ z X otrzymujemy, »e przeksztaªcenie odwrotne do T
jest dane wzorem:

T−1(X) =
1

k
(X − S) + S.

Z postaci tego wzoru wynika, »e T−1 jest jednokªadno±ci¡ o ±rodku S
i skali 1

k
.

6.3 Skªadanie przeksztaªce«
Zªo»eniem przeksztaªce« T1 z T2 nazywamy przeksztaªcenie T = T2 ◦ T1 otrzy-
mane przez wykonanie kolejno przeksztaªce«: najpierw T1, potem T2.
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Obrazem punktu X przez zªo»enie T2 ◦ T1 jest punkt X ′′ b¦d¡cy obrazem przez T2

punktu X ′, który jest obrazem X przez T1. Mo»emy to zapisa¢:
T2 ◦ T1(X) = T2(T1(X)) = X ′′ ⇔ T1(X) = X ′ i T2(X

′) = X ′′.

Podamy teraz na przykªadzie, jak znale¹¢ wzór zªo»enia danych przeksztaªce«.
Dla dowolnych innych zªo»e« wzory zawsze mo»na wyznacza¢ podobn¡ metod¡.

Przykªad 6.3.1. Mamy przeksztaªcenia T1 :

{
x′ = x + 1
y′ = y − 1

, T2 :

{
x′ = 2x− 1
y′ = x− y

.
Znajd¹my wzór zªo»enia T2 ◦ T1:

T2 ◦ T1(x, y) = T2 (T1(x, y)) = T2 (x + 1, y − 1) =
= (2(x + 1)− 1, x + 1− (y − 1)) = (2x + 1, x− y + 2).

Otrzymali±my wzór :
{

x′ = 2x + 1
y′ = x− y + 2

.

Czasem, gdy to mo»liwe, wygodniej jest posªu»y¢ si¦ postaci¡ wektorow¡ wzorów
przeksztaªce« tak, jak to przedstawia nast¦pny przykªad.

Przykªad 6.3.2. Znajd¹my zªo»enie T2 ◦T1 dwóch jednokªadno±ci: T1 � o ±rodku
(0, 0) i skali 4 oraz T2 � o ±rodku S(4,−3) i skali −1

2
.

Zapiszmy wzory tych przeksztaªce«:

T1(X) = 4 ·X, T2(X) = −1
2

(
X −

(
4
−3

))
+

(
4
−3

)
.

Podstawmy teraz kolejno:

T2 ◦ T1(X) = T2

(
T1(X)

)
= T2(4X) =

= −1
2

(
4X −

(
4
−3

) )
+

(
4
−3

)
=

= −
(

2X +

(
2
−3

2

))
+

(
4
−3

)
=

= −2X +

(
6
−41

2

)
.

Jest to jednokªadno±¢ o skali −2 i ±rodku S, który teraz wyznaczymy:

−2X +

(
6
−41

2

)
= −2(X − S) + S

−2X +

(
6
−41

2

)
= −2X + 3S

(
6
−9

2

)
= 3S, st¡d S =

(
2
−3

2

)
.

Zªo»enie T2 ◦ T1 jest jednokªadno±ci¡ o skali −2 i ±rodku (2,−3
2
).
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Wspomnijmy jeszcze na koniec o pewnym specjalnym przeksztaªceniu pªaszczy-
zny.

De�nicja 6.3.3. Przeksztaªceniem to»samo±ciowym I (inaczej identyczno-
±ci¡) nazywamy takie przeksztaªcenie, które ka»demu punktowi X przyporz¡d-
kowuje ten sam punkt X. Mo»emy zatem zapisa¢ matematycznie, »e:

∀X I(X) = X.

Uwaga 6.3.4. Wykorzystuj¡c przeksztaªcenie to»samo±ciowe mo»emy poda¢ inny,
równowa»ny sposób zde�niowania przeksztaªcenia odwrotnego do T . Jest to takie
przeksztaªcenie Q, »e:

Q ◦ T = I oraz T ◦Q = I.

Uzasadnienie, »e ta de�nicja jest równowa»na De�nicji 6.2.1 pomijamy.

6.4 Równanie obrazu krzywej
Mamy dan¡ krzyw¡ γ o równaniu F (x, y) = 0 oraz wzajemnie jednoznaczne prze-
ksztaªcenie T dane wzorem T (x, y) =

(
f(x, y), g(x, y)

)
. Zauwa»my, »e punkt X

nale»y do obrazu T (γ) krzywej wtedy i tylko wtedy, gdy obraz tego punktu przez
przeksztaªcenie odwrotne T−1 nale»y do krzywej γ, a to z kolei oznacza, »e speªnia
on równanie krzywej. Warunki te zapisane s¡ poni»ej:

X ∈ T (γ) ⇐⇒ T−1(X) ∈ γ ⇐⇒ F
(
T−1(X)

)
= 0.

Zgodnie z tym, co napisali±my, aby znale¹¢ równanie obrazu γ′ = T (γ) nale»y:

1. wyprowadzi¢ wzór na przeksztaªcenie odwrotne:

(x, y) = T−1(x′, y′) =
(
f ′(x′, y′), g′(x′, y′)

)
, czyli

{
x = f ′(x′, y′)
y = g′(x′, y′)

;

2. wstawi¢ do wzoru krzywej γ wyznaczone poprzednio wyra»enia na x i y:

F (x, y) = F
(
f ′(x′, y′), g′(x′, y′)

)
= 0;

3. podstawi¢ za x′, y′ odpowiednio x i y:

F
(
f ′(x, y), g′(x, y)

)
= 0.

Powstaªe w ten sposób równanie jest równaniem obrazu krzywej γ.
Poni»szy przykªad pokazuje, jak dla konkretnej krzywej znale¹¢ równanie jej

obrazu przez dane przeksztaªcenie pªaszczyzny stosuj¡c powy»sze kroki post¦powa-
nia.
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Przykªad 6.4.1. Znajd¹my równanie obrazu okr¦gu x2 + y2 = 4 przez
powinowactwo T o skali 3 wzgl¦dem osi Oy.
Ze wzoru na przeksztaªcenie T wyliczamy przeksztaªcenie odwrotne T−1:

{
x′ = 3x
y′ = y

=⇒
{

x = 1
3
x′

y = y′
.

Nast¦pnie wstawiamy do równania okr¦gu i otrzymujemy:
(

1
3
x′

)2
+ (y′)2 = 4(

1
6
x′

)2
+

(
1
2
y′

)2
= 1(

x
6

)2
+

(
y
2

)2
= 1.

Krzywa o takim równaniu to elipsa o póªosiach 6 i 2.

Czasami nie warto wyprowadza¢ wzoru na przeksztaªcenie odwrotne do danego
wyliczaj¡c je niekiedy ze skomplikowanych równa«. Mo»na bowiem zastanowi¢ si¦
czym jest przeksztaªcenie odwrotne i zapisa¢ wprost wzór na nie. W ten sposób
rozwi¡zane jest poni»sze ¢wiczenie.

�wiczenie 6.4.2. Znajd¹ równanie obrazu krzywej y2−x2 = 1
2
po obrocie o k¡t π

3
.

Rozwi¡zanie:
Chc¡c wylicza¢ ze wzoru na obrót wzór przeksztaªcenia odwrotnego nale»aªoby
rozwi¡za¢ poni»szy ukªad równa« ze wzgl¦du na x i y:

{
x′ = x cos π

3
− y sin π

3

y′ = x sin π
3

+ y cos π
3

.

Rachunki wtedy by byªy skomplikowane. Wystarczy jednak zauwa»y¢, »e prze-
ksztaªcenie odwrotne do obrotu o k¡t α jest obrotem o k¡t −α. Wyra»a si¦ ono
wzorem:

{
x = x′ cos(−α)− y′ sin(−α)
y = x′ sin(−α) + y′ cos(−α)

⇔
{

x = x′ cos α + y′ sin α
y = −x′ sin α + y′ cos α

.

Wtedy dla α = π
3
otrzymujemy wzór:

{
x = 1

2
x′ +

√
3

2
y′

y = −
√

3
2

x′ + 1
2
y′

. Wstawiaj¡c x i y do

równania krzywej mamy:
(
−
√

3
2

x′ + 1
2
y′

)2

−
(

1
2
x′ +

√
3

2
y′

)2

= 1
2

1
2
x′2 − 1

2
y′2 −√3x′y′ = 1

2
.

Podstawiaj¡c na koniec x, y za x′ i y′ mo»emy zapisa¢ ostatecznie równanie obrazu
krzywej y2 − x2 = 1

2
przez obrót o π

3
: x2 − y2 − 2

√
3xy = 1.
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Rozdziaª 7

Przeksztaªcenia liniowe

7.1 De�nicja przeksztaªcenia liniowego
Przeksztaªcenie pªaszczyzny to poj¦cie bardzo szerokie. W±ród przeksztaªce« wyró»-
niamy zatem pewne ich grupy speªniaj¡ce okre±lone warunki. W tym rozdziale zaj-
miemy si¦ przeksztaªceniami liniowymi.

De�nicja 7.1.1. Przeksztaªcenie pªaszczyzny T nazywamy przeksztaªceniem li-
niowym je±li:

(1) punkt (0, 0) przechodzi przez T na samego siebie, czyli T (0, 0) = (0, 0);

(2) T zachowuje kombinacj¦ liniow¡ wektorów wodz¡cych, tzn. je±li X ′, Y ′, Z ′ s¡
obrazami punktów X, Y, Z przez T i mamy rozkªad w kombinacj¦ liniow¡:

−→
OZ = t · −−→OX + s · −−→OY ,

gdzie t i s s¡ wspóªczynnikami rozkªadu, to te same wspóªczynniki b¦d¡
równie» wyst¦powaªy w rozkªadzie:

−−→
OZ ′ = t · −−→OX ′ + s · −−→OY ′.

Przeksztaªceniem liniowym jest np. obrót o dowolny k¡t wokóª punktu (0, 0) (patrz
punkt 6.1.7). Inne przykªady podamy w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu.

Zbadajmy teraz, co dzieje si¦ w przypadku rozkªadu wektora wodz¡cego pewnego
punktu Z(x, y) w kombinacj¦ liniow¡ wektorów wodz¡cych punktów E1 = (1, 0),
E2 = (0, 1), czyli wersorów. Zauwa»my, »e wspóªczynnikami takiego rozkªadu s¡
wspóªrz¦dne punktu Z:

−→
OZ = [x, y] = x · [1, 0] + y · [0, 1] = x · −−→OE1 + y · −−→OE2.

Przeksztaªcenie liniowe T zachowa wspóªczynniki kombinacji liniowej. W tym przy-
padku b¦d¡ to nadal wspóªrz¦dne punktu Z. Zatem, je±li T (Z) = Z ′, T (E1) = E ′

1,
T (E2) = E ′

2, to mamy −−→
OZ ′ = x · −−→OE ′

1 + y · −−→OE ′
2.
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Zwró¢my uwag¦, »e je±li b¦dziemy zna¢ wspóªrz¦dne wektorów −−→
OE ′

1,
−−→
OE ′

2 (równe
wspóªrz¦dnym punktów E ′

1, E
′
2), to obliczymy wspóªrz¦dne punktu Z ′, bo x i y

to wspóªrz¦dne punktu Z i traktujemy jako dane. Z powy»szych rowa»a« wynika
nast¦puj¡ca uwaga.
Uwaga 7.1.2. Znaj¡c obrazy punktów E1(1, 0), E2(0, 1) przez przeksztaªcenie li-
niowe T , mo»emy wyznaczy¢ jednoznacznie obrazy pozostaªych punktów pªaszczy-
zny przez to przeksztaªcenie.
Dla przykªadu rysunki poni»ej ilustruj¡ rozkªady w kombinacj¦ liniow¡ wektorów
wodz¡cych: po lewej punktu Z(−1,−2), po prawej obrazu tego punktu przez prze-
ksztaªcenie T . Narysowane s¡ równie» siatki wyznaczone przez wektory wodz¡ce
punktów E1, E2 i odpowiednio ich obrazów E ′

1, E
′
2. Dzi¦ki temu ªatwo zaznaczy¢

dany punkt znaj¡c wspóªczynniki rozkªadu w kombinacje liniowe wzgl¦dem tych
wektorów.

−→
OZ = −1 · −−→OE1 + (−2) · −−→OE2

−−→
OZ ′ = −1 · −−→OE ′

1 + (−2) · −−→OE ′
2

Przykªad 7.1.3. Znajd¹my obrazy punktów A(−2, 0), B(1, 1), C(0, 0) przez
przeksztaªcenie liniowe T , przeprowadzaj¡ce wersory ~e1, ~e2 odpowiednio na wek-
tory [−1, 2], [0,−3].
Zgodnie z de�nicj¡ punkt (0, 0) przechodzi na siebie przez przeksztaªcenie li-
niowe, wi¦c T (C) = C ′ = (0, 0). Pami¦taj¡c o tym, »e wspóªrz¦dne wektora
wodz¡cego punktu s¡ równe wspóªrz¦dnym tego wektora, zapiszemy rozkªady
wektorów wodz¡cch punktów A i B jako kombinacje liniowe wersorów:

−→
OA = [−2, 0] = −2 · ~e1 + 0 · ~e2,−−→
OB = [1, 1] = 1 · ~e1 + 1 · ~e2.

Korzystamy z tego, »e T zachowuje kombinacj¦ liniow¡, zatem:
−−→
OA′ = −2 · T (~e1) + 0 · T (~e2) = −2 · [−1, 2] = [2,−4],−−→
OB′ = 1 · T (~e1) + 1 · T (~e2) = [−1, 2] + [0,−3] = [−1,−1].

Szukane punkty to A′ = (2,−4), B′ = (−1,−1), C ′ = (0, 0).
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7.2 Wzór przeksztaªcenia liniowego
Wyliczymy teraz jakim ogólnym wzorem wyra»aj¡ si¦ przeksztaªcenia liniowe. Zgod-
nie z Uwag¡ 7.1.2, aby jednoznacznie okre±li¢ wspóªrz¦dne obrazów wszystkich punk-
tów, wystarczy zna¢ obrazy punktów E1(1, 0), E2(0, 1). Przyjmijmy, »e maj¡ one
wspóªrz¦dne:

E ′
1 = (a, b), E ′

2 = (c, d).

Zatem ich wektory wodz¡ce to −−→OE ′
1 = [a, b],

−−→
OE ′

2 = [c, d]. Ustalmy równie» dowolny
punkt Z(x, y). B¦dziemy szuka¢ punktu Z ′(x′, y′), czyli obrazu Z przez dane prze-
ksztaªcenie liniowe T . Wiemy z de�nicji, »e T zachowuje kombinacj¦ liniow¡ wek-
torów wodz¡cych, zatem:

[x′, y′] =
−−→
OZ ′ = x · −−→OE ′

1 + y · −−→OE ′
2 =

= x · [a, b] + y · [c, d] = [ax, bx] + [cy, dy] =
= [ax + cy, bx + dy].

Otrzymali±my w ten sposób ogólny wzór przeksztaªcenia liniowego:

♦
{

x′ = ax + cy
y′ = bx + dy

, ♦ (7.2.1)

gdzie a, b, c, d s¡ staªymi wspóªczynnikami zwi¡zanymi z przeksztaªceniem.

Uwaga 7.2.1. Wzór
{

x′ = ax + cy
y′ = bx + dy

mo»emy traktowa¢ jako de�nicj¦ przeksztaª-
cenia liniowego, równowa»n¡ De�nicji 7.1.1.
Uwaga 7.2.2. We wzorze (7.2.1) wspóªczynniki przy niewiadomej x to wspóªrz¦dne
punktu E ′

1, za± przy y to wspóªrz¦dne E ′
2.

W niektórych przypadkach, maj¡c odpowiednie dane, ªatwo mo»emy znajdowa¢
wzory przeksztaªce« liniowych korzystaj¡c z powy»szej uwagi. Pokazuje to nast¦pu-
j¡cy przykªad.

Przykªad 7.2.3. Wiemy, »e T (1, 0) = (2, 1
2
) i T (0, 1) = (−3, 2

3
) dla pewnego

przeksztaªcenia liniowego T . Mo»emy bez trudu zapisa¢ wzór tego przeksztaªcenia
wstawiaj¡c wspóªrz¦dne obrazu T (1, 0) jako wspóªczynniki przy x, a wspóªrz¦dne
T (0, 1) przy y: {

x′ = 2x− 3y
y′ = 1

2
x + 2

3
y

.

De�nicja 7.2.4. Macierz
(

a c
b d

)
utworzona ze wspóªczynników równania prze-

ksztaªcenia liniowego nazywamy macierz¡ przeksztaªcenia liniowego.

Przykªad 7.2.5. Przeksztaªcenie liniowe o macierzy
(−1 3

6 −3

)
to przeksztaªce-

nie dane wzorem
{

x′ = −x + 3y
y′ = 6x− 3y

.
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7.3 Przykªady przeksztaªce« liniowych
Wymienimy kilka przykªadów przeksztaªce« liniowych podaj¡c ich wzory i macierze
przeksztaªce«.
7.3.1. Obroty wokóª (0, 0) o dowolny k¡t α

Wzór na obrót wyprowadzali±my w rozdziale poprzednim (punkt 6.1.7):{
x′ = x cos α− y sin α
y′ = x sin α + y cos α

.

Wzór tego przeksztaªcenia jest zgodny z postaci¡ ogóln¡ (7.2.1) dla wspóªczynników
a = cos α, b = sin α, c = − sin α, d = cos α. Zatem macierz obrotu o k¡t α to:(

cos α − sin α
sin α cos α

)
.

7.3.2. Jednokadno±¢ o ±rodku w punkcie (0, 0) i skali k

Dla dowolnego punktu X(x, y) i jego obrazu X ′(x′, y′) przez to przeksztaªcenie za-
chodzi równo±¢: −−→

OX = k · −−→OX ′,

z której otrzymujemy wzór:
{

x′ = kx
y′ = ky

, a tak»e macierz
(

k 0
0 k

)
.

Jest to rzeczywi±cie przeksztaªcenie liniowe, gdy» otrzymany wzór jest postaci (7.2.1)
dla wspóªczynników a = k, b = 0, c = 0, d = k.
7.3.3. Powinowactwo prostok¡tne o osi OX i skali k

Z poprzedniego rozdziaªu (punkt 6.1.5) wiemy, »e to przeksztaªcenie wyra»a si¦ wzo-
rem {

x′ = x
y′ = ky

.

Je±li we wzorze ogólnym (7.2.1) a = 1, b = 0, c = 0 i d = k, to otrzymamy wzór
tego powinowactwa, a wi¦c jest ono liniowe. Jego macierz to(

1 0
0 k

)
.

Dla ka»dej innej osi, ale przechodz¡cej przez punkt (0, 0) powinowactwo pros-
tok¡tne o skali k jest przeksztaªceniem liniowym.
7.3.4. Przeksztaªcenie to»samo±ciowe
To przeksztaªcenie przyporz¡dkowuje ka»demu punktowi pªaszczyzny ten sam punkt,
zatem wzór i macierz s¡ nast¦puj¡ce:{

x′ = x
y′ = y

,

(
1 0
0 1

)
.

7.3.5. Przeksztaªcenie zerowe
Przeksztaªceniem zerowym nazywa¢ b¦dziemy odwzorowanie caªej pªaszczyzny
w punkt (0, 0). Zatem dane jest ono wzorem{

x′ = 0
y′ = 0

, lub równowa»nie macierz¡
(

0 0
0 0

)
.
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7.4 Odwracalne przeksztaªcenia liniowe
O przeksztaªceniu, które posiada przeksztaªcenie odwrotne b¦dziemy mówi¢, »e jest
odwracalne. Jak wiemy z poprzedniego rozdziaªu (Fakt 6.2.3) nie zawsze istnieje
przeksztaªcenie odwrotne do danego. W przypadku przeksztaªce« liniowych mo»emy
wygodnie scharakteryzowa¢, które z nich s¡ odwracalne.

Fakt 7.4.1. Niech T b¦dzie przeksztaªceniem liniowym o macierzy
(

a c
b d

)
, tzn. takie,

»e wspóªrz¦dne wektorów wodz¡cych punktów E ′
1, E

′
2 to −−→OE ′

1 = [a, b], −−→OE ′
2 = [c, d],

gdzie E ′
1, E

′
2 s¡ obrazami punktów E1 = (0, 1), E2 = (1, 0) przez T . Mamy wtedy

nast¦puj¡ce równowa»no±ci:

T jest odwracalne ⇐⇒ wektory
−−→
OE ′

1 i
−−→
OE ′

2 s¡ niewspóªliniowe ⇐⇒

⇐⇒ det
(−−→
OE ′

1,
−−→
OE ′

2

)
6= 0 ⇐⇒ det

(
a c
b d

)
6= 0.

Dowód. Poka»emy tylko pierwsz¡ równowa»no±¢, poniewa» dwie nast¦pne nie spra-
wiaj¡ problemów: druga wynika z wªasno±ci wyznacznika pary wektorów (punkt
3.3.2), natomiast o trzeciej byªa mowa w Uwadze 5.2.1. Zajmijmy si¦ wi¦c pierwsz¡
równowa»no±ci¡ dowodz¡c dwóch implikacji, z których si¦ ona skªada.

(⇐) Zakªadamy, »e −−→OE ′
1 i −−→OE ′

2 s¡ niewspóªliniowe, zatem

det

(
a c
b d

)
= ad− bc 6= 0.

Poka»emy, »e T jest odwracalne, czyli »e istnieje przeksztaªcenie odwrotne
T−1. Wzór na T−1 wyznaczymy ze wzoru przeksztaªcenia T :

{
x′ = ax + cy
y′ = bx + dy

.

Przypomnijmy, »e aby to zrobi¢, musimy najpierw wyznaczy¢ x i y a nast¦pnie
zamieni¢ rolami x z x′ oraz y z y′. Powy»szy ukªad równa« rozwi¡»emy metod¡
wyznacznikow¡, by w ten sposób znale¹¢ x i y. Obliczmy wyznacznik gªówny
tego ukªadu:

W = det

(
a c
b d

)
= ad− bc 6= 0.

Z zaªo»enia mamy, »e jest on niezerowy, zatem istnieje jedna para rozwi¡za«
tego ukªadu. Obliczamy wyznaczniki pomocnicze:

Wx = det

(
x′ c
y′ d

)
= x′d− cy′, Wy = det

(
a x′

b y′

)
= ay′ − bx′.

Mo»emy ju» wyznaczy¢ par¦ rowi¡za«:

x =
Wx

W
=

x′d− cy′

W
=

d

W
x′ − c

W
y′,
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y =
Wy

W
=

ay′ − bx′

W
= − b

W
x′ +

a

W
y′.

Zamieniaj¡c odpowiednie litery otrzymujemy wzór na przeksztaªcenie odwrotne:

♦
{

x′ = d
W

x− c
W

y
y′ = − b

W
x + a

W
y

. ♦ (7.4.1)

Pokazali±my wi¦c, »e przeksztaªcenie odwrotne do T istnieje.

(⇒) Zakªadamy teraz, »e T jest odwracalne, a chcemy pokaza¢, »e wektory −−→OE ′
1

i −−→OE ′
2 s¡ niewspóªliniowe.

Wiemy, »e skoro istnieje przeksztaªcenie odwrotne do T , to T musi by¢ w szcze-
gólno±ci �na� (patrz Fakt 6.2.3). Oznacza to, »e ka»dy punkt na pªaszczy¹nie
jest obrazem jakiego± punktu przez przeksztaªcenie T . Symbolicznie zapisu-
jemy to jako T (R2) = R2, gdzie R2 to zbiór wszystkich punktów pªaszczyzny.
Wiemy tak»e, »e skoro T jest liniowe, to T (R2) skªada si¦ z takich punktów
Z ′(x′, y′), »e −−→

OZ ′ = x · −−→OE ′
1 + y · −−→OE ′

2.
Gdyby −−→OE ′

1 i −−→OE ′
2 byªy wspóªliniowe, to powy»sze kombinacje liniowe nie

daªyby wszystkich wektorów na pªaszczy¹nie, a tylko te, które s¡ równie»
wspóªliniowe z nimi.
St¡d wnioskujemy, »e −−→OE ′

1 i −−→OE ′
2 musz¡ by¢ niewspóªliniowe.

Pokazali±my prawdziwo±¢ obu implikacji i to ko«czy dowód tego faktu.

Wniosek 7.4.2. Z dowodu powy»szego faktu mo»emy wyci¡gn¡¢ nast¦puj¡ce wnioski
prawdziwe dla dowolnego odwracalnego przeksztaªcenia liniowego T :

� przeksztaªcenie T−1 jest te» liniowe;

� je±li A =

(
a c
b d

)
jest macierz¡ przeksztaªcenia T , to przeksztaªcenie odwrotne

jest zadane macierz¡:

A−1 =

(
d
W

− c
W

− b
W

a
W

)
, gdzie W = det A.

Przykªad 7.4.3. Przeksztaªcenie liniowe o macierzy M =

(
2 −1
−4 3

)
jest

odwracalne, bo det M = 2 6= 0. Macierz przeksztaªcenia odwrotnego M−1

wyliczamy na podstawie powy»szego wniosku:

M−1 =

(
3
2

1
2

4
2

2
2

)
=

(
3
2

1
2

2 1

)
.
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7.5 Obraz odcinka i równolegªoboku przez przeksztaª-
cenie liniowe

W tym podrozdziale b¦dziemy bada¢ na co przez przeksztaªcenie liniowe mo»e
przej±¢ odcinek, czy te» równolegªobok rozpi¦ty na dwóch wektorach. Najpierw jed-
nak musimy ustali¢ pewien sposób zapisu tych obiektów, b¦dzie to zapis parame-
tryczny. Wyprowadzimy kolejno równania parametryczne odcinka i równolegªoboku.

7.5.1. Równanie parametryczne odcinka
Zaczniemy od przypadku odcinka, którego jednym ko«cem jest pocz¡tek ukªadu
wspóªrz¦dnych.

Chcemy zapisa¢ równaniem odcinek OA zaznaczony na ry-
sunku. Punkt X(x, y) jest pewnym punktem le»¡cym na
tym odcinku. Widzimy, »e wektory −→OA i −−→OX s¡ liniowo
zale»ne, dlatego dla pewnego t mamy

−−→
OX = t · −→OA.

Parametr t nie jest zupeªnie dowolny, lecz z przedziaªu
[0, 1], bowiem dla zera dostajemy wektor zerowy, który
pokrywa si¦ z pocz¡tkiem ukªadu wspóªrz¦dnych, a kiedy
t ro±nie wektor −−→OX jest coraz dªu»szy, a» dla t = 1 b¦dzie
równy wektorowi −→OA. W ten sposób wygenerowane zostan¡
wektory wodz¡ce wszystkich punktów odcinka OA, które
mo»emy uto»samia¢ z tymi punktami.

Je±li A = (a1, a2), to równanie parametryczne odcinka OA w postaci wektorowej
jest nast¦puj¡ce:

[x, y] = t[a1, a2], t ∈ [0, 1].

Mo»e by¢ zapisane tak»e we wspóªrz¦dnych:
{

x = ta1

y = ta2
, gdzie t ∈ [0, 1].

Je±li natomiast oznaczymy ~v =
−→
OA, to odcinek mo»emy okre±li¢ jako zbiór:

{t~v : t ∈ [0, 1]} .

Rozwa»my teraz przypadek odcinka AB, którego
»aden koniec nie jest pocz¡tkiem ukªadu wspóªrz¦dnych,
tak jak na rysunku obok. Oznaczmy ~v =

−→
AB. Odcinek

równolegªy do AB przechodz¡cy przez (0, 0) ma równanie
{t~v : t ∈ [0, 1]}. Natomiast szukany odcinek AB jest prze-
suni¦ciem tego odcinka o wektor −→OA = ~u. Zatem rówanie
parametryczne odcinka ma posta¢:

{~u + t~v : t ∈ [0, 1]} ,

lub po prostu
{A + t~v : t ∈ [0, 1]} .
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Je±li ~u = [a1, a2], ~v = [v1, v2], to mo»emy zapisa¢ tak»e równanie we wspóªrz¦dnych:
{

x′ = a1 + tv1

y′ = a2 + tv2
, gdzie t ∈ [0, 1].

7.5.2. Równanie parametryczne równolegªoboku

Dwa liniowo niezale»ne wektory ~v i ~w wyznaczaj¡ na pªaszczy¹nie równolegªobok.
Zajmijmy si¦ najpierw przypadkiem, gdy wektory te zaczepione s¡ w punkcie (0, 0).

Wektor wodz¡cy dowolnego punktu X
nale»¡cego do tego równolegªoboku mo»emy
przedstawi¢ jako sum¦ wektorów:

−−→
OX = ~vx + ~wx,

gdzie ~vx i ~wx s¡ skªadowymi w rozkªadzie wek-
tora −−→OX wzgl¦dem kierunków wektorów ~v i ~w.
Przedstawia to rysunek obok.
Mo»emy zauwa»y¢, »e ~vx jako wektor wspóªliniowy z ~v i nie dªu»szy ni» ~v, speªnia
zale»no±¢:

~vx = t · ~v dla pewnego t ∈ [0, 1].

Podobnie mamy:
~wx = s · ~w dla pewnego s ∈ [0, 1].

Zatem otrzymujemy, »e ka»dy wektor wodz¡cy punktu równolegªoboku jest kombi-
nacj¡ liniow¡ wektorów ~v, ~w tworz¡cych ten równolegªobok:

−−→
OX = t · ~v + s · ~w.

Równanie parametryczne równolegªoboku zaczepionego w pocz¡tku ukªadu wspóª-
rz¦dnych zapisujemy wi¦c jako zbiór:

{s · ~v + t · ~w : s, t ∈ [0, 1]} .

W przypadku równolegªoboku wyznaczonego przez
wektory ~v i ~w zaczepione w punkcie A równanie
parametryczne jest nast¦puj¡ce:

{A + s · ~v + t · ~w : s, t ∈ [0, 1]} .
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7.5.3. Obraz odcinka
Niech przeksztaªcenie liniowe T b¦dzie dane wzorem: T (x, y) = (ax + cy, bx + dy).
Znajdziemy obraz przez T odcinka danego równaniem parametrycznym we wspóª-
rz¦dnych:

(x, y) = (a1 + tv1, a2 + tv2), t ∈ [0, 1].

Podstawiaj¡c do wzoru przeksztaªcenia T za zmienne x, y odpowiednie wspóªrz¦dne
odcinka otrzymujemy:

T (x, y) = (a(a1, tv1) + c(a2 + tv2), b(a1, tv1) + d(a2 + tv2)) =
= (aa1 + a2c + tav1 + tcv2, ba1 + da2 + tbv1 + tdv2) =
= ((aa1 + a2c) + t(av1 + cv2), (ba1 + da2) + t(bv1 + dv2)) .

Oznaczaj¡c kolejnymi literami A,B, C i D odpowiednie wyra»enia w nawiasach
z powy»szego zapisu mamy:

T (x, y) = (A + t ·B, C + t ·D) = (A,C) + t[B, D], gdzie t ∈ [0, 1].

Zatem obrazem odcinka przez przeksztaªcenie liniowe T jest:
� odcinek o ko«cach w punktach o wspóªrz¦dnych (A,C) i (A+B, C+D) wtedy,

gdy [B, D] 6= [0, 0];

� punkt (A,C), gdy [B,D] = [0, 0].

7.5.4. Obraz równolegªoboku
Wyznaczmy teraz w podobny sposób obraz równolegªoboku danego równaniem

(x, y) = (a1, a2) + t[v1, v2] + s[w1, w2] =
= (a1 + tv1 + sw1, a2 + tv2 + sw2), t, s ∈ [0, 1]

przez przeksztaªcenie liniowe T o wzorze: T (x, y) = (ax + cy, bx + dy).
Wyliczymy kolejno wspóªrz¦dne (x′, y′) = T (x, y) obrazu równolegªoboku:

x′ = a(a1 + tv1 + sw1) + c(a2 + tv2 + sw2) =
= aa1 + ca2 + t(av1 + cv2) + s(aw1 + cw2),

y′ = b(a1 + tv1 + sw1) + d(a2 + tv2 + sw2) =
= ba1 + da2 + t(bv1 + dv2) + s(bw1 + dw2).

Podstawiaj¡c staªe Ax, Bx, Cx, Ay, By, Cy za odpowiednie wyra»enia mo»emy za-
pisa¢:

T (x, y) = (Ax + tBx + sCx, Ay + tBy + sCy) =
= (Ax, Ay) + t[Bx, By] + s[Cx, Cy], dla t, s ∈ [0, 1].

Otrzymali±my zatem, »e obrazem równolegªoboku przez przeksztaªcenie liniowe jest:
� równolegªobok zbudowany na wektorach [Bx, By] i [Cx, Cy] zaczepionych w punk-

cie (Ax, Ay), je±li tylko wektory te s¡ liniowo niezale»ne,

� punkt lub odcinek wtedy, gdy wektory [Bx, By] i [Cx, Cy] s¡ liniowo zale»ne.

71



Rozdziaª 8

Przeksztaªcenia a�niczne, izometrie,
podobie«stwa

8.1 De�nicja i przykªady przeksztaªce« a�nicznych
Kolejnymi rodzajami przeksztaªce«, jakie omówimy, b¦d¡ przeksztaªcenia a�niczne,
a w dalszej cz¦±ci ich szczególne przypadki: izometrie i podobie«stwa.

De�nicja 8.1.1. Przeksztaªcenie a�niczne S to takie przeksztaªcenie pªaszczy-
zny, które jest zªo»eniem pewnego przeksztaªcenia liniowego L z pewn¡ translacj¡ T .
Translacj¦ t¦ nazywamy cz¦±ci¡ translacyjn¡, a przeksztaªcenie L cz¦±ci¡ li-
niow¡ przeksztaªcenia S = T ◦ L.

Uwaga 8.1.2. Ka»de przeksztaªcenie liniowe jest a�niczne, jako zªo»enie tego prze-
ksztaªcenia liniowego i translacji o wektor zerowy.

8.1.3. Wzór przeksztaªcenia a�nicznego

Wyprowad¹my wzór przeksztaªcenia a�nicznego S zªo»onego z przeksztaªcenia li-
niowego L danego macierz¡

(
a b
c d

)
(zwan¡ macierz¡ cz¦±ci liniowej przeksztaª-

cenia S) oraz z translacji T o wektor [p, q]. Wzory przeksztaªce« skªadowych to
odpowiednio {

x′ = ax + cy
y′ = bx + dy

oraz
{

x′ = x + p
y′ = y + q

.

Wyliczamy wspóªrz¦dne obrazu punktu X(x, y) przez zªo»enie T ◦ L = S:

S(X) = T ◦ L(X) = T (L(x, y)) = T

(
ax + cy
bx + dy

)
=

(
ax + cy + p
bx + dy + q

)
.

Ostatecznie otrzymujemy ogólny wzór:

♦
{

x′ = ax + cy + p
y′ = bx + dy + q

. ♦ (8.1.1)
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Uwaga 8.1.4. Wykorzystuj¡c powy»szy wzór mo»emy sformuªowa¢ de�nicj¦ prze-
ksztaªcenia a�nicznego równowa»n¡ do De�nicji 8.1.1. Mówimy, »e przeksztaªcenie
wyra»aj¡ce si¦ wzorem postaci (8.1.1) jest przeksztaªceniem a�nicznym. Ponadto
macierz

(
a b
c d

)
utworzona z odpowiednich wspóªczynników wyst¦puj¡cych w tym

wzorze jest macierz¡ cz¦±ci liniowej tego przeksztaªcenia a�nicznego, za± wspóªczyn-
niki p i q tworz¡ wspóªrz¦dne wektora przesun¦cia [p, q] cz¦±ci translacyjnej. Dowód
równowa»no±ci obu de�nicji pomijamy.

Przykªad 8.1.5. Przeksztaªcenie o wzorze
{

x′ = x + 2y − 1
y′ = 4y + 3

jest a�niczne.

Macierz cz¦±ci liniowej to
(

1 2
0 4

)
, natomiast cz¦±¢ translacyjna to translacja

o wektor [−1, 3].

Przykªadami przeksztaªce« a�nicznych s¡:
� obroty o dowolne k¡ty,
� wszystkie translacje,
� powinowactwa o dowolnych osiach i skalach,
� jednokªadno±ci o dowolnych skalach i ±rodkach w dowolnych punktach,
� rzuty na dowolne proste,
� przeksztaªcenia b¦d¡ce zªo»eniami powy»szych.

Aby uzasadni¢, »e wymienione wy»ej przeksztaªcenia s¡ a�niczne mogliby±my wy-
prowadzi¢ dla ka»dego z nich wzór i doprowadzi¢ go do postaci (8.1.1), któr¡ zgodnie
z Uwag¡ 8.1.4 traktujemy jako de�nicj¦ przeksztaªcenia a�nicznego. Jednak rachunki
te pomijamy, za to poka»emy, »e przeksztaªcenie b¦d¡ce zªo»eniem przeksztaªce«
a�nicznych jest te» a�niczne.

Fakt 8.1.6. Zªo»enie przeksztaªce« a�nicznych jest te» a�niczne.

Dowód. Niech S2, S2 b¦d¡ przeksztaªceniami a�nicznymi o wzorach odpowiednio
{

x′ = a1x + b1y + p1

y′ = c1x + d1y + p1
oraz

{
x′ = a2x + b2y + q2

y′ = c2x + d2y + q2
.

Poka»emy, »e zªo»enie S1 ◦ S2 jest przeksztaªceniem a�nicznym. Wyliczmy wspóª-
rz¦dne obrazu punktu X = (x, y) przez to zªo»enie:

S1 ◦ S2(X) = S1

(
S2(X)

)
= S1

(
a1x + b1y + p1

c1x + d1y + q1

)
=

=

(
a2(a1x + b1y + p1) + b2(c1x + d1y + q1) + p2

c2(a1x + b1y + p1) + d2(c1x + d1y + q1) + q2

)
=

=

(
a2a1x + a2b1y + a2p1 + b2c1x + b2d1y + b2q1 + p2

c2a1x + c2b1y + c2p1 + d2c1x + d2d1y + d2q1 + q2

)
=

=

(
(a2a1 + b2c1)x + (a2b1 + b2d1)y + (a2p1 + b2p1 + p2)
(c2a1 + d2c1)x + (c2b1 + d2d1)y + (c2p1 + d2q1 + q2)

)
.
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Przeksztaªcenie S1 ◦ S2 wyra»a si¦ zatem wzorem:
{

x′ = Ax + By + P
y′ = Cx + Dy + Q

,

gdzie A, B, C, D, P, Q s¡ odpowiednimi wspóªczynnikami, które dostajemy z powy»-
szych oblicze«. �atwo zauwa»y¢, »e wzór ten zgadza si¦ ze wzorem ogólnym (8.1.1)
przeksztace« a�nicznych, st¡d wniosek, »e zªo»enie S1 ◦ S2 jest a�niczne.

Uwaga 8.1.7. Rachunki przedstawione w powy»szym dowodzie mo»emy nieco upro±-
ci¢ stosuj¡c wzór na przeksztaªcenie a�niczne S = T ◦ L w krótszej formie: S(X) =
= L(X) + V, gdzie V jest wektorem przesuni¦cia translacji T . Wtedy dowód Faktu
8.1.6 jest nast¦puj¡cy. Je±li S1 = L1(X) + V1, S2 = L2(X) + V2, to

S1 ◦ S2 = S1

(
S2(X)

)
= L1

(
S2(X)

)
+ V1 = L1

(
L2(X) + V2

)
+ V1.

Poniewa» przeksztaªcenie liniowe L1 zachowuje kombinacje liniowe wektorów wodz¡-
cych (patrz De�nicja 7.1.1), wi¦c w szczególno±ci mamy, »e L1

(
L2(X) + V2

)
=

= L1(L2(X)) + L1(V2) = L1 ◦ L2(X) + L1(V2), zatem ostatecznie mo»emy zapisa¢:

S1 ◦ S2 = L1 ◦ L2(X) + L1(V2) + V1.

Widzimy, »e otrzymane przeksztaªcenie jest a�niczne.

8.2 Wªasno±ci przeksztaªce« a�nicznych
Przedstawmy teraz kilka wªasno±ci przeksztaªce« a�nicznych. Potrzebna nam b¦dzie
poni»sza de�nicja.

De�nicja 8.2.1. Je±li T (A) = A′ i T (B) = B′, to mówimy, »e wektor zaczepiony−−→
A′B′ jest obrazem wektora zaczepionego −→AB przez przeksztaªcenie T .

Fakt 8.2.2. Dla dowolnego przeksztaªcenia a�nicznego T danego wzorem (8.1.1)
zachodz¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci:

� T przeksztaªca równe wektory zaczepione na równe wektory zaczepione;

� T przeksztaªca dowolny wektor zaczepiony równy wersorowi [1, 0] na wektor
o wspóªrz¦dnych [a, b] i odpowiednio równy wersorowi [0, 1] na [c, d];

� T przeksztaªca punkt (0, 0) na punkt (p, q).

Dowód. Poka»emy tylko pierwsz¡ wªasno±¢, poniewa» pozostaªe mo»na ªatwo wy-
prowadzi¢ w podobny sposób.

Poka»emy, »e je±li wektory −→AB i −−→CD s¡ równe, to ich obrazy −−→A′B′ i −−→C ′D′ te»
s¡ równe. Oznaczmy wspóªrz¦dne punktu A przez (xa, ya) i analogicznie pozostaªe
punkty. Mamy wi¦c z równo±ci wektorów:

−→
AB =

−−→
CD = [xb − xa, yb − ya] = [xd − xc, yd − yc].
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Zachodz¡ zatem równo±ci poszczególnych wspóªrz¦dnych:

(F) xb − xa = xd − xc oraz yb − ya = yd − yc.

Skorzystamy z nich w dalszej cz¦±ci dowodu. Teraz natomiast obliczmy wspóªrz¦dne
obrazu punktu A przez przeksztaªcenie a�niczne T :

T (A) = A′ = (x′a, y
′
a) = (axa + cya + p, bxa + dya + q).

Obrazy punktów B, C, D maj¡ analogiczn¡ posta¢:

B′ = (axb + cyb + p, bxb + dyb + q),
C ′ = (axc + cyc + p, bxc + dyc + q),
D′ = (axd + cyd + p, bxd + dyd + q).

Zatem korzystaj¡c z (F) mamy:
−−→
A′B′ = [axb + cyb + p− axa − cya − p, bxb + dyb + q − bxa − dya − q] =

= [a(xb − xa) + c(yb − ya), b(xb − xa) + d(yb − ya)] =
= [a(xd − xc) + c(yd − yc), b(xd − xc) + d(yd − yc)] =

= [axd + cyd + p− axc − cyc − p, bxd + dyd + q − bxc − dyc − q] =
−−→
C ′D′

Otrzymali±my zatem, »e obrazy równych wektorów zaczepionych s¡ równe.

Poni»sze rysunki obrazuj¡ wy»ej wymienione wªasno±ci. Z lewej strony w ukªa-
dzie wspóªrz¦dnych narysowane s¡ wersory oraz wektory v1, v2 równe wersorom.
Wersory wyznaczaj¡ kwadratow¡ siatk¦ która jest zaznaczona przerywanymi lini-
ami. Rysunek po prawej stronie to narysowane w ukªadzie wspóªrz¦dnych obrazy
wersorów przez pewne przeksztaªcenie a�niczne, a tak»e obrazy wektorów v1, v2 oz-
naczone przez v′1, v′2. Wraz z wersorami wyznaczaj¡cymi kwadratow¡ siatk¦ przek-
sztaªcona zostaªa caªa siatka. Jej obrazem jest siatka równolegªoboków wyznaczona
przez obrazy wersorów. Dzi¦ki tej siatce ªatwiej jest zaobserwowa¢ to, o czym byªa
mowa w Fakcie 8.2.2, »e równe wektory zaczepione przeksztaªcenie a�niczne przepro-
wadza na równe wektory zaczepione. W tym przypadku mamy dwie pary równych
wektorów zaczepionych: wersor [1, 0] i v1 oraz wersor [0, 1] i v2.

Kolejny fakt b¦dzie nam potrzebny w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu, przy oma-
wianiu wªasno±ci przeksztaªce« zwanych izometriami.
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Fakt 8.2.3. Przeksztaªcenie a�niczne zachowuje kombinacje liniowe wektorów za-
czepionych.

Dowód. Niech −−→A′B′ = S(
−→
AB) b¦dzie wektorem zaczepionym, który jest obrazem

wektora zaczepionego −→AB przez przeksztaªcenie a�niczne S. Niech L b¦dzie cz¦±ci¡
liniow¡ S, a T translacyjn¡ o wektorze przesuni¦cia V . Obraz X ′ dowolnego punktu
X przez S wyra»a si¦ wzorem X ′ = S(X) = L(X) + V . Zbadajmy obraz wektora
zaczepionego −→AB:

S(
−→
AB) =

−−→
A′B′ =

−−−−−−−−−−−−−−→
L(A) + V L(B) + V .

Wspóªrz¦dne wektora wyliczamy odejmuj¡c wspóªrz¦dne pocz¡tku wektora od wspóª-
rz¦dnych ko«ca. Mamy zatem

S(
−→
AB) = (L(B) + V )− (L(A) + V ) = L(B) + V − L(A)− V =

= L(B)− L(A) = L(B − A).

Wektor B −A jest równy wektorowi zaczepionemu −→AB, bo maj¡ jednakowe wspóª-
rz¦dne. Zatem z otrzymanej powy»ej równo±ci mamy, »e wektory zaczepione s¡
przeksztaªcane przez S tak samo jak wektory wodz¡ce przez L. Dowód ko«czymy
stwierdzeniem, »e L jako przeksztaªcenie liniowe zachowuje kombinacje liniowe wek-
torów wodz¡cych, wi¦c S zachowuje kombinacje liniowe wektorów zaczepionych.

Kolejny fakt informuje nas o tym, które przeksztaªcenia a�niczne s¡ odwracalne,
czyli które posiadaj¡ przeksztaªcenie odwrotne.

Fakt 8.2.4. Niech S = T ◦L b¦dzie dowolnym przeksztaªceniem a�nicznym o cz¦±ci
liniowej L zadanej macierz¡ M oraz cz¦±ci translacyjnej T . Wówczas

S jest odwracalne ⇐⇒ det(M) 6= 0.

Je±li ponadto istnieje przeksztaªcenie odwrotne S−1, to jest ono tak»e a�niczne.

Dowód. Z Faktu 7.4.1 wynika, »e det M 6= 0 ⇔ L jest odwracalne, czyli »e ist-
nieje L−1. Umiemy tak»e okre±li¢ przeksztaªcenie odwrotne do translacji T . Jest nim
translacja T−1 o wektor przeciwny ni» wektor przesuni¦cia dla T . Rozwa»my prze-
ksztaªcenie P = L−1 ◦ T−1. Jest ono przeksztaªceniem odwrotnym do S. Rzeczywi±-
cie, zgodnie z de�nicj¡ przeksztaªcenia odwrotnego zawartej w Uwadze 6.3.4 mamy,
»e

P ◦ S = (L−1 ◦ T−1) ◦ (T ◦ L) = L−1 ◦ (T−1 ◦ T ) ◦ L = L−1 ◦ I ◦ L = L−1 ◦ L = I,

S ◦ P = (T ◦ L) ◦ (L−1 ◦ T−1) = T ◦ (L ◦ L−1) ◦ T−1 = T ◦ I ◦ T−1 = T ◦ T−1 = I.

Zatem P = S−1. Ponadto to przeksztaªcenie jest a�niczne, poniewa» jest zªo»e-
niem dwóch przeksztaªcen a�nicznych: przeksztaªcenia liniowego L−1 (przeksztaª-
cenie odwrotne do liniowego jest liniowe zgodnie z Wnioskiem 7.4.2 zatem jest
te» a�niczne) i translacji T−1. Na podstawie Faktu 8.1.6 stwierdzamy, »e P jest
a�niczne.

76



8.3 Wyznacznik a pole �gury przeksztaªcanej
W tym podrozdziale zbadamy w jaki sposób zmienia si¦ pole danej �gury pod wpªy-
wem przeksztaªcenia liniowego, a nast¦pnie zrobimy to samo dla przeksztaªcenia
a�nicznego. Rozwa»my wi¦c przeksztaªcenie liniowe L o macierzy

(
a c
b d

)
.

Zajmijmy si¦ najpierw kwadratem jednostkowym K, który jest rozpi¦ty na wer-
sorach e1 i e2. Pole tego kwadratu jest równe 1. Przeprowad¹my K przez przeksztaª-
cenie L. Powstanie wtedy równolegªobok K ′ = L(K). Pokazane jest to na rysunku
poni»ej.

Wiemy z rozdziaªu trzeciego (punkt 3.3.2), »e pole rówolegªoboku rozpi¦tego na
wektorach jest równe warto±ci bezwzgl¦dnej z wyznacznika tej pary wektorów. Roz-
wa»any przez nas równolegªobok jest rozpiety na obrazach e′1, e

′
2 wersorów. Zgod-

nie z Uwag¡ 7.2.2 maj¡ one wspóªrz¦dne odpowiadaj¡ce kolumnom macierzy prze-
ksztaªcenia L, czyli e′1 =

(
a
b

)
, e2 =

(
c
d

)
. Otrzymujemy wi¦c, »e pole P (K ′)

równolegªoboku K ′ jest równe:

P (K ′) = |det(e′1, e
′
2)| =

∣∣∣∣det

(
a c
b d

)∣∣∣∣ = k.

Zobaczmy teraz, jak jest w przypadku dowolnej �gury. Przeprowadzimy jednak
tylko szkicowe rozumowanie dla �gury F narysowanej poni»ej. Zauwa»my najpierw,
»e wszystkie kwadraty K siatki przechodz¡ przez przeksztaªcenie L na jednakowe
równolegªoboki K ′ przeksztaªconej siatki. Je±li teraz kwadrat jednostkowy podzie-
limy na cztery jednakowe mniejsze kwadraty, to po przeprowadzeniu ich przez L
otrzymamy cztery jednakowe równolegªoboki o polu równym 1

4
pola K ′. Operacj¦

dzielenia na mniejsze kwadraty mo»emy powtarza¢ dalej z analogicznym skutkiem.
Pola �gury F nie obliczymy od razu, ale b¦dziemy je przybli»a¢ coraz dokªad-
niejszymi warto±ciami. Pola kwadratu K i równolegªoboku K ′, które wyliczyli±my
wcze±niej, b¦d¡ jednostkami, którymi w pierwszym kroku b¦dziemy wypeªnia¢ ob-
szar �gury F i odpowiednio F ′ = L(F ). W nast¦pnych krokach, daj¡cych lepsze
przybli»enia, pozostaªe obszary �gur b¦dziemy wypeªnia¢ coraz mniejszymi jedno-
stkami równymi 1

4
pola poprzednich jednostek. Rysunek poni»ej przedstawia t¦ ope-

racj¦.
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Po ka»dym kroku zliczamy ile jednostek danej wielko±ci mie±ci si¦ w tych �gurach.
W ten sposób dostaniemy kolejne przybli»enia pól �gur F i F ′, oznaczone przez
P1, P2, . . . itd. oraz P ′

1, P
′
2 . . . itd. Mamy zatem dla przykªadu z rysunku:

pole �gury F pole �gury F ′

P1 = 3 · P (K) = 3 · 1 = 3 P ′
1 = 3 · P (K ′) = 3 · k = k · P1

P2 = P1 + 7 · 1
4

= 3 + 7
4

= 43
4

P ′
2 = P ′

1 + 7 · k
4

= 3k + 7
4
k = 43

4
· k = k · P2

P3 = P2 + 17 · 1
16

= 513
16

P ′
3 = P ′

2 + 17 · k
16

= 513
16
· k = k · P3

... ...
Pn = Pn−1 + tn · 1

4n−1 P ′
n = P ′

n−1 + tn · k
4n−1 = k · Pn

Zauwa»my, »e na ka»dym kroku n otrzymujemy zale»no±¢ P ′
n = k · Pn dla kolejnych

przybli»e« pól. Przechodz¡c teraz z n do niesko«czono±ci otrzymujemy w granicy
pola �gur:

P (F ) = lim
n→∞

Pn, P (F ′) = lim
n→∞

P ′
n = lim

n→∞
k · Pn = k · lim

n→∞
Pn = k · P (F ).

Mo»emy zatem wyci¡gn¡¢ ostateczny wniosek dotycz¡cy pola obrazu �gury przez
dowolne przeksztaªcenie liniowe.

Wniosek 8.3.1. Dla dowolnego przeksztaªcenia liniowego L o macierzy
(

a c
b d

)

i dla dowolnej �gury F mamy, »e

P (L(F )) = P (F ′) =

∣∣∣∣det

(
a c
b d

)∣∣∣∣ · P (F ).

W przypadku przeksztaªcenia a�nicznego S, o cz¦±ci liniowej L i translacyjnej T ,
pole �gury b¦dzie si¦ zmienia¢ w takiej samej zale»no±ci jak podaje wniosek wy»ej.
Translacja bowiem nie zmienia pola �gur a tylko przemieszcza je w inne miejsce.
Zatem za zmian¦ pola �gury przy przeksztaªceniu a�nicznym odpowiada jego cz¦±¢
liniowa. Zapiszmy wi¦c ostateczny wniosek.

Wniosek 8.3.2. Dla dowolnego przeksztaªcenia a�nicznego S, którego cz¦±¢ liniowa
L zadana jest macierz¡

(
a c
b d

)
oraz dla dowolnej �gury F mamy zale»no±¢:

P (S(F )) = P (L(F )) =

∣∣∣∣det

(
a c
b d

)∣∣∣∣ · P (F ).
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Liczb¦ det

(
a c
b d

)
nazywamy wyznacznikiem cz¦±ci liniowej przeksztaªcenia

a�nicznego S, dla takiego S, którego cz¦±¢ liniowa dana jest macierz¡
(

a c
b d

)
.

Zobaczmy jak dla konkretnego przeksztaªcenia a�nicznego zmienia si¦ pole �gury
przeksztaªcanej.

Przykªad 8.3.3. Przeksztaªcenie T dane jest wzorem
{

x′ = −x + 1
2
y + 2

y′ = 2x + 3y − 1
.

Jest ono a�niczne a macierz cz¦±ci liniowej to
(−1 1

2

2 3

)
. Mo»emy zatem obliczy¢,

jak zmienia si¦ pole �gur pod wpªywem tego przeksztaªcenia:

P (T (F )) =

∣∣∣∣det

(−1 1
2

2 3

)∣∣∣∣ · P (F ) = | − 4| · P (F ) = 4 · P (F ).

Pole dowolnej �gury pod wpªywem tego przeksztaªcena zwi¦ksza si¦ 4-krotnie.

8.4 Orientacja pªaszczyzny
Orientacja pªaszczyzny to wyró»niony kierunek obrotu na pªaszczy¹nie. Tradycyjnie
jest to kierunek przeciwny do ruchu wskazówek zegara, mówimy wtedy, »e jest to
orientacja dodatnia. W rozdziale trzecim wspominali±my o k¡tach zorientowanych
i okre±lali±my ich znak jako dodatni, b¡d¹ ujemny (podrodziaª 3.3.4). Jako »e k¡t zo-
rientowany tworzy uporz¡dkowana para wektorów liniowo niezale»nych, to orientacj¦
pªaszczyzny wyznacza wªa±nie taka para wektorów.

De�nicja 8.4.1. Uporz¡dkowana para liniowo niezale»nych wektorów (~v1, ~v2) jest
dodatnio zorientowana, je±li mniejszy od 180° zorientowany k¡t od ~v1 do ~v2 jest
dodatni, za± para (~v1, ~v2) jest ujemnie zorientowana, gdy k¡t ten jest ujemny.

Na rysunku poni»ej para wektorów (~v1, ~v2) jest dodatnio zorientowana i wyznacza
orientacj¦ dodatni¡ pªaszczyzny, a para ( ~w1, ~w2) jest ujemnie zorientowana i wyz-
nacza ujemn¡ orientacj¦.

Zobaczmy teraz, co dzieje si¦ z orientacj¡ pod wpªywem ró»nych przeksztaªce«
pªaszczyzny. Zauwa»my, »e dla niektórych przeksztaªce« orientacja przed i po przek-
sztaªceniu pªaszczyzny zotaje ta sama, a dla innych zmienia si¦. Mówimy wtedy, »e
dane przeksztaªcenie zachowuje, b¡d¹ zmienia orientacj¦. Poni»ej rysunek po lewej
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stronie przedstawia obrót tarczy zegarowej o pewien k¡t i wida¢, »e orientacja nie
zmieniªa si¦. Z prawej strony natomiast jest przykªad przeksztaªenia zmieniaj¡cego
orientacj¦, a mianowicie symetria osiowa.

Zwró¢my uwag¦, »e para wersorów (e1, e2) jest dodatnio zorientowana, zatem dla
przeksztaªcenia a�nicznego zachowywanie lub zmienianie orientacji mo»na okre±li¢
za pomoc¡ obrazów wersorów przez to przeksztaªcenie.
De�nicja 8.4.2. Przeksztaªcenie afniczne zachowuje orientacj¦, je±li uporz¡d-
kowana para (~e1

′, ~e2
′) obrazów wersorów przez to przeksztaªcenie jest dodatnio zori-

entowana. Przeksztaªcenie a�niczne zmienia orientacj¦, je±li para (~e1
′, ~e2

′) jest
ujemnie zorientowana.
Zobaczmy ilustracje tej de�nicji. Na rysunkach poni»ej w ukªadach wspóªrz¦dnych
zaznaczone s¡ wersory a obok obrazy wersorów przez pewne przeksztaªcenie a�niczne
zachowuj¡ce orientacj¦. Przerywan¡ lini¡ zaznaczony jest kierunek orientacji pªasz-
czyzny. Obok rysunków wypisane s¡ tak»e warunki równowa»ne temu, »e dane prze-
ksztaªcenie zachowuje orientacj¦. Warunki te wynikaj¡ z De�nicji 8.4.2 oraz 8.4.1,
a tak»e ze wspomnianego ju» podrozdziaªu 3.3.4.

α′ > 0
sin α′ > 0
det(e′1, e

′
2) > 0

Podobnie mamy dla przeksztaªcenia a�nicznego zmieniaj¡cego orientacj¦ pªaszczy-
zny.

α′ < 0
sin α′ < 0
det(e′1, e

′
2) < 0
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Przypomnijmy, »e gdy cz¦±¢ liniowa przeksztaªcenia a�nicznego S zadana jest macierz¡(
a c
b d

)
, to obrazy e′1, e

′
2 wersorów (jako wektorów zaczepionych) maj¡ wspóªrz¦dne

e′1 =

(
a
b

)
, e′2 =

(
c
d

)
. Dzi¦ki temu mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡cy fakt.

Fakt 8.4.3. Przeksztaªcenie a�niczne S, którego cz¦±¢ liniowa zadana jest macierz¡(
a c
b d

)
zachowuje orientacj¦ wtedy i tylko wtedy, gdy

det(e′1, e
′
2) > 0 ⇔ det([a, b], [c, d]) > 0 ⇔ det

(
a c
b d

)
> 0.

Przeksztaªcenie S zmienia orientacj¦, gdy znaki powy»szych nierówno±ci s¡ przeci-
wne.

Przykªad 8.4.4. Zbadajmy, czy jednokªadno±¢ o skali k 6= 0 i ±rodku w punkcie
(x0, y0) zmienia, czy zachowuje orientacj¦ pªaszczyzny.
Przeksztaªcenie to dane jest wzorem

{
x′ = k(x− x0) + x0

y′ = k(y − y0) + y0
(porównaj punkt

6.1.3), st¡d macierz jego cz¦±ci liniowej to M =

(
k 0
0 k

)
. Zatem det M = k2 > 0,

a wi¦c przeksztaªcenie to zachowuje orientacj¦ pªaszczyzny.

8.5 Izometrie
W dalszych dwóch podrozdziaªach omówimy dwie specjane rodziny przeksztaªce«
a�nicznych wa»ne w geometrii: izometrie i podobie«stwa.

De�nicja 8.5.1. Izometria to takie przeksztaªcenie afniczne pªaszczyzny, które
par¦ wersorów e1, e2 przeprowadza na par¦ wektorów e′1, e

′
2, które s¡ jednostkowe

(czyli dªugo±ci 1) i prostopadªe do siebie.

Rysunki poni»ej przedstawiaj¡ przeksztaªenie, dla którego |e′1| = |e′2| = 1 i e1 ⊥ e2.
Te dwa warunki to inaczej zapisane warunki z De�nicji 8.5.1, zatem jest to izometria.
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Przykªadami izometrii s¡:
� translacje o dowolne wektory,
� obroty o dowolne k¡ty,
� symetrie wzgl¦dem dowolnych prostych.

Fakt 8.5.2. Dla ka»dej izometrii T prawdziwa jest nast¦puj¡ca wªasno±¢.
Dla dowolnych punktów A,B mamy, »e

|A′B′| = |AB|,

gdzie A′ = T (A) i B′ = T (B). Mówimy wtedy, »e izometria zachowuje odlegªo±ci
pomi¦dzy punktami.

Dowód. W dowodzie tej wªasno±ci zamiast dªugo±ci odcinków b¦dziemy bada¢ dªu-
go±ci odpowiednich wektorów−→AB,

−−→
A′B′. Pierwszy wektor rozkªadamy wzgl¦dem wer-

sorów: −→
AB = t · e1 + s · e2,

a drugi wzgl¦dem obrazów wersorów przez T :
−−→
A′B′ = t · e′1 + s · e′2.

Wiemy, »e wspóªczynniki tych rozkªadów s¡ jednakowe, bo izometria jako przeksztaª-
cenie a�niczne zachowuje kombinacje liniowe wektorów zaczepionych (Fakt 8.2.3).

Nast¦pnie porównujemy dªugo±ci tych wektorów wykorzystuj¡c wªasno±ci iloczynu
skalarnego:

|−→AB| =
√−→

AB ◦ −→AB =
√

(te1 + se2) ◦ (te1 + se2) =

=
√

t2 · e1 ◦ e1 + 2 · t · s · e1 ◦ e2 + s2 · e2 ◦ e2 =
√

t2 + s2,

bo e1 ◦ e1 = |e1|2 = 1 i podobnie e2 ◦ e2 = 1, a tak»e e1 i e2 s¡ prostopadªe, wi¦c
e1 ◦ e2 = 0. Analogicznie dla drugiego wektora:

|−−→A′B′| =
√−−→

A′B′ ◦ −−→A′B′ =
√

(te′1 + se′2) ◦ (te′1 + se′2) =

=
√

t2 · e′1 ◦ e′1 + 2 · t · s · e′1 ◦ e′2 + s2 · e′2 ◦ e′2 =
√

t2 + s2.

Otrzymali±my, »e wektory −→AB i −−→A′B′ s¡ równe, a wi¦c mamy te», »e |AB| = |A′B′|.
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Uwaga 8.5.3. Wªasno±¢ z Faktu 8.5.2 jest te» traktowana jako de�nicja izometrii.
W powy»szym dowodzie pokazali±my, »e z De�nicji 8.5.1 wynika ta wªasno±¢. Im-
plikacja w drug¡ stron¦ te» jest prawdziwa, jednak jej dowód pomijamy.

8.5.4. Wzory ogólne izometrii

Je±li chcemy wyznaczy¢ ogólne wzory izometrii, to mo»emy posªu»y¢ si¦ obrazami
wersorów przez izometri¦ T . B¦d¡ one zaczepione w punkcie O′ = (x0, y0) b¦d¡cym
obrazem pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.
Wiemy, »e |e′1| = |e′2| = 1 oraz e1 ⊥ e2, zatem
je±li ustalimy wektor e′1, to wektor e′2 mo»emy wyz-
naczy¢ na dwa sposoby. Przedstawia to rysunek
obok. Wspóªrz¦dne tych wektorów s¡ nast¦puj¡ce:

e′1 = [cos α, sin α],

e′2 = [sin α,− cos α] lub e′2 = [− sin α, cos α].

Wzory izometrii dla obu przypadków to:

(1)

{
x′ = cos α · x + sin α · y + x0

y′ = sin α · x− cos α · y + y0
,

(2)

{
x′ = cos α · x− sin α · y + x0

y′ = sin α · x + cos α · y + y0
.

Macierze cz¦±ci liniowych tych przeksztaªce« to odpowiednio:

M1 =

(
cos α sin α
sin α − cos α

)
, M2 =

(
cos α − sin α
sin α cos α

)
.

Obliczmy warto±ci wyznaczników powy»szych macierzy, a nast¦pnie na ich podstawie
wyci¡gniemy wnioski.

det(M1) = − cos2 α− sin2 α = −1,
det(M2) = cos2 α + sin2 α = 1.

Wniosek 8.5.5.

1. Izometrie zachowuj¡ pola �gur, poniewa» | det(M1)| = | det(M2)| = 1, co zgod-
nie z Wnioskiem 8.3.1 oznacza, »e pole nie zmienia si¦.

2. Izometrie s¡ przeksztaªceniami odwracalnymi, bo wyznaczniki s¡ ró»ne od zera.

3. Izometrie zmieniaj¡ce orientacj¦ pªaszczyzny s¡ dane wzorem (1), bo wtedy
det(M1) < 0, za± zachowuj¡ce orientacj¦ dane s¡ wzorem (2) (det(M2) > 0).
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8.6 Podobie«stwa
De�nicja 8.6.1. Podobie«stwo to takie przeksztaªcenie a�niczne, które wersory
e1, e2 przeprowadza na wektory e′1, e

′
2 równych dªugo±ci i prostopadªe do siebie.

Liczb¦ κ = |e1| = |e2| nazywamy skal¡ podobie«stwa.
Przykªadami takich przeksztaªce« s¡:

� izometrie, s¡ to podobie«stwa o skali κ = 1,

� jednokªadno±ci o skali k, s¡ one podobie«stwami o skali κ = |k|.
Fakt 8.6.2. Dla dowolnych punktów A i B podobie«stwo o skali κ zmienia odlegªo±ci
mi¦dzy nimi w stosunku κ, tzn:

|A′B′| = κ · |AB|.
Dowód tego faktu jest podobny do dowodu Faktu 8.5.2, wi¦c go pomijamy.

8.6.3. Wzory ogólne podobie«stw
Niech obraz wersora e1 przez podobie«stwo b¦dzie
miaª wspóªrz¦dne e′1 = [a, b]. Z de�nicji wiemy,
»e obraz drugiego wersora ma by¢ prostopadªy
i tej samej dªugo±ci. Zatem (z Uwagi 3.2.5) mamy,
»e e′2 mo»e mie¢ wspóªrz¦dne: [−b, a] lub [b,−a].
Na rysunku obok zaznaczone s¡ te wektory. Je±li
obrazem punktu (0, 0) jest punkt O′ = (x0, y0), to
wzory podobie«stw i macierze cz¦±ci liniowych maj¡
posta¢:

(1)

{
x′ = ax− by + x0

y′ = bx + ay + y0
, M1 =

(
a −b
b a

)
,

(2)

{
x′ = ax + by + x0

y′ = bx− ay + y0
, M2 =

(
a b
b −a

)
,

Podobnie jak przy omawianiu izometrii, znaj¡c wyznaczniki macierzy:

det(M1) = a2 + b2, det(M2) = −a2 − b2.

wyci¡gniemy wnioski dotycz¡ce podobie«stw.
Wniosek 8.6.4.

1. Podobie«stwo o skali κ zmienia pola �gur w proporcji κ2. Mamy bowiem

| det(M1)| = a2 + b2 =
(√

a2 + b2
)2

= |[a, b]|2 = |e1|2 = κ2.

Podobnie tak»e det(M2) = κ2.

2. Podobie«stwa postaci (1) zachowuj¡ orientacj¦ pªaszczyzny (bo det(M1) > 0),
a postaci (2) j¡ zmieniaj¡ (det(M2) < 0).
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Rozdziaª 9

Klasy�kacja krzywych drugiego
stopnia

9.1 De�nicja krzywej drugiego stopnia
W tym rozdziale opiszemy krzywe zadane równaniami F (x, y) = 0, gdzie F (x, y) jest
wielomianem. Ograniczymy si¦ jednak tylko do wielomianów stopnia 1 i 2. Takie
wielomiany okre±laj¡ odpowiednio tzw. krzywe pierwszego oraz drugiego stopnia.
Ogólnie mówimy, »e stopie« krzywej to stopie« okre±laj¡cego j¡ wielomanu.

De�nicja 9.1.1. Krzywa pierwszego stopnia to krzywa zadana równaniem
postaci ax + by + c = 0, gdzie przynajmniej jeden ze wspóªczynników a, b jest nieze-
rowy.

Krzywe pierwszego stopnia to proste.

Uwaga 9.1.2. Je±li w równaniu ax + by + c = 0 mieliby±my, »e a = b = 0, to
otrzymane równanie byªoby stopnia zerowego.

De�nicja 9.1.3. Krzyw¡ drugiego stopnia nazywamy krzyw¡ dan¡ równaniem
F (x, y) = 0, gdzie F (x, y) jest pewnym wielomianem drugiego stopnia:

F (x, y) = ax2 + by2 + cxy + dx + ey + f = 0. (9.1.1)

Ponadto przynajmniej jeden ze wspóªczynników a, b, c przy skªadnikach drugiego
stopnia tego wielomianu musi by¢ niezerowy (bo inaczej otrzymali±my równanie
ni»szego stopnia).

9.2 Krzywe stopnia 2 opisane równaniami, w któ-
rych nie wyst¦puje wyraz mieszany

Rozwa»ymy teraz ró»ne przypadki równa« postaci (9.1.1) w zale»no±ci od wyst¦pu-
j¡cych w nich wspóªczynników. B¦dziemy okre±la¢ jakie krzywe opisuj¡ te równania.
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W tym podrozdziale zajmiemy si¦ tylko tymi równaniami, dla których wspóªczyn-
nik c wyst¦puj¡cy przy wyrazie mieszanym x · y jest zerowy. W takim przypadku
równanie (9.1.1) przybiera prostsz¡ posta¢

(F) F (x, y) = ax2 + by2 + dx + ey + f = 0.

Przypomnijmy, »e przynajmniej jeden ze wspóªczynników a, b musi byc niezerowy,
»eby równanie byªo stopnia 2. Mamy zatem nast¦puj¡ce przypadki.
1. Przypadek a 6= 0, b 6= 0.

W tej sytuacji równanie (F) ma posta¢:

F (x, y) = ax2 + by2 + dx + ey + f = 0.

Przeksztaªcaj¡c to równanie otrzymujemy:

a
(
x2 + dx

a
+ d2

4a2

)
− d2

4a
+ b

(
y2 + ey

b
+ e2

4b2

)
− e2

4b
+ f = 0

a
(
x + d

2a

)2
+ b

(
y + e

2b

)2 −
(

d2

4a
+ e2

4b
− f

)
= 0.

Je±li oznaczymy H = d2

4a
+ e2

4b
− f , to równanie ma posta¢:

(1) a

(
x +

d

2a

)2

+ b
(
y +

e

2b

)2

= H.

Zauwa»my, »e H jest pewn¡ staª¡, bo nie zale»y od zmiennych x i y. Mamy
zatem trzy podprzypadki:

(a) Je±li H = 0 i znaki wspóªczynników a i b s¡ jednakowe, to z równania (1)
otrzymujemy punkt.
Np. równanie 5(x + 2)2 + 4(y − 3)2 = 0 opisuje punkt, bo jedynie para
liczb x = −2, y = 3 je speªnia.

(b) Je±li H = 0 i znaki wspóªczynników a i b s¡ ró»ne, to równanie (1)
przedstawia dwie proste, np.

4x2 − 9y2 − 6x + 15y − 4 = 0(
2x− 3

2

)2 − (
3y − 5

2

)2 − 4− 9
4

+ 25
4

= 0(
2x− 3

2

)2 − (
3y − 5

2

)2
= 0(

2x− 3
2
− 3y + 5

2

) (
2x− 3

2
+ 3y − 5

2

)
= 0

(2x− 3y + 1)(2x + 3y − 4) = 0.

Równanie to przedstawia sum¦ prostych 2x−3y+1 = 0 i 2x+3y−4 = 0,
bo zapisany wy»ej iloczyn wyra»e« 2x−3y+1 i 2x+3y−4 jest równy zero,
gdy przynajmniej jeden z tych czynników jest zerem. Zatem otrzymujemy
dwa równania stopnia 1, które jak wiemy s¡ prostymi.

(c) Je±li H 6= 0, to równanie (1) mo»emy przeksztaªci¢ do postaci

(2)

(
x + d

2a

)2

H
a

+

(
y + e

2b

)2

H
b

= 1.

Wyró»niamy wtedy trzy mo»liwo±ci:
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� dla H
a

> 0, H
b

> 0 mamy równanie elipsy,
� dla H

a
i H

b
ró»nych znaków mamy równanie hiperboli,

� dla H
a

< 0, H
b

< 0 mamy zbiór pusty.
Np. Krzywa dana równaniem (x−2)2

−3
+ (y−1)2

6
= 1 jest hiperbol¡.

2. Przypadek a 6= 0, b = 0, c = 0.
Równanie (F) ma teraz nast¦puj¡c¡ posta¢:

F (x, y) = ax2 + dx + ey + f = 0.

Przeksztaªcamy je:

a
(
x2 + dx

a
+ d2

4a2

)
+ ey − d2

4a
+ f = 0

a
(
x + d

2a

)2
+ ey −

(
d2

4a
− f

)
= 0.

Podstawiaj¡c teraz za wyra»enie d2

4a
− f liter¦ G zapisujemy równanie

(3) a

(
x +

d

2a

)2

+ ey = G,

dla którego rozwa»ymy nast¦puj¡ce podprzypadki.

(a) Je±li e = 0, to równanie (3) ma posta¢
(
x + d

2a

)2
= G

a
i mamy:

� dla G
a

= 0 równanie (3) przedstawia prost¡ pionow¡ x + d
2a

= 0 (jest
to tzw. prosta podwójna);

� dla G
a

> 0 mamy:
(
x + d

2a

)2 − G
a

= 0
(
x + d

2a

)2 −
(√

G
a

)2

= 0(
x + d

2a
−

√
G
a

)(
x + d

2a
+

√
G
a

)
= 0

x + d
2a
−

√
G
a

= 0 lub x + d
2a

+
√

G
a

= 0,

co oznacza par¦ pionowych prostych równolegªych;
� dla G

a
< 0 otrzymujemy zbiór pusty.

(b) Je±li e 6= 0, to równanie (3) jest wtedy nast¦puj¡ce:

y = −a

e

(
x +

d

2a

)2

+
G

e
.

Jest to równanie pewnej paraboli.

3. Przypadek a = 0, b 6= 0, c = 0.
Jest to przypadek analogiczny do drugiego, z tym »e role x i y s¡ zamienione,
zatem zamiast prostych pionowych, mamy proste poziome, a parobola jest
inaczej poªo»ona.
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9.3 Krzywe stopnia 2 o równaniach, w których wy-
st¦puje wyraz mieszany

Po omówieniu w poprzednim podrozdziale wszystkich przypadków równa« drugiego
stopnia, w których nie wyst¦powaª wyraz mieszany, zajmiemy si¦ teraz pozostaªymi
równaniami postaci (9.1.1), w których wspóªczynnik c przy xy jest niezerowy. W tym
przypadku nie jest tak ªatwo jak przedtem sprowadzi¢ takie równanie do postaci
kanonicznej. Sposobem na rozpoznanie krzywej zadanej równaniem (9.1.1) b¦dzie
obrócenie jej najpierw o pewien k¡t. Jak si¦ oka»e, po obróceniu krzywa przyjmie
jedn¡ z postaci opisan¡ w poprzednim podrozdziale. Obró¢my zatem krzyw¡ o rów-
naniu

F (x, y) = ax2 + by2 + cxy + dx + ey + f = 0

o pewien k¡t α. Wzór obrotu to
{

x′ = x · cos α− y · sin α
y′ = x · sin α + y · cos α

.

Aby znale¹¢ równanie obrazu krzywej przez to przeksztaªcenie musimy najpierw
wyznaczy¢ wzór przeksztaªcenia odwrotnego. Wiemy, »e w tym przypadku przeksz-
taªceniem odwrotnym jest obrót o k¡t −α, zatem wzór jest nast¦puj¡cy:

{
x = x′ · cos(−α)− y′ · sin(−α)
y = x′ · sin(−α) + y′ · cos(−α)

⇔
{

x = x′ cos α + y′ sin α
y = −x′ sin α + y′ cos α

.

Równanie obróconej krzywej to:

a(x′ cos α + y′ sin α)2 + b(−x′ sin α + y′ cos α)2+
+c(x′ cos α + y′ sin α)(−x′ sin α + y′ cos α)+
+d(x′ cos α + y′ sin α) + e(−x′ sin α + y′ cos α) + f = 0.

Mo»emy przeksztaªci¢ to równanie wykonuj¡c dziaªania i porz¡dkuj¡c wyrazy podo-
bne, jednak nie b¦dziemy przedstawia¢ tu caªo±ci tych rachunków. Czytelnik mo»e
je bez trudu wykona¢ samodzielnie. Interesuje nas tylko wspóªczynnik przy x′y′,
który chcemy by byª równy zero. Wyliczymy go ±ledz¡c wspóªczynniki przy x′y′

pochodz¡ce od poszczególnych kwadratów b¡d» iloczynów. Nietrudno przekonamy
si¦, »e wynosi on

a · 2 cos α · sin α + b · 2(− sin α) · cos α + c · (cos2 α− sin2 α).

Poniewa» warto±¢ k¡ta α mo»emy dobra¢ w sposób dla nas najdogodniejszy, mo»emy
zadba¢, by byª on taki, »e powy»szy wspóªcznnik przy x′y′ wynosi 0. Daje to rów-
nanie:

2 cos α · sin α(a− b) + c · cos 2α = 0
(a− b) sin 2α + c · cos 2α = 0
(a− b) sin 2α = −c · cos 2α

(N) ctg 2α =
a− b

c
.
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Funkcja cotangens przyjmuje wszystkie warto±ci rzeczywiste, dlatego dla ka»dej
krzywej F (x, y) = 0 znajdziemy odpowiednie α. Po obrocie o ten k¡t równanie danej
krzywej przyjmuje posta¢ jednego z przypadków omówionych w podrozdziale 9.2. Od
konkretnych równa« zale»y który b¦dzie to przypadek. Nie b¦dziemy tego rozwa»a¢
ogólnie, lecz poni»sze ¢wiczenie zilustruje na konkretnym przykªadzie rozpoznawanie
krzywej stopnia 2 na podstawie równania.

�wiczenie 9.3.1. Jaka krzywa jest zadana równaniem 2x2 + 2y2 + 5xy + 1 = 0?
Rozwi¡zanie:
Zauwa»my, »e w równaniu tej krzywej wyst¦puje niezerowy wspóªczynnik przy
wyrazie mieszanym xy, zatem zgodnie z ostatnim punktem powy»ej przedsta-
wionej klasy�kacji najpierw obrócimy krzyw¡ o k¡t α speªniaj¡cy warunek (N).
Wyliczmy ten k¡t:

ctg 2α =
2− 2

5
= 0, st¡d α =

π

4
.

Chcemy teraz wyznaczy¢ równanie obrazu krzywej po obrocie o k¡t π
4
. Przeksz-

taªceniem odwrotnym do tego obrotu jest obrót o k¡t −π
4
o wzorze:

{
x′ = x · cos(−π

4
)− y · sin(−π

4
)

y′ = x · sin(−π
4
) + y · cos(−π

4
)

⇔
{

x′ =
√

2
2

(x + y)

y′ =
√

2
2

(y − x)
.

Obliczmy równanie obróconej krzywej:

2
(√

2
2

(x + y)
)2

+ 2
(√

2
2

(y − x)
)2

+ 5 ·
√

2
2

(x + y) ·
√

2
2

(y − x) + 1 = 0

x2 + 2xy + y2 + y2 − 2xy + x2 + 5
2
(y2 − x2) + 1 = 0

−1
2
x2 + 9

2
y2 + 1 = 0

1
2
x2 − 9

2
y2 = 1.

Na podstawie otrzymanego równania rozponajemy jak¡ krzyw¡ ono przedstawia.
Poniewa» wspóªczynniki przy x2 i y2 s¡ ró»ne, zatem dana krzywa jest hiperbol¡.

Poza krzywymi wymienionymi w podrozdziale 9.2 nie ma innych krzywych dru-
giego stopnia. Mówi o tym poni»sze twierdzenie, które podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 9.3.2. Jedyne krzywe stopnia 2 to: elipsa, hiperbola, parabola, dwie
proste, prosta, punkt i zbiór pusty.
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Rozdziaª 10

Macierze

10.1 Przeksztaªcenia liniowe w j¦zyku algebraicznym
Przeksztaªcenia liniowe poznali±my w rozdziale siódmym, teraz natomiast opiszemy
je w j¦zyku algebry liniowej.

Przypomnijmy najpierw, »e wektorem wodz¡cym punktu X(x, y) nazywamy
wektor −−→OX = [x, y]. Oznacza¢ go b¦dziemy inaczej ni» do tej pory, zamiast [x, y]

b¦dziemy pisa¢
(

x
y

)
. Zbiór wszystkich wektorów wodz¡cych na pªaszczy¹nie b¦-

dziemy oznacza¢ przez R2. Wektor wodz¡cy danego punktu b¦dziemy uto»samia¢
z tym punktem, którego jest on wektorem wodz¡cym, dlatego te» zwykle wektory
wodz¡ce b¦dziemy oznacza¢ pojedynczymi literami, np. X, Y, Z.

Przeksztaªcenie liniowe b¦dziemy oznacza¢ jako T : R2 → R2, poniewa» przepro-
wadza ono wektory wodz¡ce z R2 na wektory wodz¡ce z R2 (bo punkt O b¦d¡cy
pocz¡tkiem wektorów wodz¡cych przeksztaªcany jest sam na siebie). Skoro punkty
uto»samiamy z ich wektorami wodz¡cymi, to zamiast przeksztaªca¢ punkt przez
T i pisa¢ T (x, y) = (x′, y′), b¦dziemy dziaªa¢ przeksztaªceniem T na wektor

(
x
y

)

i pisa¢ wtedy, »e T

(
x
y

)
=

(
x′

y′

)
. Dla przeksztaªce« liniowych zachodzi wªasno±¢

zachowywania kombinacji liniowej wektorów wodz¡cych:

je±li −−→
OX = t · −→OA + s · −−→OB, to

−−→
OX ′ = t · −−→OA′ + s · −−→OB′, t, s ∈ R.

Teraz zapiszemy j¡ jako:

T

(
t

(
a1

a2

)
+ s

(
b1

b2

))
= t · T

(
a1

a2

)
+ s · T

(
b1

b2

)
, t, s ∈ R.

Mo»emy zatem ju» opisa¢ przeksztaªcenie liniowe w nast¦puj¡cy sposób.

De�nicja 10.1.1. Przeksztaªcenie T : R2 → R2 jest liniowe, je±li dla dowolnych
wektorów X, Y ∈ R2 oraz dowolnych liczb t, s ∈ R mamy:

T (tX + sY ) = t · T (X) + s · T (Y ).
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Mo»emy stosowa¢ tak»e poni»szy fakt do rozpoznawania przeksztaªce« liniowych.

Fakt 10.1.2. Przeksztaªcenie T : R2 → R2 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodz¡ nast¦puj¡ce dwa warunki:

(a) ∀X ∈ R2, ∀t ∈ R T (t ·X) = t · T (X) (jednorodno±¢);

(b) ∀X, Y ∈ R2 T (X + Y ) = T (X) + T (Y ) (addytywno±¢).

Dowód. Poka»emy dwie implikacje.

(b)

(a)

(⇒) Zauwa»my, »e równo±ci (a) i (b), które chcemy pokaza¢, s¡ po prostu szczegól-
nymi przypadkami zaªo»enia liniowo±ci z De�nicji 10.1.1

� dla Y = 0 mamy T (tX) = t · T (X);
� dla t = s = 1 mamy T (X + Y ) = T (X) + T (Y ).

(⇐) Zakªadamy teraz jednorodno±¢ i addytywno±¢ i poka»emy równo±¢ z De�nicji
10.1.1. Rozwa»my wektory Xt = t ·X oraz Ys = s · Y . Mamy wtedy

T (tX + sY ) = T (Xt + Ys) = T (Xt) + T (Ys) = T (t ·X) + T (s · Y ) =

= t · T (X) + s · T (Y ).

10.1.3. Wzór przeksztaªcenia liniowego

Wyznaczymy teraz ogólny wzór przeksztaªcenia liniowego, podobnie jak robili±my to
w rozdziale siódmym. B¦dziemy stosowa¢ wªasno±ci przeksztaªce« liniowych podane
w Uwadze 10.1.2: (a) jednorodno±¢ i (b) addytywno±¢ . Okazuje si¦, »e dla wyzna-
czenia wzoru przeksztaªcenia liniowego T wystarczy zna¢ obrazy wersorów przez to
przeksztaªcenie. Je±li wi¦c T

(
1
0

)
=

(
a
c

)
oraz T

(
0
1

)
=

(
b
d

)
, to mamy:

T

(
x
y

)
= T

((
x
0

)
+

(
0
y

))
= T

(
x
0

)
+ T

(
0
y

)
=

= T

(
x ·

(
1
0

))
+ T

(
y ·

(
0
1

))
= x · T

(
1
0

)
+ y · T

(
0
1

)
=

= x ·
(

a
c

)
+ y ·

(
b
d

)
=

(
ax + by
cx + dy

)
.

Wzór przeksztaªcenia liniowego jest wi¦c nast¦puj¡cy:

♦ T

(
x
y

)
=

(
x′

y′

)
=

(
ax + by
cx + dy

)
. ♦ (10.1.1)
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De�nicja 10.1.4. Macierz
(

a b
c d

)
nazywamy macierz¡ przeksztaªcenia lini-

wego T danego wzorem (10.1.1). Oznaczamy j¡ symbolem m(T ).

Dowlona macierz
(

p q
r s

)
wyznacza dokªadnie jedno przeksztaªcenie liniowe. Prze-

ksztaªcenie to jest dane wzorem
(

x′

y′

)
=

(
px + qy
rx + sy

)
. Dzi¦ki takiemu jednoznacznemu

przyporz¡dkowaniu uto»samiamy ze sob¡ przeksztaªcenia liniowe T : R2 → R2 i ma-
cierze 2Ö2.

10.1.5. Dziaªanie macierzy na wektor

Je±li A jest przeksztaªceniem liniowym o macierzy m(A) =

(
a b
c d

)
, to wynikiem

dziaªania macierzy m(A) na wektor
(

x
y

)
nazywamy wektor

(
ax + by
cx + dy

)
. Tak¡

operacj¦ zapisujemy nast¦puj¡co:
(

a b
c d

)(
x
y

)
=

(
ax + by
cx + dy

)
.

Przykªad 10.1.6. Wykonajmy podane dziaªanie macierzy na wektorze:
(

3 4
−2 1

)(
2
−3

)
=

(
3 · 2 + 4 · (−3)
−2 · 2 + 1 · (−3)

)
=

(−6
−7

)
.

Zauwa»my, »e obraz dowolnego wektora X przez przeksztaªcenie liniowe A i wynik
dziaªania macierzy m(A) tego przeksztaªcenia na wektorze X s¡ jednakowe. T¦ wªas-
no±¢ mo»emy zapisa¢ w poni»szy sposób:

∀X ∈ R2 A(X) = m(A) ·X.

10.2 Mno»enie macierzy
Operacj¦ mno»enia macierzy de�niujemy nast¦puj¡co:

♦
(

a b
c d

)
·
(

p q
r s

)
=

(
ap + br aq + bs
cp + dr cq + ds

)
. ♦ (10.2.1)

Wynik mno»enia macierzy jest równie» macierz¡.
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Przykªad 10.2.1. Obliczmy iloczyn macierzy
(

3 2
−2 1

)
i
(−1 0

2 1

)
:

(
3 2
−2 1

)
·
(−1 0

2 1

)
=

(
3 · (−1) + 2 · 2 3 · 0 + 2 · 1
−2 · (−1) + 1 · 2 −2 · 0 + 1 · 1

)
=

(
1 2
4 2

)
.

Mno»enie macierzy jest zwi¡zane ze skªadaniem przeksztaªce« liniowych. Informuje
nas o tym poni»szy fakt.

Fakt 10.2.2. Je±li A,B s¡ przeksztaªceniami liniowymi o macierzach m(A) i m(B),
za± m(A ◦B) jest macierz¡ zªo»enia tych przeksztaªce«, to

m(A ◦B) = m(A) ·m(B).

Dowód. Przyjmijmy, »e przeksztaªcenia A, B dane s¡ wzorami:

A :

{
x′ = ax + by
y′ = cx + dy

, B :

{
x′ = px + qy
y′ = rx + sy

.

Obliczmy wzór zªo»enia A ◦B:

x′′ = ax′ + by′ = a(px + qy) + b(rx + sy) = (ap + br)x + (aq + bs)y,
y′′ = cx′ + dy′ = c(px + qy) + d(rx + sy) = (cp + dr)x + (cq + ds)y,

A ◦B :

{
x′ = (ap + br)x + (aq + bs)y
y′ = (cp + dr)x + (cq + ds)y

.

Porównuj¡c macierz zªo»enia przeksztaªce« z iloczynym macierzy tych przeksztaªce«
ko«czymy dowód tego faktu:

m(A ◦B) =

(
ap + br aq + bs
cp + dr cq + ds

)
=

(
a b
c d

)
·
(

p q
r s

)
= m(A) ·m(B).

Poni»sze ¢wiczenie obrazuje zastosowanie Faktu 10.2.2 do rozpoznawania zªo»e«
przeksztaªce« liniowych.

93



�wiczenie 10.2.3. Jakim przeksztaªceniem jest zªo»enie dwóch odbi¢ wzgl¦dem
prostych przechodz¡cych przez (0, 0)?
Rozwi¡zanie:
Oznaczmy przez Sα odbicie wzgl¦dem prostej przechodz¡cej przez (0, 0) i nachy-
lonej do osi Ox pod k¡tem α. Wyznaczmy najpierw macierz m(Sα). Kolumny ma-
cierzy to obrazy wersorów przez to przeksztaªcenie. Rysunki zamieszczone poni»ej
b¦d¡ pomocne do obliczenia tych obrazów, które ozanczymy przez e′1 = Sα

(
1
0

)

i e′2 = Sα

(
0
1

)
.

Obraz e′1 jest wektorem jednostkowym o k¡cie biegunowym 2α, zatem jego wspóª-
rz¦dne to Sα

(
1
0

)
=

(
cos 2α
sin 2α

)
. Obraz e′2 drugiego wersora ma k¡t biegunowy

γ = −(β − α) = α− β = α− (
π
2
− α

)
= 2α− π

2
. Zatem

Sα

(
0
1

)
=

(
cos(2α− π

2
)

sin(2α− π
2
)

)
=

(
sin 2α
− cos 2α

)
.

Mo»emy ju» zapisa¢ macierz dowolnego odbicia Sα:

m(Sα) =

(
cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)
.

Przejd¹my teraz do wªa±ciwej cz¦±ci tego zadania. Wyznaczmy zªo»enie odbi¢
Sα ◦ Sβ obliczaj¡c iloczyn macierzy tych odbi¢:

m(Sα ◦ Sβ) = m(Sα) ·m(Sβ) =

(
cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)(
cos 2β sin 2β
sin 2β − cos 2β

)
=

=

(
cos 2α cos 2β + sin 2α sin 2β cos 2α sin 2β − sin 2α cos 2β
sin 2α cos 2β − cos 2α sin 2β sin 2α sin 2β + cos 2α cos 2β

)
=

=

(
cos 2 (α− β) − sin 2 (α− β)
sin 2 (α− β) cos 2 (α− β)

)
.

Macierz, któr¡ otrzymali±my to macierz obrotu o k¡t 2(α− β), zatem

Sα ◦ Sβ = R2(α−β).
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Omówimy teraz wªasno±ci mno»enia macierzy. Udowodnimy, »e jest ono ª¡czne,
a nast¦pnie poka»emy, »e nie jest przemienne.

Fakt 10.2.4. Mno»enie macierzy jest ª¡czne, tzn. dla dowolnych macierzy M1,M2,M3

zachodzi równo±¢:
(M1 ·M2) ·M3 = M1 · (M2 ·M3).

Dowód. Niech M1 = m(T1),M2 = m(T2),M3 = m(T3) b¦d¡ macierzami przeksztaª-
ce« liniowych T1, T2, T3. W dowodzie ª¡czno±ci mno»enia macierzy wykorzystamy
Fakt 10.2.2 oraz ª¡czno±¢ skªadania przeksztaªce«. Dowód sprowadza si¦ do nast¦pu-
j¡cego ci¡gu równo±ci:

(M1 ·M2) ·M3 = (m(T1) ·m(T2)) ·m(T3) = m(T1 ◦ T2) ·m(T3) =
= m ((T1 ◦ T2) ◦ T3) = m (T1 ◦ (T2 ◦ T3)) =
= m(T1) ·m(T2 ◦ T3) = m(T1) · (m(T2) ·m(T3)) = M1 · (M2 ·M3).

Uwaga 10.2.5. Mno»enie macierzy nie jest przemienne, poniewa» istniej¡ macierze
A,B, dla których

A ·B 6= B · A.

Poni»szy przykªad jest dowodem tego, »e mno»enie macierzy nie jest przemienne.

Przykªad 10.2.6. Sprawd¹my, »e istotna jest kolejno±¢ mno»enia macierzy S i R,
gdzie S =

(
1 0
0 −1

)
jest macierz¡ odbicia wzgl¦dem osi OX, a R =

(
0 −1
1 0

)

macierz¡ obrotu o π
2
. Obliczmy iloczyny macierzy S ·R oraz R · S:

S ·R =

(
1 0
0 −1

)
·
(

0 −1
1 0

)
=

(
0 −1
−1 0

)
,

R · S =

(
0 −1
1 0

)
·
(

1 0
0 −1

)
=

(
0 1
1 0

)
.

Otrzymujemy, »e S ·R 6= R · S.

10.2.7. Macierz jednostkowa
Macierz zwi¡zan¡ z przeksztaªceniem to»samo±ciowym, o którym wspominali±my ju»
w punkcie 7.3.4, b¦dziemy nazywa¢ macierz¡ jednostkow¡. Wzór przeksztaªcenia
to»samo±ciowego I, lub inaczej identyczno±ci, to

I

(
x
y

)
=

(
x
y

)
=

(
1 · x + 0 · y
0 · x + ·y

)
.

Zatem macierz jednostkowa to

m(I) =

(
1 0
0 1

)
.
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B¦dziemy j¡ oznacza¢ liter¡ I, tak samo, jak przeksztaªcenie to»samo±ciowe. Macierz
jednostkowa zostaªa wyró»niona spo±ród innych macierzy, poniewa» peªni ona szcze-
góln¡ rol¦ w±ród innych macierzy, podobn¡ do roli liczby 1 w±ród innych liczb. Dla
liczb bowiem prawd¡ jest, »e

∀x ∈ R 1 · x = x · 1 = x.

Dla macierzy mamy natomiast:

∀M =

(
a b
c d

) (
a b
c d

)
·
(

1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
·
(

a b
c d

)
=

(
a b
c d

)
,

lub krócej M · I = I ·M = M.

Mówimy, »e macierz jednostkowa I jest elementem neutralnym operacji mno»enia
macierzy, gdy» pomno»enie przez ni¡ dowolnej macierzy M , oboj¦tnie z której strony,
daje w wyniku t¡ sam¡ macierz M .

10.3 Wyznacznik macierzy

Przyponmnijmy, »e wyznacznikiem macierzy M =

(
a b
c d

)
nazywamy liczb¦

det M = det

(
a b
c d

)
= ad− bc.

B¦dziemy tak»e stosowa¢ inny zapis wyznacznika:

det M =

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ .

Podamy teraz fakt dotycz¡cy mno»enia wyznaczników. W dowodzie tego faktu wyko-
rzystamy wiadomo±ci z rozdziaªu ósmego.

Fakt 10.3.1. Dla dowolnych macierzy M i N zachodzi nast¦puj¡ca wªasno±¢:

det(M ·N) = det M · det N. (10.3.1)

Dowód. Mogliby±my wyliczy¢ bezpo±rednio iloczyn macierzy i jego wyznacznik, a po-
tem porówna¢ z iloczynem wyznaczników tych macierzy. To jednak jest pracochªonne,
wi¦c zajmiemy si¦ inn¡ drog¡ dowodzenia tego faktu.

Wykorzystamy dwie informacje jakie niesie za sob¡ wyznacznik macierzy:

� znak wyznacznika decyduje o zachowaniu, b¡d¹ zmianie orientacji pªaszczyzny;

� warto±¢ bezwzgl¦dna wyznacznika okre±la w jakiej proporcji zmienia si¦ pole
�gur przy przeksztaªceniu liniowym.

Je±li M, N s¡ macierzami przeksztaªce« liniowych odpowiednio T i S, to M · N
jest macierz¡ zªo»enia T ◦ S. Prawdziwo±¢ równo±ci (10.3.1) sprawdzimy w dwóch
krokach: co do znaku i co do warto±ci bezwzgl¦dnej.
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1. Badamy znak wyznacznika det(M ·N).

� det(M · N) > 0, gdy T ◦ S zachowuje orientacj¦, a to zachodzi kiedy
oba przeksztaªcenia T i S zachowuj¡ orientacj¦, b¡d¹ oba j¡ zmieniaj¡.
W takich przypadkach det M · det N > 0, czyli znaki w równo±ci (10.3.1)
zgadzaj¡ si¦.

� det(M ·N) < 0, gdy T ◦S zmienia orientacj¦, czyli gdy T zachowuje orien-
tacj¦ a S zmienia, b¡d¹ na odwrót. Wtedy tak»e znaki po obu stronach
równo±ci (10.3.1) si¦ zgadzaj¡, bo det M · det N < 0.

2. Badamy warto±¢ bezwzgl¦dn¡ obu stron równo±ci (10.3.1), czyli sprawdzamy,
»e

| det(M ·N)| = | det M | · | det N |.
Jest to prawda, poniewa» przeksztaªcenie T zmienia pola �gur w proporcji
| det M |, a S w proporcji | det N |. Zatem zªo»enie tych przeszktaªce« zmienia
pola w proporcji | det M | · | det N |, co jest równe | det(M ·N)|.

Przeprowadzone rozumowanie wystarcza do zako«czenia dowodu. Je±li bowiem dwie
liczby rzeczywiste s¡ równe co do warto±ci bezwzgl¦dnej oraz maj¡ jednakowe znaki,
to s¡ one równe. Zatem z wªasno±ci 1 i 2 wynika równo±¢ (10.3.1).

10.4 Macierz odwrotna
W zrozumieniu de�nicji macierzy odwrotnej do danej pomo»e nam poj¦cie odwrot-
no±ci danej liczby. Odwrotno±ci¡ liczby a nazywamy tak¡ liczb¦ b, »e a · b = b · a = 1
(np. 1

5
jest odwrotno±ci¡ liczby 5). W podobny sposób, u»ywaj¡c macierzy zamiast

liczb, de�niujemy macierz odwrotn¡. Wykorzystujemy tu informaj¦, »e macierz jed-
nostkowa odgrywa podobn¡ rol¦ w±ród macierzy, jak liczba 1 w±ród liczb (patrz
punkt 10.2.7).
De�nicja 10.4.1. Macierz¡ odwrotn¡ do macierzy A nazywamy tak¡ macierz B,
»e

A ·B = B · A = I.

Oznaczamy j¡ symbolem A−1.
Fakt, który przedstawiamy poni»ej mówi o tym, »e dana macierz mo»e mie¢ co

najwy»ej jedn¡ macierz odwrotn¡. St¡d te» uzasadnione jest stosowanie specjalnego
oznaczenia M−1 na macierz odwrotn¡ do M .
Fakt 10.4.2. Je±li macierz M ma macierz odwrotn¡, to jest ona jedyna.
Dowód. Zaªó»my, »e istniej¡ dwie ró»ne macierze M1 i M2 odwrotne do danej macie-
rzy M . Poka»emy, »e s¡ one równe. Z de�nicji wiemy, »e M1 ·M = I oraz M ·M2 = I.
Korzystaj¡c z ª¡czno±ci mno»enia macierzy otrzymujemy:

M1 = M1 · I = M1(M ·M2) = (M1 ·M)M2 = I ·M2 = M2.

Zatem macierze M1 i M2 s¡ równe, a wi¦c nie ma mo»liwo±ci, by istniaªa wi¦cej ni»
jedna macierz odwrotna do danej macierzy.
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Kolejny fakt informuje nas o powi¡zaniu macierzy odwrotnej do danej z przeksz-
taªceniem odwrotnym do danego przeksztaªcenia liniowego. Przypomnijmy, »e prze-
ksztaªcenie odwrotne do przeksztaªcenia liniowego, o ile istnieje, te» jest liniowe
(Wniosek 7.4.2).

Fakt 10.4.3. Niech T : R2 → R2 b¦dzie odwracalnym przeksztaªceniem liniowym.
Wówczas macierz m(T−1) jest macierz¡ odwrotn¡ do macierzy m(T ). Z kolei, je±li
M jest macierz¡ przeksztaªcenia liniowego T , posiadaj¡c¡ macierz odwrotn¡ M−1,
to M−1 jest macierz¡ przeksztaªcenia T−1 odwrotnego do T .

Dowód. Uzasadnienie pierwszej cz¦±ci tego faktu polega na sprawdzeniu z de�nicj¡,
»e m(T−1) jest macierz¡ odwrotn¡ do m(T ):

m(T ) ·m(T−1) = m(T ◦ T−1) = m(I) = I,
m(T−1) ·m(T ) = m(T−1 ◦ T ) = m(I) = I.

Zakªadamy teraz, »e M = m(T ) i istnieje macierz odwrotna M−1. Mamy zatem:

m(T ◦ T−1) = I ⇔ m(T ) ·m(T−1) = I ⇔ M ·m(T−1) = I,
m(T−1 ◦ T ) = I ⇔ m(T−1) ·m(T ) = I ⇔ m(T−1) ·M = I.

Wiemy (z Faktu 10.4.2), »e macierz M ma tylko jedn¡ macierz odwrotn¡, wi¦c
z powy»szych równo±ci wnioskujemy, »e M−1 = m(T−1).

Dla niektórych odwracalnych przeksztaªce« liniowych mo»emy, opieraj¡c si¦ na
wiedzy z geometrii, ªatwo wyznaczy¢ przeksztaªcenie odwrotne, a co za tym idzie
tak»e macierz odwrotn¡. Spójrzmy na poni»sze przykªady.

1. Symetria S wzgl¦dem prostej przechodz¡cej przez (0, 0) jest zarazem sama
swoim przeksztaªceniem odwrotnym, a wi¦c S−1 = S. Zatem mamy:

(
cos α sin α
sin α − cos α

)−1

= m(S−1) = m(S) =

(
cos α sin α
sin α − cos α

)
.

2. Przeksztaªceniem odwrotnym do obrotu o k¡t α jest obrót o k¡t −α. Zachodzi
wi¦c równo±¢ macierzy m(R−1

α ) = m(R−α), czyli
(

cos α − sin α
sin α cos α

)−1

=

(
cos(−α) sin(−α)
sin(−α) − cos(−α)

)
=

(
cos α sin α
− sin α cos α

)
.

Wobu tych przypadkach mo»emy sprawdzi¢, »e otrzymane macierze odwrotne rzeczy-
wi±cie speªniaj¡ równo±ci z De�nicji 10.4.1. Sprawd¹my dla obrotu, »e obliczenia,
które wykonali±my stosuj¡c wiedz¦ z geometrii, zgadzaj¡ si¦ z obliczeniami alge-
braicznymi. Poka»emy, wi¦c »e m(Rα) ·m(R−1

α ) = I oraz m(R−1
α ) ·m(Rα) = I:

(
cos α − sin α
sin α cos α

) (
cos α sin α
− sin α cos α

)
=

(
cos2 α + sin2 α 0

0 sin2 α + cos2 α

)
=

(
1 0
0 1

)
,

(
cos α sin α
− sin α cos α

) (
cos α − sin α
sin α cos α

)
=

(
cos2 α + sin2 α 0

0 sin2 α + cos2 α

)
=

(
1 0
0 1

)
.
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Macierz, która ma macierz odwrotn¡, b¦dziemy nazywa¢ odwracaln¡. O tym,
w jaki sposób rozpoznawa¢ czy dana macierz jest odwracalna, mówi nast¦puj¡cy
fakt.

Fakt 10.4.4. Macierz M jest odwracalna ⇐⇒ det M 6= 0.

Dowód. Niech M b¦dzie macierz¡ przeksztaªcenia liniowego T . Na podstawie Faktu
10.4.3 wiemy, »e M b¦dzie odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztaªcenie T
b¦dzie odwracalne, a to natomiast zachodzi dokªadnie wtedy, gdy wyznacznik tego
przeksztaªcenia jest niezerowy (Fakt 7.4.1), czyli gdy det M 6= 0.

Przykªad 10.4.5. Macierz
(−3 2
−6 4

)
nie jest odwracalna, poniewa»

det

(−3 2
−6 4

)
= −3 · 4− 2 · (−6) = 0.

W rozdziale siódmym wyznaczyli±my wzór przeksztaªcenia odwrotnego i jego
macierz. Teraz obliczymy ponownie macierz odwrotn¡ do danej, tym razem odwoªu-
j¡c si¦ do de�nicji macierzy odwrotnej.
Mamy dan¡ odwracaln¡ macierz M =

(
a b
c d

)
, czyli det M 6= 0. Znajdziemy macierz

odwrotn¡ M−1 =

(
x y
z w

)
. Zgodnie z de�nicj¡ mamy równo±¢

(
a b
c d

) (
x y
z w

)
=

(
1 0
0 1

)
, a st¡d

(
ax + cy bx + dy
az + cw bz + dw

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Porównujemy poszczególne wyrazy macierzy i tworzymy dwa ukªady równa«, które
nast¦pnie rozwi¡zujemy metod¡ wyznacznków.

{
ax + cy = 1
bx + dy = 0

{
az + cw = 0
bz + dw = 1

W = det

(
a c
b d

)
= det M W = det

(
a c
b d

)
= det M

Wx = det

(
1 c
0 d

)
= d Wx = det

(
0 c
1 d

)
= −c

Wy = det

(
a 1
b 0

)
= −b Wy = det

(
a 0
b 1

)
= a

{
x = d

det M

y = − b
det M

{
z = − c

det M

w = b
det M

Mo»emy ju» zapisa¢ macierz odwrotn¡ do M :

M−1 =

(
d

det M
− b

det M

− c
det M

b
det M

)
. (10.4.1)
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Okre±laj¡c iloczyn macierzy przez liczb¦ jako t ·
(

a b
c d

)
=

(
ta tb
tc td

)
mo»emy

zapisa¢ krócej, »e
♦ M−1 =

1

det M

(
d −b
−c a

)
. ♦ (10.4.2)

Przykªad 10.4.6. Obliczmy macierz odwrotn¡ do M =

(
5 5
1 2

)
:

det M = 5, wi¦c M−1 =
1

5

(
2 −5
−1 5

)
=

(
2
5

−1
−1

5
1

)
.

10.5 Macierzowa interpretacja ukªadu równa« linio-
wych

Ukªad równa« liniowych
{

ax + by = p
cx + dy = q

mo»na zapisa¢ w postaci macierzowej:

(
a b
c d

) (
x
y

)
=

(
p
q

)
.

Je±li M =

(
a b
c d

)
, to mo»emy zapisa¢ ten ukªad krócej M ·

(
x
y

)
=

(
p
q

)
.

Zauwa»my, »e je±li pomno»ymy t¡ równo±¢ z lewej strony przez macierz odwrotn¡
M−1 to otrzymamy:

M−1 ·M
(

x
y

)
= M−1

(
p
q

)

I ·
(

x
y

)
= M−1

(
p
q

)

(
x
y

)
= M−1

(
p
q

)
.

Rozwi¡zanie mo»emy zatem ªatwo wyznaczy¢ wyliczaj¡c macierz odwrotn¡, poniewa»
jest ono wynikiem dziaªania macierzy M−1 na wektorze

(
p
q

)
:

(
x
y

)
= 1

det M

(
d −b
−c a

)(
p
q

)

(
x
y

)
= 1

W

(
dp− bq
−cp + aq

)

x =
1

W
(dp− bq) =

Wx

W
, y =

1

W
(aq − cp) =

Wy

W
.
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Przykªad 10.5.1. Znajd¹my rozwi¡zanie ukªadu
{

4x + 5y = 6
2x + y = −3

.

Zapiszmy go w postaci macierzowej
(

4 5
2 1

)(
x
y

)
=

(
6
−3

)
. Obliczmy teraz

macierz odwrotn¡:
(

4 5
2 1

)−1

=
1

4 · 1− 2 · 5
(

1 −5
−2 4

)
= −1

6

(
1 −5
−2 4

)
=

(−1
6

5
6

1
3

−2
3

)
.

Rozwi¡zanie otrzymamy w wyniku dziaªania wyliczon¡ macierz¡ odwrotn¡ na
wektor utworzony z wyrazów wolnych

(
6
−3

)
:

(
x
y

)
=

(−1
6

5
6

1
3

−2
3

) (
6
−3

)
=

(−1
6
· 6 + 5

6
· (−3)

1
3
· 6− 2

3
· (−3)

)
=

(−7
2

4

)
.
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Rozdziaª 11

Warto±ci, wektory wªasne
i diagonalizacja macierzy

11.1 Warto±ci i wektory wªasne
De�nicja 11.1.1. Liczb¦ rzeczywist¡ t nazywamy warto±ci¡ wªasn¡ przeksztaª-
cenia liniowego A, je±li istnieje niezerowy wektor ~v taki, »e

A(~v) = t · ~v.

Przykªad 11.1.2.

Warto±ci¡ wªasn¡ symetrii ±rodkowej S wokóª
punktu (0, 0) jest liczba −1. Istnieje bowiem wek-
tor X, dla którego S(X) = −X = −1 ·X. W tym
przypadku ka»dy wektor speªania ten warunek.

Z warto±ciami wªasnymi nierozerwalnie zwi¡zane jest poj¦cie wektorów wªasnych.

De�nicja 11.1.3. Ka»dy wektor ~v speªaniaj¡cy A(~v) = t ·~v nazywamy wektorem
wªasnym przeksztaªcenia liniowego A odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej t.

Przykªad 11.1.4. Wyznaczmy warto±ci wªasne i odpowiadaj¡ce im wektory
wªasne symetrii SL wzgl¦dem prostej L przechodz¡cej przez (0, 0).
Wektory X le»¡ce na prostej L s¡ wektorami
wªasnymi odpowiadaj¡cymi warto±ci wªasnej 1,
poniewa» mamy, »e SL(X) = X = 1 ·X.
Wektory Y , które s¡ prostopadªe do prostej L
s¡ wektorami wªasnymi odpowiadaj¡cymi warto±ci
wªasnej −1, poniewa» SL(Y ) = −Y = −1 · Y .
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11.2 Równanie charakterystyczne
W powy»szym Przykªadzie 11.1.4 znale¹li±my dwie warto±ci wªasne danego prze-
ksztaªcenia, ale nie mamy pewno±ci, czy to ju» s¡ wszystkie warto±ci wªasne, czy
istniej¡ mo»e jeszcze inne. Odpowiemy na to pytanie po przeprowadzeniu ogólnego
rozumowania pokazuj¡cego jak znale¹¢ wszystkie warto±ci wªasne dowolnego prze-
ksztaªcenia liniowego.
Niech A b¦dzie dowolnym przeksztaªceniem liniowym o wzorze A

(
x
y

)
=

(
ax + by
cx + dy

)
.

Je±li t ∈ R jest szukan¡ warto±ci¡ wªasn¡ tego przeksztaªcenia, to zgodnie z de�nicj¡
istnieje taki wektor

(
x
y

)
6= 0, dla którego prawdziwa jest równo±¢:

A

(
x
y

)
= t

(
x
y

)
=

(
tx
ty

)
.

Mamy wtedy: (
ax + by
cx + dy

)
=

(
tx
ty

)

{
ax + by = tx
cx + dy = tx

{
(a− t)x + by = 0
cx + (d− t)y = 0

.

W powy»szym ukªadzie równa« potraktujmy na chwil¦ a, b, c, d i t jako dane, za±
x, y jako niewiadome. Dla takiego ukªadu rozwi¡zaniem jest zawsze

(
x
y

)
=

(
0
0

)
.

Gdyby wyznacznik macierzy tego ukªadu byª niezerowy, tzn. det

(
a− t b

c d− t

)
6= 0,

to nie byªo by innych rozwi¡za«, bo wtedy ukªad ma tylko jedno rozwi¡zanie (patrz
Twierdzenie 5.2.2), czyli wymienione wcze±niej

(
0
0

)
. Wiemy jednak, »e istnieje

przynajmniej jedno niezerowe rozwi¡zanie
(

x
y

)
, zatem musi zachodzi¢ warunek

det

(
a− t b

c d− t

)
= 0, który jest konieczny, by istniaªo wi¦cej ni» jedno rozwi¡zanie.

De�nicja 11.2.1. Równaniem charakterystycznym przeksztaªcenia liniowego
zadanego macierz¡

(
a b
c d

)
nazywamy równanie

det

(
a− t b

c d− t

)
= (a− t)(d− t)− cb = 0. (11.2.1)

W równaniu tym jako niewiadom¡ traktujemy t.
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Z powy»szych rozwa»a« mo»emy wyci¡gn¡¢ nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 11.2.2. Ka»da warto±¢ wªasna przeksztaªcenia liniowego A jest pier-
wiastkiem równania charakterystycznego tego przeksztaªcenia.

Wró¢my teraz do Przykªadu 11.1.4 i wyznaczmy na podstawie powy»szego wniosku
wszystkie warto±ci wªasne wyst¦puj¡cego tam przeksztaªcenia.

Przykªad 11.2.3. Znajd¹my wszystkie warto±ci wªasne symerii SL wzgl¦dem
prostej L przechodz¡cej przez (0, 0).
Macierz przeksztaªcenia SL, jak wyliczyli±my
w �wiczeniu 10.2.3, to

m(SL) =

(
cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

)
.

Z równania charakterystycznego wyznaczymy
takie liczby rzeczywiste t, które mog¡ by¢ warto±-
ciami wªasnymi przeksztaªcenia SL:

det

(
cos 2α− t sin 2α

sin 2α − cos 2α− t

)
= 0

(cos 2α− t)(− cos 2α− t)− sin2 2α = 0
− cos2 2α + t2 − sin2 2α = 0

t2 − 1 = 0
t = 1 lub t = −1.

Wiemy z Przykªadu 11.1.4, »e 1 i −1 s¡ warto±ciami wªasnymi tego przeksztaª-
cenia, a poniewa» równanie charakterystycznie nie ma innych pierwiastków, to
tak»e nie ma wi¦cej warto±ci wªasnych symetrii SL.

Przytoczymy teraz twierdzenie, które jest uzupeªnieniem Wniosku 11.2.2.

Twierdzenie 11.2.4. Liczba t0 ∈ R jest warto±ci¡ wªasn¡ przeksztaªcenia liniowego
A danego macierz¡

(
a b
c d

)
⇔ t0 jest pierwastkiem równania charakterystycznego

tego przeksztaªcenia.

Powy»sze twierdzenie ró»ni si¦ od Wniosku 11.2.2 tym, »e gwarantuje i» ka»dy pier-
wiastek równania charakterystycznego jest warto±ci¡ wªasn¡. Do dowodu tej nieuza-
sadnionej wcze±niej cz¦±ci twierdzenia potrzebny nam b¦dzie nast¦puj¡cy fakt.

Fakt 11.2.5. Je±li M jest tak¡ macierz¡, »e det M = 0, to istnieje pewien niezerowy
wektor X, dla którego M ·X = 0.
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Dowód. Dla macierzy M =

(
a b
c d

)
zakªadamy, »e

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc = 0. Rozwa»my

wektory X1 =

(−b
a

)
i X2 =

(−d
c

)
. Mamy wtedy:

M ·X1 =

(
a b
c d

)(−b
a

)
=

(−ab + ab
−bc + ad

)
=

(
0

det M

)
=

(
0
0

)
,

M ·X2 =

(
a b
c d

)(−d
c

)
=

(−ad + bc
−cd + cd

)
=

(− det M
0

)
=

(
0
0

)
.

Je±li który± z wektorów X1 lub X2 jest niezerowy, to pokazali±my tez¦ faktu. Je±li
za± oba wektory s¡ zerowe, czyli

(−b
a

)
= 0 i

(−d
c

)
= 0, to mamy, »e

M =

(
a b
c d

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Wtedy natomiast dla dowolnego wektora X zachodzi M ·X = 0 i speªniona jest teza
faktu.

Mo»emy ju» przej±¢ do dowodu Twierdzenia 11.2.4.

Dowód. Poka»emy, »e zachodz¡ dwie implikacje.
(⇒) Implikacja ta jest po prostu Wnioskiem 11.2.2, którego uzasadnienie zawiera

si¦ w poprzedzaj¡cym go rozumowaniu.

(⇐) Zakªadamy, »e t0 jest pierwiastkiem równania charakterystycznego, czyli »e
det

(
a− t0 b

c d− t0

)
= 0. Z Faktu 11.2.5 wiemy, »e wobec tego istnieje taki

wektor
(

x
y

)
6=

(
0
0

)
, »e

(
a− t0 b

c d− t0

)(
x
y

)
= 0. Wtedy mamy

{
(a− t0)x + by = 0
cx + (d− t0)y = 0

⇔
{

ax + by = t0x
cx + dy = t0y

⇔
(

a b
c d

)(
x
y

)
= t0

(
x
y

)
.

Ostatni zapis oznacza dokªadnie to, »e t0 jest warto±ci¡ wªasn¡ przeksztaªcenia
o macierzy

(
a b
c d

)
.

Przeksztaªcenia liniowe uto»samiamy z macierzami, zatem poj¦cia wprowadzone
w tym rozdziale mo»emy tak»e okre±li¢ dla macierzy.
Warto±¢ wªasna i wektor wªasny macierzy M to warto±¢ wªasna i wektor
wªasny przeksztaªcenia zadanego t¡ macierz¡.
Wielomian charakterystyczny macierzy M =

(
a b
c d

)
to wielomian oznaczany

symbolem χM(t) i równy

χM(t) = det

(
a− t b

c d− t

)
= (a− t)(d− t)− bc = t2 − (a + d)t− bc + ad.
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Korzystaj¡c z tych poj¦¢ i wcze±niej udowodnionego Twierdzenia 11.2.4 mo»emy
sformuªowa¢ dwa wnioski.

Wniosek 11.2.6.

1. Liczba t0 ∈ R jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy M ⇔ t0 jest pierwiastkiem
wielomianu χM(t).

2. Dla dowolnej macierzy M mamy jedn¡, dwie, lub zero warto±ci wªasnych.

Drugi wniosek wynika z pierwszego oraz z faktu, »e wielomian charakterystyczny
jest równaniem kwadratowym, a wi¦c mo»e mie¢ dwa, jedno b¡d¹ zero rozwi¡za«.

Przykªad 11.2.7. Znajd¹my warto±ci wªasne macierzy M =

(
4 0
0 1

)
. Zgodnie

z Wnioskiem 11.2.6 szukamy pierwistków wielomianu charakterystycznego:

χM(t) =

∣∣∣∣
4− t 0

0 1− t

∣∣∣∣ = (4− t)(1− t).

Jak ªatwo zauwa»y¢ s¡ dwa pierwiastki tego wielomianu t = 4 i t = 1, zatem te
liczby s¡ warto±ciami wªasnymi macierzy M .

11.3 Macierze symetryczne
W tym podrozdziale omówimy twierdzenia, które nie zachodz¡ dla wszystkich ma-
cierzy, a tylko dla pewnych szczególnych, zwanych macierzami symetrycznymi.

De�nicja 11.3.1. Macierz
(

a b
c d

)
, dla której b = c nazywamy macierz¡ syme-

tryczn¡.

Posta¢ ogólna macierzy symetrycznych to zatem
(

a b
b c

)
.

Przykªad 11.3.2. Macierz
(

2 −1
−1 0

)
jest symetryczna, za± macierz

(
9 4
−2 9

)

nie jest symetryczna.

Wyznaczymy teraz warto±ci wªasne dla macierzy symetrycznej M =

(
a b
b c

)
.

Obliczmy jej wielomian charakterystyczny:

χM(t) =

∣∣∣∣
a− t b

b c− t

∣∣∣∣ = (a− t)(c− t)− b2 = t2 − (a + c)t + ac− b2.
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Warto±ci wªasne to pierwiastki wielomianu χM(t), zatem znajdujemy je rozwi¡zuj¡c
równanie

χM(t) = t2 − (a + c)t + ac− b2 = 0.

Wyró»nik ∆ tego równania kwadratowego wynosi

∆ = (a + c)2 − 4 · 1 · (ac− b2) = a2 + 2ac + c2 − 4ac + 4b2 =

= a2 − 2ac + c2 + 4b2 = (a− c)2 + 4b2 > 0.

Rozwa»my dwa przypadki w zale»no±ci od tego, czy wyró»nik jest równy 0, czy
dodatni.

� Gdy ∆ = 0 wtedy M ma dokªadnie jedn¡ warto±¢ wªasn¡. Mamy wtedy

∆ = (a− c)2 + 4b2 = 0 st¡d a = c i b = 0.

Zatem macierz ma posta¢ M =

(
a 0
0 a

)
i jest to macierz jednokªadno±ci

o skali a. Jej jedyna warto±¢ wªasna to pierwiastek t0 równy

t0 =
a + c

2
=

2a

a
= a.

� Gdy ∆ > 0 wtedy M ma dwie warto±ci wªasne. S¡ one nast¦puj¡ce:

t1 =
a + c−

√
(a− c)2 + 4b2

2
,

t2 =
a + c +

√
(a− c)2 + 4b2

2
.

Z powy»szych rozwa»a« otrzymujemy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 11.3.3. Przeksztaªcenie liniowe o macierzy symetrycznej jest albo jed-
nokªadno±ci¡, albo ma dwie ró»ne warto±ci wªasne.

Wponi»szym ¢wiczeniu przekonamy si¦, »e faktycznie dla przeksztaªcenia o macierzy
symetrycznej, ró»nego od jednokªado±ci, istniej¡ dwie warto±ci wªasne. Wyliczymy
je i znajdziemy odpowiadaj¡ce im wektory wªasne.
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�wiczenie 11.3.4. Znajd¹ warto±ci i wektory wªasne macierzy M =

(
2 −2
−2 −1

)
.

Rozwi¡zanie:
Szukamy pierwiastków wielomianu charakterystycznego macierzy M :

χM(t) =

∣∣∣∣
2− t −2
−2 −1− t

∣∣∣∣ = (2− t)(−1− t)− 4 = −2− 2t + t + t2 − 4 =

= t2 − t− 6,

∆ = 1 + 24 = 25,

t1 =
1− 5

2
= −2, t2 =

1 + 5

2
= 3.

Otrzymali±my dwie warto±ci wªasne, a teraz do ka»dej z nich znajdziemy wektory
wªasne. Zgodnie z de�nicj¡ szukany wektor wªasny X1 odpowiadaj¡cy warto±ci
wªasnej t1 = −2 musi speªnia¢ równo±¢ M ·X1 = t1 ·X1. Mamy zatem
(

2 −2
−2 −1

)(
x1

y1

)
= −2 ·

(
x1

y1

)
⇔

{
2x1 − 2y1 = −2x1

−2x1 − y1 = −2y1
⇔

{
4x1 = 2y1

2x2 = y1
.

Oba równania powy»szego ukªadu sprowadzaj¡ si¦ do równania y1 = 2x1. Zatem
wektory wªasne odpowiadaj¡ce warto±ci wªasnej t1 maj¡ posta¢:

(
x1

y1

)
=

(
x1

2x1

)
= x1 ·

(
1
2

)
.

Takich wektorów jest niesko«czenie wiele. Wszystkie one le»¡ na prostej prze-
chodz¡cej przez (0, 0) o wektorze kierunkowym

(
1
2

)
.

Wektory wªasne X2 odpowiadaj¡ce warto±ci wªasnej t2 = 3 znajdujemy w ana-
logiczny sposób. Maj¡ one posta¢:

(
x2

y2

)
=

(−2y2

y2

)
= y2 ·

(−2
1

)
.

Uwaga 11.3.5.

Wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±-
ciom wªasnym macierzy z powy»szego przykªadu
s¡ prostopadªe. Wida¢ to z rysunku obok, ale dla
sprawdzenia obliczmy iloczyn skalarny, który dla
wektorów prostopadªych ma by¢ równy zero:

X1 ◦X2 =

(
x1

2x1

)
◦

(−2y2

y2

)
= x1 · (−2y2) + 2x1 · y2 = 0.

Powy»sz¡ uwag¦ mo»emy uogólni¢ dla dowolnej macierzy symetrycznej.
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Twierdzenie 11.3.6. Niezerowe wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom
wªasnym t1, t2 przeksztaªcenia liniowego A zadanego macierz¡ symetryczn¡ m(A) =

=

(
a b
b c

)
s¡ do siebie prostopadªe.

Dowód. Chcemy aby macierz symetryczna m(A) miaªa dwie ró»ne warto±ci wªasne.
B¦dziemy korzysta¢ z oblicze« wykonanych na pocz¡tku tego podrozdziaªu. Przy-
pomnijmy, »e pierwiastki wielomianu charakterystycznego równe warto±ciom wªas-
nym dla macierzy

(
a b
b c

)
wynosz¡:

t1,2 =
a + c±√∆

2
, gdzie ∆ = (a− c)2 + 4b2.

Mo»emy przyj¡¢, »e ∆ 6= 0, bo zakªadamy, »e m(A) ma dwa ró»ne pierwiastki. Jako
»e ∆ jest sum¡ kwadratów liczb a − c i 2b oraz »e jest ró»na od zera, wykluczamy
wi¦c mo»liwo±¢, »e jednocze±nie a − c = 0 i b = 0. Wektorów wªasnych szukamy
zatem rozwa»aj¡c osobno przypadki dla b = 0 i dla b 6= 0.

� Gdy b = 0.
Wtedy ∆ = (a− c)2, a skoro zakªadali±my, »e ∆ 6= 0, to a 6= c. Wobec tego

t1,2 =
a + c±

√
(a− c)2

2
=

a + c± |a− c|
2

, st¡d t1 = a, t2 = c.

Wektory wªasne maj¡ posta¢ odpowiednio
(

x
0

)
,

(
0
y

)
, bo:

(
a 0
0 c

)(
x
0

)
=

(
ax
0

)
= a

(
x
0

)
oraz

(
a 0
0 c

) (
0
y

)
=

(
0
cy

)
= c

(
0
y

)
.

Pary wektorów wªasnych odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym, czyli
np.

(−3
0

)
i

(
0
4

)
, s¡ prostopadªe. Mo»emy to sprawdzi¢ licz¡c ich iloczyn

skalarny, albo zauwa»y¢, »e le»¡ one na prostych wyznaczonych przez wersory,
które jak wiemy s¡ do siebie prostopadªe.

� Gdy b 6= 0.
Wyliczamy wektory wªasne dla ka»dej z warto±ci wªasnych. Najpierw zróbmy
to dla t1 = a+c+

√
∆

2
:

(
a b
b c

)(
x1

y1

)
= a+c+

√
∆

2

(
x1

y1

)

(
ax1 + by1

bx1 + cy1

)
=

(
a+c+

√
∆

2
· x1

a+c+
√

∆
2

· y1

)
.

Porównuj¡c pierwsze wspóªrz¦dne otrzymujemy równo±¢:

by1 =
c− a +

√
∆

2
· x1, a st¡d y1 =

c− a +
√

∆

2b
· x1.
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Porwónuj¡c drugie wspóªrz¦dne dostaliby±my tak»e po przeksztaªceniach tak¡
sam¡ zale»no±¢ y1 od x1, wi¦c wystarczy tylko powy»sze wyliczenie. Ostate-
cznie mo»emy ju» zapisa¢ ogóln¡ posta¢ wektorów wªasnych odpowiadaj¡cy
warto±ci wªasnej t1:

X1 =

(
x1

c−a+
√

∆
2b

· x1

)
= x1

(
1

c−a+
√

∆
2b

)
.

Wektory wªasne dla t2 = a+c−√∆
2

wyliczamy w podobny sposób, jednak po-
damy od razu ogóln¡ posta¢ tych wektorów:

X2 =

(
x2

c−a−√∆
2b

· x2

)
= x2

(
1

c−a−√∆
2b

)
.

Pozostaje sprawdzi¢, »e ka»de dwa wektory odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom
wªasnym s¡ do siebie prostopadªe, a wi¦c pytamy, czy ka»dy wektory postaci
X1 jest prostopadªy do ka»dego wektora postaci X2. Obliczmy iloczyn skalarny:

X1 ◦X2 = x1

(
1

c−a+
√

∆
2b

)
x2

(
1

c−a−√∆
2b

)
= x1 · x2

(
1

c−a+
√

∆
2b

)(
1

c−a−√∆
2b

)
=

= x1 · x2

(
1 + c−a+

√
∆

2b
· c−a−√∆

2b

)
= x1 · x2

(
1 +

(c−a)2−(
√

∆)
2

4b2

)
=

= x1 · x2

(
1 + (c−a)2−∆

4b2

)
= x1 · x2

(
1 + (c−a)2−((a−c)2+4b2)

4b2

)
=

= x1 · x2

(
1 + (c−a)2−(a−c)2−4b2)

4b2

)
= x1 · x2

(
1− 4b2

4b2

)
= 0.

Iloczyn skalarny jest równy zero, co oznacza, »e wektory wªasne dla ró»nych
warto±ci wªasnych s¡ parami prostopadªe.

Opiszemy teraz pewne szczególne przeksztaªcenie liniowe T , dzi¦ki któremu wy-
ci¡gniemy nast¦pnie ciekawy wniosek dotycz¡cy geometycznej natury przeksztaªce«
zadanych macierzami symetrycznymi.
Przyjmijmy, »e dla przeksztaªenia T wersor E1 =

(
1
0

)
jest wektorem wªasnym

odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej t1, a E2 =

(
0
1

)
jest wektorem wªasnym warto±ci

t2. Zachodz¡ zatem równo±ci:

T

(
1
0

)
= t1

(
1
0

)
=

(
t1
0

)
, T

(
0
1

)
= t2

(
0
1

)
=

(
0
t2

)
.

Znaj¡c obrazy wersorów mo»emy ju» zapisa¢ macierz przeksztaªcenia T :

m(T ) =

(
t1 0
0 t2

)
.
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Macierz tego przeksztaªcenia jest równa iloczynowi macierzy
(

t1 0
0 1

)
i

(
1 0
0 t2

)
.

Rzeczywi±cie mamy, »e
(

t1 0
0 1

)
·
(

1 0
0 t2

)
=

(
t1 0
0 t2

)
.

Wymienione wy»ej macierze to kolejno macierze powinowactwa prostok¡tnego wzgl¦-
dem osi Oy o skali t1 i powinowactwa wzgl¦dem Ox o skali t2. Zauwa»my, »e o± Oy
jest prostopadªa do wektorów wªasnych o warto±ci wªasnej t1, a o± Ox prostopadªa
do wektora wªasnego drugiej warto±ci wªasnej.

Wniosek 11.3.7. Przeksztaªcenie T o dwóch warto±ciach wªasnych t1, t2, zadane
macierz¡

(
t1 0
0 t2

)
jest zªo»eniem dwóch powinowactw prostok¡tnych o skalach rów-

nych warto±ciom wªasnym T i osiach odpowiednio prostopadªych do wektorów wªas-
nych odpowiadaj¡cym tym warto±ciom wªasnym.

Zajmijmy si¦ teraz przeksztaªceniem T danym macierz¡ symetryczn¡
(

a b
b c

)
,

gdzie b 6= 0 (wtedy mamy dwie ró»ne warto±ci wªasne). Niech t1, t2 b¦d¡ warto±-
ciami wªasnymi przeksztaªcenia T , a X1, X2 odpowiednio wektorami wªasnymi dla
tych warto±ci wªasnych. Wiemy z Twierdzenia 11.3.6, »e X1, X2 s¡ wzgl¦dem siebie
prostopadªe, poniewa» odpowiadaj¡ ró»nym warto±ciom wªasnym. Wyznaczmy za-
tem wspóªliniowe z tymi wektorami osie nowego ukªadu wspóªrz¦dnych. W tym
nowym ukªadzie rozwa»my przeksztaªcenie S, które jest zªo»eniem powinowactw
o osiach odpowiednio zgodnych z osiami nowego ukªadu i o skalach równych odpowie-
dnio warto±ciom wªasnym t1 i t2. Poprzez analogi¦ z Wnioskiem 11.3.7 stwierdzamy,
»e S w nowym ukªadzie wyra»a si¦ macierz¡

(
t1 0
0 t2

)
. Do dalszych rozwa»a« po-

trzebny nam b¦dzie poni»szy pomocniczy fakt.

Fakt 11.3.8. Niech T, S b¦d¡ liniowymi przeksztaªceniami pªaszczyzny. Je±li dla
pewnych niewspóªliniowych wektorów X, Y ∈ R2 mamy, »e T (X) = S(X) oraz
T (Y ) = S(Y ) , to przeksztaªcenia T i S s¡ równe.
Dowód. Przypomnijmy najpierw, »e dowolny wektor pªaszczyzny mo»na rozªo»y¢
w kombinacj¦ liniow¡ wektorów niewspóªliniowych (Fakt 2.10.2). Niech wi¦c wek-
torami rozkªadu b¦d¡ wektory X i Y takie, jak w zaªo»eniu. Mamy zatem, »e dla
dowolnego Z ∈ R2

Z = t ·X + s · Y dla pewnych t, s ∈ R.

Korzystaj¡c z tego, »e przeksztaªcenia T i S, jako liniowe, zachowuj¡ kombinacje
liniowe wektorów, a tak»e z zaªo»onych równo±ci T (X) = S(X) i T (Y ) = S(Y )
mamy:

T (Z) = T (t ·X + s · Y ) = t · T (X) + s · T (Y ) = t · S(X) + s · S(Y ) =

= S(t ·X + s · Y ) = S(Z).

Otrzymali±my wi¦c, »e obraz wektora Z przez T i obraz Z przez S s¡ jednakowe.
Wobec dowolno±ci wektora Z mamy, »e T = S.
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Poka»emy teraz, »e przeksztaªcenia T i S, którymi si¦ zajmujemy s¡ równe. W tym
celu posªu»ymy si¦ powy»szym faktem. Porównajmy obrazy przez oba te przeksztaª-
cenia wektorów wªasnych X1, X2. Mamy oczywi±cie, »e

T (X1) = t1 ·X1, T (X2) = t2 ·X2,

bo s¡ to wektory wªasne przeksztaªcenia T . Przeksztaªcenie S wyra»one jest w nowym
ukªadzie, zatem zapiszmy tak»e wektory X1 i X2 w nowych wspóªrz¦dnych. Za-
uwa»my, »e wektory te pokrywaj¡ si¦ z osiami ukªadu, zatem odpowiedni¡, jedn¡
ze wspóªrz¦dnych b¦d¡ miaªy zerow¡. Niech wi¦c X1 =

(
x′1
0

)
, X2 =

(
0
y′2

)
. Mamy

wtedy:
S(X1) =

(
t1 0
0 t2

)(
x′1
0

)
=

(
t1 · x′1

0

)
= t1 ·

(
x′1
0

)
= t1 ·X1,

S(X2) =

(
t1 0
0 t2

)(
0
y′2

)
=

(
0

t2 · y′2

)
= t2 ·

(
0
y′2

)
= t2 ·X2.

Otrzymali±my wi¦c, »e T (X1) = S(X1) oraz T (X2) = S(X2), co zgodnie z Faktem
11.3.8, wystarcza aby stwierdzi¢, »e T = S.
Z powy»szych rozwa»a« wynikaj¡ nast¦puj¡ce wnioski.

Wniosek 11.3.9. Przeksztaªcenie liniowe o macierzy symetrycznej
(

a b
b c

)
w ukªa-

dzie wspóªrz¦dnych, którego osie wyznaczone s¡ przez wektory wªasne odpowiada-
j¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym t1, t2 tego przeksztaªcenia, zadane jest macierz¡

(
t1 0
0 t2

)
=




a+c−
√

(a−c)2+4b2

2
0

0
a+c+

√
(a−c)2+4b2

2


 .

Wniosek 11.3.10. Przeksztaªcenie liniowe T o macierzy symetrycznej
(

a b
b c

)
jest

zªo»eniem powinowactw prostok¡tnych o skalach równych warto±ciom wªasnym T
i o osiach odpowiednio wspóªliniowych z wektorami wªasnymi odpowiadaj¡cymi tym
warto±ciom wªasnym.
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Przykªad 11.3.11. Przeksztaªcenie T o macierzy M =

(
2 −2
−2 −1

)
z �wiczenia

11.3.4 jest zªo»eniem powinowactw prostok¡tnych:

� o osi wyznaczonej przez wektor wªasny
(

1
2

)
i skali −2,

� o osi wyznaczonej przez wektor wªasny
(−2

1

)
i skali 3.

Dobieraj¡c ukªad wspóªrz¦dnych o osiach wyznaczonych przez wektory
(

1
2

)

i
(−2

1

)
macierz tego przeksztaªcenia zapisujemu jako

(−2 0
0 3

)
.

11.4 Diagonalizacja macierzy
W tym podrozdziale zajmiemy si¦ metod¡, zwan¡ diagonalizacj¡, pokazuj¡c¡ zwi¡-
zek pomi¦dzy dowoln¡ macierz¡ o okre±lonych warto±ciach wªasnych, a macierz¡
prostszej postaci (macierz¡ diagonaln¡), ale maj¡c¡ te same warto±ci wªasne.
De�nicja 11.4.1. Macierz¡ diagonaln¡ nazywamy macierz kwadratow¡, której
wszystkie wyrazy poza gªówn¡ przek¡tn¡ s¡ zerowe.

Przykªad 11.4.2. Macierzami diagonalnymi s¡ np:

(
9 0
0 −1

)
,




1 0 0
0 −3 0
0 0 4


 ,

(
0 0
0 −5

)
.
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De�nicja 11.4.3. Niech X1 =

(
x1

y1

)
, X2 =

(
x2

y2

)
b¦d¡ liniowo niezale»nymi wek-

torami. Macierz P =

(
x1 x2

y1 y2

)
nazywamy macierz¡ przej±cia od wersorów

(
1
0

)

i
(

0
1

)
do wektorów X1 i X2.

Podamy teraz trzy fakty, które nast¦pnie prowadz¡ do wniosku opisuj¡cego za-
le»no±¢ mi¦dzy dan¡ macierz¡ a macierz¡ diagonaln¡ o tych samych warto±ciach
wªasnych co ta macierz.

Fakt 11.4.4. Dla dowolnej macierzy M =

(
a b
c d

)
oraz macierzy przej±cia

P =

(
x1 x2

y1 y2

)
iloczyn M · P =

(
x′1 x′2
y′1 y′2

)
jest macierz¡, której kolumny speªniaj¡

zale»no±ci: (
x′1
y′1

)
= M

(
x1

y1

)
,

(
x′2
y′2

)
= M

(
x2

y2

)
.

Dowód. Obliczamy iloczyn macierzy M · P :

M · P =

(
a b
c d

)(
x1 x2

y1 y2

)
=

(
ax1 + by1 ax2 + by2

cx1 + dy1 cx2 + dy2

)
.

Pozostaje sprawdzi¢, »e zachodz¡ podane wy»ej zale»no±ci:

M

(
x1

y1

)
=

(
a b
c d

)(
x1

y1

)
=

(
ax1 + by1

cx1 + dy1

)
� pierwsza kolumna macierzyM · P,

M

(
x2

y2

)
=

(
a b
c d

)(
x2

y2

)
=

(
ax2 + by2

cx2 + dy2

)
� druga kolumna macierzyM · P.

Wprowad¹my teraz kilka oznacze«, które b¦d¡ obowi¡zywa¢ w dwóch kolejnych fak-
tach i ko«cowym wniosku.

� Niech M b¦dzie macierz¡ o dwóch ró»nych warto±ciach wªasnych t1, t2.

� X1 =

(
x1

y1

)
i X2 =

(
x2

y2

)
niech b¦d¡ niezerowymi wektorami wªasnymi

odpowiadaj¡cymi odpowiednio warto±ciom wªasnym t1, t2.

� Przez DM oznaczmy macierz diagonaln¡
(

t1 0
0 t2

)
utworzon¡ z warto±ci wªas-

nych macierzy M .

� Macierz P =

(
x1 x2

y1 y2

)
to b¦dzie macierz przej±cia od wersorów do podanych

wy»ej wektorów wªasnych X1, X2 macierzy M .
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Fakt 11.4.5. Wektory X1, X2 s¡ liniowo niezale»ne.

Dowód. Niech T b¦dzie przeksztaªceniem o macierzy M . Wtedy wektory X1, X2,
jako wektory wªasne tego przeksztaªcenia o ró»nych warto±ciach wªasnych t1, t2,
speªaniaj¡ równo±ci: T (X1) = t1 ·X1 oraz T (X2) = t2 ·X2. Gdyby wektory te byªy
liniowo zale»ne, to mieliby±my, »e X2 = s ·X1. Korzystaj¡c dodatkowo z jednorod-
no±ci przeksztaªce« liniowych (Uwaga 10.1.2) otrzymaliby±my:

t2 ·X2 = T (X2) = T (s ·X1) = s · T (X1) = s · t1 ·X1 = t1 · s ·X1 = t1 ·X2.

St¡d mieliby±my, »e t1 = t2, ale to jest sprzeczne z zaªo»eniem, »e warto±ci wªasne
tego przeksztaªcenia s¡ ró»ne.

Fakt 11.4.6. Dla dowolnej macierzy M o dwóch ró»nych warto±ciach wªasnych
zachodzi wzór

M · P = P ·DM . (11.4.1)

Dowód. Wyliczamy bezpo±rednio lew¡ i praw¡ stron¦ równania.

Lewa: M · P = M ·
(

x1 x2

y1 y2

)
=

(
x′1 x′2
y′1 y′2

)
=

(
t1x1 t2x2

t1y1 t2y2

)
,

bo z faktu 11.4.4 mamy, »e
(

x′1
y′1

)
= M

(
x1

y1

)
= t1·

(
x1

y1

)
=

(
t1x1

t1y1

)
, oraz

(
x′2
y′2

)
= M

(
x2

y2

)
= t2·

(
x2

y2

)
=

(
t2x2

t2y2

)
.

Prawa: P ·DM =

(
x1 x2

y1 y2

)(
t1 0
0 t2

)
=

(
t1x1 t2x2

t1y1 t2y2

)
.

Otrzymali±my równo±¢ obu stron wzoru (11.4.1).

Wniosek 11.4.7. Dla dowolnej macierzy M o dwóch ró»nych warto±ciach wªasnych
mamy:

♦ M = P ·DM · P−1. ♦ (11.4.2)

Dowód. P jest macierz¡ odwracaln¡, poniewa» det P = det(X1, X2) 6= 0, bo X1, X2

s¡ liniowo niezale»ne (Fakt 11.4.5). Zatem istnieje macierz odwrotna P−1. Mno»¡c
obustronnie równo±¢ (11.4.1) z lewej strony przez P−1 otrzymujemy równo±¢ z tego
wniosku.

Przedstawienie macierzy M w postaci (11.4.2) nazywamy diagonalizacj¡.

Uwaga 11.4.8. Dla macierzy symetrycznych diagonalizacja mo»e by¢ rozumiana
jako algebraiczny sposób wyra»enia Wniosku 11.3.9 z poprzedniego podrozdziaªu.

Uwaga 11.4.9. Istniej¡ macierze, których nie da si¦ zdiagonalizowa¢. S¡ to takie
macierze, które nie maj¡ warto±ci wªasnych, np. macierz obrotu, lub które maj¡
jedn¡ warto±¢ wªasn¡, ale nie s¡ postaci

(
t 0
0 t

)
, np. macierz

(
2 −1
1 2

)
. Tych faktów

nie b¦dziemy dowodzi¢.
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11.5 Zastosowanie diagonalizacji
11.5.1. Pot¦gowanie macierzy

Pot¦gowanie macierzy jako mno»enie wiele razy tej samej macierzy przez siebie jest
bardzo pracochªonne. Ograniczmy si¦ najpierw do prostego przypadku pot¦gowania
macierzy diagonalnych, czyli postaci M =

(
a 0
0 b

)
. Mamy wtedy:

M2 =

(
a 0
0 b

)(
a 0
0 b

)
=

(
a2 0
0 b2

)
,

M3 = M2 ·M =

(
a2 0
0 b2

)(
a 0
0 b

)
=

(
a3 0
0 b3

)
.

Mo»emy te» udowodni¢ indukcyjnie, »e dla dowolnej pot¦gi n ∈ N mamy:

Mn =

(
an 0
0 bn

)
.

Dowód. Warunek pocz¡tkowy zachodzi, bo dla n = 1 mamy M1 = M .
Krok indukcyjny równie» ªatwo pokaza¢. Zakªadamy prawdziwo±¢ tezy dla n − 1,
czyli, »e Mn−1 =

(
an−1 0

0 bn−1

)
. Poka»emy, »e teza zachodzi te» dla n. Mamy

bowiem:
Mn = Mn−1 ·M =

(
an−1 0

0 bn−1

)(
a 0
0 b

)
=

(
an 0
0 bn

)
.

Dla dowolnych macierzy M pot¦gowanie jest ju» bardziej skomplikowane. �atwiej-
szym sposobem jest wykorzystanie do tego diagonalizacji, je±li oczywi±cie dla danej
macierzy diagonalizacja jest mo»liwa, a wi¦c np. dla macierzy o dwóch ró»nych
warto±ciach ªasnych. Zgodnie z Wnioskiem 11.4.7 mamy, »e M = PDMP−1, a st¡d:

M2 = (PDMP−1)(PDMP−1) = PDM(P−1P )DMP−1 = PD2
MP−1,

M3 = M2 ·M = PD2
MP−1PDMP−1 = PD2

MDMP−1 = PD3
MP−1.

Mo»emy te» ªatwo indukcyjnie dowie±¢ (pomijamy dowód), »e dla n ∈ N

Mn = (PDMP−1)n = PDn
MP−1.

Zobaczmy na przykªadzie, w jaki sposób pot¦gujemy macierze, które daj¡ si¦ zdia-
gonalizowa¢.

116



Przykªad 11.5.2. Obliczmy M4 dla macierzy M =

(
3 4
4 −3

)
.

Szukamy najpierw warto±ci i wektory wªasne dla M . Zatem rozwi¡zujemy rów-
nanie ∣∣∣∣

3− t 4
4 −3− t

∣∣∣∣ = (t− 3)(t + 3)− 16 = t2 − 25 = 0,

st¡d t1 = 5, t2 = −5. Wyznaczmy teraz przykªadowe wektory wªasne X1, X2:

� dla t1 = 5

(
3 4
4 −3

)(
x
y

)
=

(
5x
5y

)
⇔

{
3x + 4y = 5
4x− 3y = 5

⇔ x = 2y

st¡d np. X1 =

(
2
1

)
;

� dla t2 = −5

(
3 4
4 −3

)(
x
y

)
=

(−5x
−5y

)
⇔

{
3x + 4y = −5
4x− 3y = −5

⇔ x = −1
2
y

st¡d np. X2 =

(−1
2

)
.

Zatem mamy P =

(
2 −1
1 2

)
i obliczamy P−1:

det P = 5, wi¦c P−1 =
1

5

(
2 1
−1 2

)
=

(
2
5

1
5

−1
5

2
5

)
.

Mo»emy zatem ju» obliczy¢ pot¦g¦ M4 stosuj¡c diagonalizacj¦:

M4 = (PDP−1)4 = PD4P−1 =

(
2 −1
1 2

)(
54 0
0 (−5)4

)(
2
5

1
5

−1
5

2
5

)
=

=

(
2 −1
1 2

)(
625 0
0 625

)(
2
5

1
5

−1
5

2
5

)
=

(
2 −1
1 2

)(
250 125
−125 250

)
=

(
625 0
0 625

)
.

11.5.3. Ci¡gi zadane wzorami rekurencyjnymi

Ci¡gi cz¦sto opisujemy przez podanie wzoru na wyraz ogólny, z którego mo»emy
wyznaczy¢ dowolny element ci¡gu. Jednak»e niektóre ci¡gi zadane s¡ tzw. wzorem
rekurencyjnym, czyli zawieraj¡cym pewne wprost podane wyrazy pocz¡tkowe
i równanie opisuj¡ce zale»no±¢ mi¦dzy danym wyrazem ci¡gu a poprzednim (poprzed-
nimi). Oto przykªad ci¡gu (xn)∞n=0 danego wzorem rekurencyjnym:

x0 = 1, x1 = 1, xn+1 = 2xn + 3xn−1 dla n > 1.
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Taki opis jednoznacznie wyznacza ci¡g, mo»emy wypisa¢ jego kolejne wyrazy:
x2 = 2x1 + 3x0 = 2 · 1 + 3 · 1 = 5
x3 = 2x2 + 3x1 = 2 · 5 + 3 · 1 = 13
x4 = 41
...
xn =?

Niestety nie znamy wzoru na ogólny wyraz ci¡gu, ale wyznaczymy go posªuguj¡c si¦
diagonalizacj¡ macierzy. Pomysª polega na tym, »e wyra»amy par¦

(
xn+1

xn

)
poprzez

par¦
(

xn

xn−1

)
korzystaj¡c z równo±ci:

xn+1 = 2xn + 3xn−1

xn = xn
, z których mamy

(
xn+1

xn

)
=

(
2 3
1 0

)(
xn

xn−1

)
.

Mo»emy dalej w sposób analogiczny wyra»a¢ kolejne pary, a» dojdziemy do pary
utworzonej z wyrazów pocz¡tkowych

(
x1

x0

)
:

(
xn+1

xn

)
=

(
2 3
1 0

)(
xn

xn−1

)
=

(
2 3
1 0

)(
2 3
1 0

)(
xn−1

xn−2

)
= · · · =

(
2 3
1 0

)n (
x1

x0

)
.

Oznaczaj¡c teraz wyst¦puj¡c¡ tu macierz jako M =

(
2 3
1 0

)
mo»emy zapisa¢, »e

(F)

(
xn+1

xn

)
= Mn

(
1
1

)
.

Z tej równo±ci b¦dziemy mogli ju» wyznaczy¢ wzór na wyraz ogólny xn u»ywaj¡c
diagonalizacji macierzy M , by obliczy¢ jej pot¦g¦. Warto±ci wªasne tej macierzy to
−1 i 3 (ªatwo je obliczy¢ jednak rachunek pomijamy), a odpowiadaj¡ce im wektory
wªasne to kolejno

(−1
1

)
i
(

3
1

)
. Zatem macierz diagonalna D oraz macierz przej±cia

P dla macierzy M s¡ nast¦puj¡ce:

D =

(−1 0
0 3

)
, P =

(−1 3
1 1

)
.

Potrzebujemy jeszcze obliczy¢ P−1:

P−1 =

(−1 3
1 1

)−1

=
1

det P

(
1 −3
−1 −1

)
= −1

4

(
1 −3
−1 −1

)
=

1

4

(−1 3
1 1

)
.

Wykorzystuj¡c diagonalizacj¦ macierzy M obliczamy Mn:

Mn = PDnP−1 = 1
4

(−1 3
1 1

)(−1 0
0 3

)n (−1 3
1 1

)
=

= 1
4

(−1 3
1 1

)(
(−1)n 0

0 3n

)(−1 3
1 1

)
= 1

4

(−(−1)n 3 · 3n

(−1)n 3n

)(−1 3
1 1

)
=

= 1
4

(
(−1)n + 3 · 3n −3 · (−1)n + 3 · 3n

−(−1)n + 3n 3 · (−1)n + 3n

)
.
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Mo»emy ju» z równania (F) obliczy¢ xn:

xn = 1
4

((− (−1)n + 3n
) · 1 +

(
3 · (−1)n + 3n

) · 1
)

=

= 1
4

(
2 · (−1)n + 2 · 3n

)
= 1

2
· (−1)n + 1

2
· 3n.

Z tego wzoru mo»emy np. obliczy¢

x4 =
1

2
· (−1)4 +

1

2
· 34 =

1

2
· 1 +

1

2
· 81 =

1

2
· 82 = 41.

Widzimy, ze warto±¢ ta zgadza si¦ z warto±ci¡ wyliczon¡ poprzednio bezpo±rednio
z rekurencyjnej de�nicji ci¡gu.
Poni»sza uwaga to obserwacja wynikaj¡ca z powy»szego przykªadu.

Uwaga 11.5.4. Je±li mamy dane równanie rekurencyjne xn+1 = p · xn + q · xn−1

i macierz
(

p q
1 0

)
o dwóch ró»nych warto±ciach wªasnych t1, t2, to wówczas wyraz

ogólny xn wyra»a si¦ wzorem

xn = A · tn1 + B · tn2 ,

gdzie A, B s¡ staªymi, które mo»na wyliczy¢ podstawiaj¡c do wzoru ogólnego pier-
wsze dwa wyrazy ci¡gu (bo te s¡ dane).

Przykªad 11.5.5. Sprawd¹my, »e uwaga ta zachodzi dla ci¡gu, który rozwa»ali-
±my ju» wcze±niej:

x0 = 1, x1 = 1, xn+1 = 2xn + 3xn−1 dla n > 1.

Warto±ci wªasne macierzy
(

2 3
1 0

)
to −1 i 3 zatem szukamy A i B, dla których

xn = A · (−1)n + B · 3n.

Podstawmy dwa pierwsze wyrazy ci¡gu:

1 = x0 = A · (−1)0 + B · 3n = A + B
1 = x1 = A · (−1)1 + B · 31 = −A + 3B

st¡d A =
1

2
, B =

1

2
.

Wspóªczynniki te zgadzaj¡ si¦ z tymi, które otrzymali±my we wcze±niejszych obli-
czeniach.

119



11.6 Diagonalizacja ortogonalna macierzy symetry-
cznych

De�nicja 11.6.1. Macierz
(

a c
b d

)
, dla której wektory utworzone z kolumn, czyli

(
a
b

)
i
(

c
d

)
s¡ wektorami dªugo±ci 1 i s¡ do siebie prostopadªe, nazywamy macierz¡

ortogonaln¡.

Mo»emy powiedzie¢, jak¡ posta¢ maj¡ takie macierze, poniewa» je±li
(

a
b

)
⊥

(
c
d

)

oraz
∣∣∣∣
(

a
b

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
(

c
d

)∣∣∣∣, to
(

c
d

)
=

(−b
a

)
lub

(
c
d

)
=

(
b
−a

)
. Zatem macierz

ortogonala to
(

a −b
b a

)
lub

(
a b
b −a

)
, gdzie a2 + b2 = 1.

Przykªad 11.6.2. Macierze
(

1
2

−
√

3
2√

3
2

1
2

)
,
(

1 0
0 1

)
,
(

0 1
−1 0

)
s¡ ortogonalne.

De�nicja 11.6.3. Diagonalizacja ortogonalna to przedstawienie macierzy M
w postaci M = P ·D · P−1, gdzie D jest macierz¡ diagonaln¡, a P macierz¡ ortog-
onaln¡.

Fakt 11.6.4. Ka»da macierz symetryczna M posiada diagonalizacj¦ ortogonaln¡.

Dowód. Dla dowolnej macierzy symetrycznej M zachodzi jeden z poni»szych dwóch
przypadków (Twierdzenie 11.3.3):

(1) M jest postaci
(

a 0
0 a

)
;

(2) M ma dwie ró»ne warto±ci wªasne.

W pierwszym przypadku diagonalizacja ortogonalna jest bardzo prosta. Macierz
M jest diagonalna, dlatego traktujemy j¡ jako macierz D wyst¦puj¡c¡ we wzorze
M = P · D · P−1. Je±li za macierz P przyjmiemy macierz jednostkow¡ (jest ona
ortogonalna), to faktycznie wzór ten b¦dzie speªniony, bo:

M =

(
a 0
0 a

)
=

(
1 0
0 1

)(
a 0
0 a

) (
1 0
0 1

)
= P ·D · P−1.

Je±li zachodzi przypadek drugi, to mo»emy wtedy dokona¢ diagonalizacji u»y-
waj¡c macierzy przej±cia P utworzonej z wektorów wªasnych dla warto±ci wªasnych
macierzy M . Wiemy z Twierdzenia 11.3.6, »e wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym

120



warto±ciom wªasnym dla macierzy symetrycznych s¡ do siebie prostopadªe. Wystar-
czy zatem wzi¡¢ odpowiednio wektory wspóªliniowe z nimi, ale dªugo±ci 1. Otrzy-
mamy wi¦c wektory wªasne jednostkowe i prostopadªe, z których tworzymy macierz
przej±cia P . Macierz ta jest ortogonalna, tak jak chcieli±my.

Przykªad 11.6.5. Przeprowad¹ ortogonaln¡ diagonalizacj¦ macierzy
(

0 2
2 −3

)
.

Wynaczmy warto±ci i wektory wªasne:
∣∣∣∣
−t 2
2 −3− t

∣∣∣∣ = −t(−3− t)− 4 = t2 + 3t− 4

∆ = 9 + 16 = 25

t1 = −4, t2 = 1,

(
0 2
2 −3

)(
x
y

)
=

(−4x
−4y

) (
0 2
2 −3

)(
x
y

)
=

(
x
y

)

{
2y = −4x
2x− 3y = −4y

{
2y = x
2x− 3y = y

y = −2x 2y = x

X1 =

(
x
−2x

)
, X2 =

(
2y
y

)
.

Szukamy teraz takich wektorów wªasnych, »eby |X1| = |X2| = 1:

x2 + (−2x)2 = 1 (2y)2 + y2 = 1
5x2 = 1 5y2 = 1

x = ±
√

5
5

, y = ±
√

5
5

.

Wektory wªasne dla warto±ci wªasnych −4 i 1 to odpowiednio
( √

5
5

−2
√

5
5

)
i
(

2
√

5
5√
5

5

)
.

Tworzymy z nich macierz przej±cia, która jest ortogonalna P =

( √
5

5
2
√

5
5

−2
√

5
5

√
5

5

)

i wyliczamy do niej macierz odwrotn¡ (wzór (10.4.2)):

P−1 =
1

det P

( √
5

5
−2

√
5

5
2
√

5
5

√
5

5

)
=

( √
5

5
−2

√
5

5
2
√

5
5

√
5

5

)
.

Mo»emy ju» zapisa¢:
(

0 2
2 −3

)
= PDP−1 =

( √
5

5
2
√

5
5

−2
√

5
5

√
5

5

) (−4 0
0 1

) ( √
5

5
−2

√
5

5
2
√

5
5

√
5

5

)
.
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Rozdziaª 12

Liczby zespolone

12.1 De�nicja i dziaªania na liczbach zespolonych
Liczby rzeczywiste mo»emy poszerzy¢ o takie liczby, których kwadraty s¡ liczbami
ujemnymi. Je±li oznaczymy przez i liczb¦ tak¡, »e

i2 = i · i = −1,

zwan¡ jednostk¡ urojon¡, to dowoln¡ liczb¦ której kwadrat jest liczb¡ ujemn¡
mo»emy zapisa¢ jako

x · i = i · x, gdzie x ∈ R.

Dla przykªadu:
√−5 =

√
5 · i.

De�nicja 12.1.1. Ka»dy symbol postaci a + bi, gdzie a, b ∈ R nazywamy liczb¡
zespolon¡. Ponadto dwie liczby zespolone a + bi oraz c + di nazywamy równymi,
gdy a = c oraz b = d.

Liczby zespolone oznacza¢ b¦dziemy symbolami literowymi: z, z1, z2, u, w itp.
Liczby rzeczywiste wyst¦puj¡ce w zapisie liczby zespolonej maj¡ specjalne nazwy.
Je±li z = a + bi, to liczb¦ a nazywamy cz¦±ci¡ rzeczywist¡ liczby z, za± b cz¦±ci¡
urojon¡. Piszemy wtedy, »e a = Re z, b = Im z.

Uwaga 12.1.2. Ka»da liczba rzeczywista a jest szczególnym przypadkiem liczby
zespolonej, poniewa» mo»emy j¡ zapisa¢ jako a = a + 0 · i. Jest to taka liczba
zespolona z, dla której Re z = a, Im z = 0.

Uwaga 12.1.3. Jednostka urojona i jest liczb¡ zespolon¡ postaci 0+1 · i. W szcze-
gólno±ci, Re i = 0 , a Im i = 1.

12.1.4. Dziaªania na liczbach zespolonych

Okre±laj¡c dziaªania na liczbach zespolonych b¦dziemy wykorzystywa¢ nast¦puj¡ce
zaªo»enia:

� dodawanie i mno»enie jest przemienne;

� mno»enie jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania.
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Cztery podstawowe dziaªania na liczbach zespolonych de�niujemy nast¦puj¡co:

1. (a + bi) + (c + di) = a + c + (b + d)i

2. (a + bi) · (c + di) = ac + (ad + bc)i + bdi2 = ac + adi + bci + bd(−1) =
= ac− bd + (ad + bc)i

3. (a + bi)− (c + di) = a− c + (b− d)i

4. Opiszemy dwa sposoby wykonywania dziaªania dzielenia liczb zespolonych

(a + bi) : (c + di), gdzie c + di 6= 0, czyli (c, d) 6= (0, 0).

I sposób:
Szukamy takich liczb x, y ∈ R, które utworz¡ liczb¦ zespolon¡ równ¡ ilorazowi
danych liczb, czyli takich, »e

(a + bi) : (c + di) = x + y · i.

Mno»enie jest operacj¡ odwrotn¡ do dzielenia zatem (c+di)(x+yi) = (a+bi).
Po wymno»eniu i uporz¡dkowaniu wyrazów mamy

cx− dy + (dx + cy)i = a + bi.

Porównuj¡c teraz cz¦±ci rzeczywiste i urojone po obu stronach równo±ci otrzy-
mujemy ukªad równa«, który rozwi¡zujemy metod¡ wyznacznikow¡:

{
cx− dy = a
dx + cy = b

W = c2 + d2 > 0, bo (c, d) 6= (0, 0).

Wx =

∣∣∣∣
a −d
b c

∣∣∣∣ = ac + bd

Wy =

∣∣∣∣
c a
d b

∣∣∣∣ = cb− ad

x = ac+bd
c2+d2 , y = cb−ad

c2+d2 .

Zatem mo»emy ju» zapisa¢ dziaªanie dzielenia:

(a + bi) : (c + di) =
ac + bd

c2 + d2
+

cb− ad

c2 + d2
i.

II sposób:
Zapisujemy iloraz w postaci uªamka i korzystaj¡c z równo±ci wyliczonej poni»ej

(c + di)(c− di) = c2 − cdi + cdi− d2i2 = c2 + d2

mno»ymy licznik i mianownik przez odpowiednie wyra»enie:

a + bi

c + di
=

(a + bi)(c− di)

(c + di)(c− di)
=

ac + bd + (bc− ad)i

c2 + d2
=

ac + bd

c2 + d2
+

cb− ad

c2 + d2
i.
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Prze¢wiczmy teraz poznane dziaªania na liczbach zespolonych wykonuj¡c kilka obli-
cze«.

Przykªad 12.1.5. Obliczmy:

a) 3− 4i + (2 + 3i) = 3 + 2 + (−4 + 3)i = 5− i;

b) 3+i
2−4i

= 3+i
2−4i

· 2+4i
2+4i

= 6−4+(12+2)i
4+16

= 2+14i
20

= 1
10

+ 7
10

i.

W nast¦pnym ¢wiczeniu wykorzystamy fakt, »e dwie liczby zespolone s¡ równe, je±li
ich cz¦±ci rzeczywiste i urojone s¡ równe.

�wiczenie 12.1.6. Znajd¹ liczb¦ zespolon¡ z speªniaj¡c¡ równo±¢ (5+2i)+ z =
zi.
Rozwi¡zanie:
Zapiszmy liczb¦ z jako a + bi. Mamy wtedy:

(5 + 2i) + (a + bi) = (a + bi)i
(5 + a) + (2 + b)i = ai + bi2

(5 + a) + (2 + b)i = −b + ai.

Porównuj¡c teraz cz¦±ci rzeczywiste i urojone liczb po obu stronach równo±ci
otrzymujemy ukªad równa«:

{
5 + a = −b
2 + b = a

⇔
{

a + b = −5
a− b = 2

W =

∣∣∣∣
1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2, Wx =

∣∣∣∣
−5 1
2 −1

∣∣∣∣ = 3, Wy =

∣∣∣∣
1 −5
1 2

∣∣∣∣ = 7,

zatem a =
Wx

W
= −3

2
, b =

wy

W
= −7

2
.

Szukan¡ liczb¡ jest z = −3
2
− 7

2
i.

12.2 Interpretacja geometryczna liczb zespolonych
Uporz¡dkowana para liczb rzeczywistych wyznacza je-
dnoznacznie liczb¦ zespolon¡. Pierwsza z nich oznacza
cz¦±¢ rzeczywist¡, a druga cz¦±¢ urojon¡ tej liczby.
Mo»emy zatem liczb¦ zespolon¡ z = a + bi uto»samia¢
z punktem (a, b) lub jego wektorem wodz¡cym [a, b].
Dzi¦ki takiej interpretacji liczb zespolonych, mo»emy
je zaznacza¢ w ukªadzie wspóªrz¦dnych o osiach Re
(o± rzeczywista) i Im (o± urojona), tak jak to przed-
stawia rysunek obok. Punkty z osi Re to po prostu
liczby rzeczywiste.
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W dalszej cz¦±ci przekonamy si¦ tak»e, »e w takim ukªadzie wspóªrz¦dnych ªatwo
interpretowa¢ dziaªania na liczbach zespolonych. Teraz natomiast poznamy dwie
de�nicje, które odnosz¡ si¦ do interpretacji liczby zespolonej jako wektora.
De�nicja 12.2.1. Moduªem liczby zespolonej z = a + bi nazywamy dªugo±¢ wek-
tora [a, b], z którym uto»samiamy t¦ liczb¦. Oznaczamy go przez |z|. Zatem

♦ |z| = |a + bi| = |[a, b]| =
√

a2 + b2. ♦ (12.2.1)

Uwaga 12.2.2. Moduª jest uogólnieniem poj¦cia warto±ci bezwzgl¦dnej liczb rze-
czywistych. Dla z ∈ R mamy bowiem, »e |z| = |a + 0 · i| =

√
a2 = |a|.

De�nicja 12.2.3. Argumentem liczby zespolonej z = a + bi, oznaczanym arg z,
nazywamy k¡t biegunowy wektora [a, b].

Na rysunku obok zaznaczony jest k¡t ϕ b¦d¡cy ar-
gumentem liczby zespolonej z. Wyznaczamy go ana-
logiczne do wyznaczania k¡ta biegunowego wektora
[a, b]. Korzystaj¡c z rysunku obok mo»na uzasadni¢,
»e argument ϕ liczby z speªnia poni»szy ukªad rów-
na«: {

a√
a2+b2

= Rez
|z| = cos ϕ

b√
a2+b2

= Imz
|z| = sin ϕ

. (12.2.2)

Uwaga 12.2.4. Argument ϕ, podobnie jak k¡t biegunowy wektora, nale»y do prze-
dziaªu [0, 2π). Jednak istniej¡ tak»e inne k¡ty speªniaj¡ce warunek (12.2.2). S¡ to
k¡ty równe ϕ + 2kπ, gdzie k ∈ Z.

Przykªad 12.2.5. Znajd¹my moduª i argument liczby z = −1 + i.
Moduª wyliczamy wprost z de�nicji:

|z| =
√

(−1)2 + 12 =
√

2.

Argument wyznaczymy z warunku (12.2.2):

ϕ = arg z ⇔
{

cos ϕ = Rez
|z|

sin ϕ = Imz
|z|

⇔
{

cos ϕ = −1√
2

sin ϕ = 1√
2

⇔
{

cos ϕ = −
√

2
2

sin ϕ =
√

2
2

.

W drugiej ¢wiartce ukªadu wspóªrz¦dnych warto±¢ cosiunsa jest ujemna, a sinusa
dodatnia. Zatem

−
√

2
2

= − cos 45◦ = cos(180◦ − 45◦),√
2

2
= sin 45◦ = sin(180◦ − 45◦),

a st¡d dostajemy, »e ϕ = 135◦.
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12.2.6. Posta¢ trygonometryczna i wykªadnicza liczby zespolonej

Zapis liczby zespolonej z jako a+bi nazywamy postaci¡ algebraiczn¡. Jest mo»liwy
tak»e inny zapis liczby zespolonej, u»ywaj¡c jej moduªu i argumentu. Te dwie
wielko±ci jednoznacznie wyznaczaj¡ liczb¦ zespolon¡, podobnie jak dªugo±¢ i k¡t
biegunowy wyznaczaj¡ wektor. Dla z = a + bi mamy bowiem (z równo±ci (12.2.2)):

a = |z| · cos ϕ, b = |z| · sin ϕ, gdzie ϕ = arg z.

Zatem z = a + bi = |z| · cos ϕ + |z| · sin ϕ · i = |z|(cos ϕ + i sin ϕ). Zapis

♦ z = r(cos ϕ + i sin ϕ), gdzie r = |z|, ϕ = arg z. ♦ (12.2.3)

nazywamy postaci¡ trygonometryczn¡ liczby zespolonej z.

Przykªad 12.2.7. Zapiszmy liczb¦ z = 1 +
√

3i w postaci trygonometrycznej.
Obliczmy najpierw moduª r, a tak»e argument ϕ:

r = |z| =
√

12 +
√

3
2

= 2,

{
cos ϕ = 1

2

sin ϕ =
√

3
2

⇒ ϕ =
π

3
.

Liczba z w postaci trygonometrycznej to 2
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
.

Wprowad¹my oznaczenie eiϕ na wyst¦puj¡ce w trygonometrycznej postaci liczby
zespolonej wyra»enie cos ϕ+ i sin ϕ. Skoro wi¦c przyjmujemy, »e eiϕ = cos ϕ+ i sin ϕ,
to wzór (12.2.3) zapisujemy nast¦puj¡co:

♦ z = reiϕ. ♦ (12.2.4)

Taki zapis nazywamy postaci¡ wykªadnicz¡ liczby zespolonej z.

Przykªad 12.2.8. Liczb¦ z = 2
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
mo»emy zapisa¢ jako z = 2ei π

3 .

Posta¢ trygonometryczna lub te» wykªadnicza liczby zespolonej jest niekiedy
wygodniejsza do u»ycia ni» jej posta¢ algebraiczna. W najbli»szym punkcie wyko-
rzystamy te postacie do interpretacji geometrycznej mno»enia liczb zespolonych.

12.2.9. Geometryczna interpretacja dodawania i mno»enia liczb zespolo-
nych

Dodawanie liczb zespolonych zinterpretujemy geometrycznie u»ywaj¡c postaci alge-
braicznej. Je±li mamy dane liczby z1 = a + bi, z2 = c + di, to

z1 + z2 = (a + c) + (b + d)i.
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Pami¦tamy, »e ka»d¡ liczb¦ zespolon¡ mo»emy
traktowa¢ jako wektor wodz¡cy punktu, którego
wspóªrz¦dne to kolejno cz¦±¢ rzeczywista i urojona
tej liczby. Zatem zapisuj¡c wektorowo sum¦ z1 +z2

mamy, »e

[a, b] + [c, d] = [a + c, b + d].

Oznacza to, »e dodawanie liczb zespolonych ge-
ometrycznie wyra»a si¦ dodawaniem wektorów im
odpowiadaj¡cych.

Do interpretacji geometrycznej mno»enia liczb zespolonych wykorzystamy liczby
zespolone zapisane w postaci trygonometrycznej: z1 = r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1),
z2 = r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2). Wyliczmy iloczyn z1 · z2:

z1 · z2 = r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1) · r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2) =
= r1 · r2(cos ϕ1 · cos ϕ2 + i sin ϕ1 · cos ϕ2 + i cos ϕ1 · sin ϕ2 + i2 sin ϕ1 sin ϕ2) =
= r1 · r2

(
(cos ϕ1 · cos ϕ2 − sin ϕ1 sin ϕ2) + i(sin ϕ1 · cos ϕ2 + cos ϕ1 · sin ϕ2)

)
=

= r1 · r2

(
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)

)
.

Na podstawie powy»szych oblicze« mo»emy wyci¡gn¡¢ nast¦puj¡cy wniosek.
Wniosek 12.2.10. Dla dowolnych liczb zespolonych z1 = r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1),
z2 = r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2) prawd¡ jest, »e:

� |z1 · z2| = r1 · r2 = |z1| · |z2| (moduª iloczynu liczb zespolonych jest równy
iloczynowi moduªów tych liczb);

� arg(z1 · z2) = ϕ1 + ϕ2 = arg z1 + arg z2 (argument iloczynu liczb zespolonych
jest równy sumie argumentów tych liczb).

Uwaga 12.2.11. Gdy liczby z1, z2, dla których przeprowadzali±my powy»sze obliczenia,
zapiszemy w postaci wykªadniczej z1 = r1e

iϕ1 , z2 = r2e
iϕ2 , to otrzymamy, »e

z1 · z2 = r1e
iϕ1 · r2e

iϕ2 = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2).

Mno»enie liczb zespolonych u»ywaj¡c postaci wykªadniczej jest bardzo wygodne,
poniewa» jak widzimy okazuje si¦, »e mno»enie symboli eiα zgadza si¦ z prawami
dotycz¡cymi mno»enia pot¦g o jednakowych podstawach.

Z prawej strony na rysunku zaznaczone s¡ liczby
zespolone z1, z2, a tak»e ich iloczyn z1 · z2. Za-
uwa»my, »e liczba z1 · z2 powstaªa z pomno»enia
z1 przez z2. To za± oznacza, »e argument liczby z1

zostaª zwi¦kszony o ϕ2, a jej moduª zwi¦kszyª si¦
r2-krotnie.
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Korzystaj¡c z geometrycznej interpretacji liczb zespolonych mo»emy uzasadni¢
w prosty sposób pewne fakty bez potrzeby rachunków algebraicznych, a tylko stosu-
j¡c zdobyt¡ wcze±niej wiedz¦ na temat wektorów. Poni»sze ¢wiczenie to obrazuje.

�wiczenie 12.2.12. Poka», »e dla dowolnych liczb zespolonych z1, z2 zachodzi

|z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|. (12.2.5)

Dowód. Narysujmy w ukªadzie wspóªrz¦dnych
wektory wodz¡ce odpowiadaj¡ce liczbom
z1, z2, z1 + z2. Dorysujmy pozostaªe boki
równolegªoboku rozpi¦tego na wektorach z1, z2.
Rozwa»my trójk¡t o wierzchoªkach O, z1, z1 + z2.
Zauwa»my, »e moduªy |z1, |z2|, |z1 + z2| wyst¦pu-
j¡ce w nierówno±ci (12.2.5) s¡ dªugo±ciami boków
tego trójk¡ta. Zatem z nierówno±ci trójk¡ta otrzy-
mujemy nierówno±¢, któr¡ chcieli±my pokaza¢.

12.3 Pot¦gowanie i pierwiastkowanie liczb zespolo-
nych

Oprócz podstawowych dziaªa« na liczbach zespolonych wprowadzonych wcze±niej,
mo»emy je tak»e pot¦gowa¢ i pierwiastkowa¢. Pot¦gowanie to nic innego jak wielo-
krotne mno»enie przez siebie danej liczby. Aby jednak pot¦gowa¢ szybciej i ªatwiej,
wyprowadzimy ogólny wzór na pot¦g¦ liczby zespolonej. Skorzystamy z Wniosku
12.2.10 dotycz¡cego interpretacji geometrycznej mno»enia liczb zespolonych.
Zbadajmy najpierw moduª i argument drugiej i trzeciej pot¦gi liczby zespolonej
z = r(cos ϕ + i sin ϕ):

|z2| = |z · z| = |z| · |z| = |z|2,
arg(z2) = arg(z · z) = arg z + arg z = 2 · arg z;

|z3| = |z2 · z| = |z2| · |z| = |z|2 · |z| = |z|3,
arg(z3) = arg(z2 · z) = arg z2 + arg z = 2 · arg z + arg z = 3 · arg z.

Mo»emy dowie±¢ indukcyjnie (dowód nie sprawia trudno±ci, wi¦c go pomijamy), »e
dla dowolnego n ∈ N zachodzi:

|zn| = |z|n, arg zn = n · arg z. (12.3.1)

Dzi¦ki tym równo±ciom mo»emy ju» zapisa¢ wzór na n-t¡ pot¦g¦ liczby ze-
spolonej wykorzystuj¡c jej posta¢ trygonometryczn¡:

♦ zn =

(
r(cos ϕ + i sin ϕ)

)n

= rn(cos(n · ϕ) + i sin(n · ϕ)). ♦ (12.3.2)

Uwaga 12.3.1. Powy»szy wzór (12.3.2) nazywamy wzorem de Moivre'a. Jest on
prawdziwy tak»e dla wykªadników ujemnych.
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Przykªad 12.3.2. Obliczmy (1 + i)8. Posta¢ trygonometryczna liczby 1 + i to
√

2(cos 45◦ + i sin 45◦),

bo mamy |1 + i| = √
12 + 12 =

√
2, za± arg(1 + i) = 45◦, bo

{
1√
2

=
√

2
2

= cos 45◦

1√
2

=
√

2
2

= sin 45◦
.

Mo»emy zatem ju» korzystaj¡c z wzoru de Moivre'a wyliczy¢ pot¦g¦:

(1 + i)8 =
√

2
8 · (cos(8 · 45◦) + i sin(8 · 45◦)) =

= 16(cos 360◦ + i sin 360◦) = 16(1 + 0 · i) = 16.

Uwaga 12.3.3. U»ywaj¡c symbolu eiϕ wzór de Moivre'a zapisujemy jako

zn = rneinϕ.

Wzór de Moivre'a posªu»y nam tak»e do znalezienia pierwiastka z liczby ze-
spolonej. Najpierw jednak wprowad¹my jego de�nicj¦, gdy» odbiega ona nieco od
poj¦cia pierwiastka z liczby rzeczywistej.

De�nicja 12.3.4. Pierwiastkiem n−tego stopnia z liczby zespolonej w, gdzie
1 < n ∈ N, nazywamy ka»d¡ tak¡ liczb¦ z, »e zn = w.

Uwaga 12.3.5. Dana liczba zespolona ma wiecej ni» jeden pierwiastek. Przykªad-
owo liczba −4, traktowana jako zespolona, ma dwa pierwiastki drugiego stopnia: 2i
oraz −2i.

Szukaj¡c pierwiastka stopnia n z liczby zespolonej w = R(cos ψ + i sin ψ) b¦dziemy
d¡»y¢ do wyznaczenia wszystkich takich liczb z = r(cos ϕ + i sin ϕ), »e zn = w.
Zapiszmy t¦ równo±¢ stosuj¡c wzór (12.3.2) i przyjmuj¡c posta¢ trygonometryczn¡
liczby w:

rn(cos(n · ϕ) + i sin(n · ϕ)) = R(cos ψ + i sin ψ).

Poniewa» powy»ej zapisane liczby zespolone s¡ równe , zatem ich moduªy i argu-
menty s¡ równe. Porównuj¡c wi¦c te wielko±ci dostajemy równo±ci, z których wyz-
naczymy nieznane r i ϕ:

rn = R, st¡d r =
n
√

R;

n · ϕ = ψ + 2kπ, st¡d ϕ =
ψ + 2kπ

n
, dla k ∈ Z.

Dla k = 0, 1, . . . , n − 1 otrzymamy ró»ne warto±ci argumentów, a co za tym idzie
ró»ne pierwiastki n-tego stopnia z w. Dla innych ni» podane warto±ci k, argumenty
b¦d¡ si¦ powtarza¢. Poni»szy fakt opisuje wszystkie pierwiastki stopnia n.
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Fakt 12.3.6. Niezerowa liczba zespolona w = R(cos ψ + i sin ψ) ma dokªadnie n
ró»nych pierwiastków stopnia n. Dane s¡ one wzorami:

z0 = n
√

R · (cos
(

ψ
n

)
+ i sin

(
ψ
n

))
,

z1 = n
√

R · (cos
(

ψ
n

+ 1
n
· 2π)

+ i sin
(

ψ
n

+ 1
n
· 2π))

, ,

...
zn−1 = n

√
R · (cos

(
ψ
n

+ n−1
n
· 2π)

+ i sin
(

ψ
n

+ n−1
n
· 2π))

.

Uwaga 12.3.7. Pierwiastki stopnia n z liczby zespolonej w = Reiψ zapisuj¡ si¦
w postaci:

zk =
n
√

R · ei(ψ+2kπ
n ) dla k ∈ {1, . . . , n}.

Wyznaczmy teraz dla konkretnej liczby zespolonej jej pierwiastki.

Przykªad 12.3.8. Obliczmy i narysujmy pierwiastki szóstego stopnia z liczby
z = 2i.
Przedstawmy najpierw t¡ liczb¦ zespolon¡ w postaci trygonometrycznej:

|z| =
√

22 = 2,

{
cos ϕ = 0

2
= 0

sin ϕ = 2
2

= 1
⇒ ϕ = 90◦,

zatem z = 2i = 2(cos 90◦ + i sin 90◦).

Korzystaj¡c z Faktu 12.3.6 wyliczamy pierwiastki:

z0 = 6
√

2 · (cos 90◦
6

+ i sin 90◦
6

)
= 6
√

2 · (cos 15◦ + i sin 15◦) ,

z1 = 6
√

2 · (cos
(
15◦ + 1

6
· 2π)

+ i sin
(
15◦ + 1

6
· 2π))

= 6
√

2 · (cos 75◦ + i sin 75◦) ,

z2 = 6
√

2 · (cos
(
15◦ + 2

6
· 2π)

+ i sin
(
15◦ + 2

6
· 2π))

= 6
√

2 · (cos 135◦ + i sin 135◦) ,

z3 = 6
√

2 · (cos
(
15◦ + 3

6
· 2π)

+ i sin
(
15◦ + 3

6
· 2π))

= 6
√

2 · (cos 195◦ + i sin 195◦) ,

z4 = 6
√

2 · (cos
(
15◦ + 4

6
· 2π)

+ i sin
(
15◦ + 4

6
· 2π))

= 6
√

2 · (cos 255◦ + i sin 255◦) ,

z5 = 6
√

2 · (cos
(
15◦ + 5

6
· 2π)

+ i sin
(
15◦ + 5

6
· 2π))

= 6
√

2 · (cos 315◦ + i sin 315◦) .

Bez trudu mo»emy tak»e narysowa¢ wszystkie
pierwiastki w ukªadzie wspóªrz¦dnych. Za-
uwa»my, »e wektory odpowiadaj¡ce tym pier-
wiastkom s¡ jednakowej dªugo±ci (maj¡ równe
moduªy). Zatem wszystkie pierwiastki le»¡ na
okr¦gu o promieniu 6

√
2 i ±rodku w pocz¡tku

ukªadu wspóªrz¦dnych, w równych k¡towych
odst¦pach co 2π

6
, czyli 60◦, pocz¡wszy od k¡ta

biegunowego 15◦.

W powy»szym przykªadzie zauwa»yli±my, »e pierwiastki z liczby zespolonej ukªadaj¡
si¦ w szczególny sposób na pªaszczy¹nie. Zapiszemy t¦ obserwacj¦ jako ogóln¡ uwag¦.
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Uwaga 12.3.9. Pierwiastki stopnia n z liczby zespolonej w znajduj¡ si¦ na okr¦gu
o ±rodku w O i promieniu n

√
|w| w równych odst¦pach, co k¡t 2π

n
, zaczynaj¡c od

punktu n
√

R · (cos
(

ψ
n

)
+ i sin

(
ψ
n

))
, którego wektor wodz¡cy ma k¡t biegunowy ψ

n
.

Je±li poª¡czymy wszystkie pierwiastki, to otrzymamy n-k¡t foremny wpisany w ten
okr¡g.

12.4 Zasadnicze twierdzenie algebry
Poszerzenie zbioru liczb rzeczywistych o pierwiastki kwadratowe z liczb ujemnych
spowodowaªo, »e otrzymali±my dla ka»dej niezerowej liczby n ró»nych pierwiastków
stopnia n, dla dowolnego n ∈ N (Fakt 12.3.6). Ponadto okazuje si¦, »e dzi¦ki
temu dostajemy tak»e pierwiastki dowolnych równa« wielomianowych. Jest to tym
bardziej zaskakuj¡ce, bowiem w liczbach rzeczywistych nie zawsze istniej¡ rozwi¡za-
nia danego równania, np. równanie x2 + 1 = 0 nie ma rozwi¡za«. Gdy jednak dopu-
±cimy, by rozwi¡zania równa« byªy liczbami zespolonymi, to dostaniemy dwa pier-
wiastki: i,−i. O istnieniu zespolonych pierwiastków równa« wielomianowych mówi
nam poni»sze twierdzenie.
Twierdzenie 12.4.1 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Ka»de równanie postaci

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 = 0

o wspóªczynnikach an, . . . , a0 zespolonych i niewiadomej x ma co najmniej jeden
pierwiastek zespolony.
Nie b¦dziemy podawa¢ dowodu tego twierdzenia, gdy» wykracza on poza ramy tego
skryptu. Jednak dla dwóch szczególnych przypadków poka»emy, »e twierdzenie jest
prawdziwe.

1. Równania postaci xn − w = 0, gdzie n ∈ N, a w jest liczb¡ zespolon¡.
Takie równania rzeczywi±cie maj¡ pierwiastek zespolony, a dokªadniej jest ich
n, gdy» s¡ to pierwiastki stopnia n z liczby w (patrz Fakt 12.3.6).

2. Równania postaci ax2 + bx + c = 0, gdzie a, b, c s¡ zespolonymi wspóªczynni-
kami.
Równanie kwadratowe rozwi¡zujemy tak, jak dla wspóªczynników rzeczywi-
stych. ∆ = b2 − 4ac jest liczb¡ zespolon¡, która ma dwa pierwiastki drugiego
stopnia, oznaczmy je przez p1, p2. Zatem istniej¡ dwa pierwiastki równania
kwadratowego, które s¡ liczbami zespolonymi postaci x1 = −b+p1

2a
, x2 = −b+p2

2a
.

Przykªad 12.4.2. Znajd¹my zespolone pierwiastki równania x2 − 2x + 5 = 0.
Obliczamy kolejno:

∆ = (−2)2 − 4 · 5 = −16,

zatem pierwiastkami drugiego stopnia z ∆ s¡ liczby zespolone 4i oraz −4i. St¡d
szukane pierwiastki tego równania s¡ nast¦puj¡ce:

x1 =
2 + 4i

2
= 1 + 2i, x2 =

2− 4i

2
= 1− 2i.
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Oprócz równa« tych szczególnych wymienionych wy»ej postaci, potra�my tak»e
wyznacza¢ rozwi¡zania równa« tak»e niektórych innych postaci. Zobaczmy na przy-
kªady poni»ej.

�wiczenie 12.4.3. Znajd¹ pierwiastki równania z4 + 3z2 + 2 = 0.
Rozwi¡zanie:
Sprowadzimy to równanie czwartego stopnia do równania kwadratowego przez
podstawienie za z2 liczby zespolonej w. Mamy wtedy

w2 + 3w + 2 = 0,

∆ = 32 − 4 · 1 · 2 = 9− 8 = 1,

w1 = −3−1
2

= −2, w2 = −3+1
2

= −1.

Podstawmy teraz z powrotem:

z2 = w1 z2 = w2

z2 = −2 z2 = −1

z1 =
√

2i, z2 = −√2i, z3 = i, z4 = −i.

Otrzymali±my zatem cztery pierwiastki zespolone tego równania.

Rozwi¡»my jeszcze jedno równanie, tym razem trzeciego stopnia.

Przykªad 12.4.4. Rozwi¡» równanie z3 − 2z2 + 4z − 8 = 0.
Rozwi¡zanie:
Zauwa»my, »e równanie to mo»na przeksztaªci¢ do postaci:

z2(z − 2) + 4(z − 2) = 0,
(z − 2)(z2 + 4) = 0.

Widzimy zatem, »e liczba 2 jest jednym z pierwiastków tego równania. Kolejne
wyznaczymy z równania z2 + 4 = 0. To natomiast nie sprawia problemu. Ostate-
cznie pierwiastkami równania z3 − 2z2 + 4z − 8 = 0 s¡ liczby: 2, 2i, −2i.

12.5 Sprz¦»enie liczby zespolonej
W tym podrozdziale omówimy pewn¡ operacj¦ na liczbach zespolonych a tak»e jej
wªasno±ci. Sprz¦»eniem b¦dziemy nazywa¢ przyporz¡dkowanie liczbie zespolonej
z = a + bi liczby z = a − bi. Liczb¦ z nazywamy sprz¦»eniem liczby z (liczb¡
sprz¦»on¡ do z lub z sprz¦»one).
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Przykªad 12.5.1. Sprz¦»eniem liczby zespolonej 3−7i jest liczba 3− 7i = 3+7i.

Z rysunku obok wida¢, »e liczby z
i z sprz¦»one s¡ poªo»one symetrycznie
wzgl¦dem osi rzeczywistej.

Fakt 12.5.2. Sprz¦»enie posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(a) z1 + z2 = z1 + z2;

(b) z1 − z2 = z1 − z2;

(c) z1 · z2 = z1 · z2;

(d) z1/z2 = z1/z2;

(e) z = z;

(f) z · z = |z|2.
Dowód. Poka»emy tylko ostatni¡ równo±¢, poniewa» wszystkie pozostaªe mo»na
równie ªatwo udowodni¢.

Niech z = a + bi, zatem z = a− bi. Wtedy rzeczywi±cie zachodzi (f):

z · z = (a + bi)(a− bi) = a2 − b2i2 − abi + abi = a2 + b2 = |z|2.

Prze¢wiczmy poznane wªasno±ci sprz¦»enia wykorzystuj¡c je w poni»szych oblicze-
niach.

Przykªad 12.5.3. Obliczmy:

(3 + 4i)(−2 + 3i) = (3 + 4i) · (−2 + 3i)
= (3 + 4i)(−2− 3i) = −6 + 12− 9i− 8i = 6− 17i.

12.6 Funkcje zespolone
Wiemy, »e liczby zespolone mo»emy uto»samia¢ z punktami na pªaszczy¹nie. Zbiór
wszystkich liczb zespolonych stanowi caª¡ pªaszczyzn¦, zwan¡ pªaszczyzn¡ ze-
spolon¡ i oznaczmy go przez C. W tym zbiorze mo»emy tak»e okre±la¢ funkcje,
zwane zespolonymi.

De�nicja 12.6.1. Funkcj¦ f : C → C, której argumenty i warto±ci s¡ liczbami
zespolonymi, nazywamy funkcj¡ zespolon¡.
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Przykªad 12.6.2. Funkcjami zespolonymi s¡ np. f(z) = z3− z, g(z) = z +3− i.

Okazuje si¦, »e funkcje zespolone opisuj¡ pewne przeksztaªcenia pªaszczyzny.
Mo»emy je w ten sposób traktowa¢ poniewa» przeprowadzaj¡ punkty pªaszczyzny
zespolonej (reprezentuj¡ce liczby zespolone) na punkty tej samej pªaszczyzny. Zde�-
niujemy teraz pewne szczególne funkcje i na kilku przykªadach spróbujemy okre±li¢
jakimi s¡ one przeksztaªceniami.

De�nicja 12.6.3. Zespolon¡ funkcj¡ liniow¡ nazywamy funkcj¦ f : C → C,
która ma posta¢ f(z) = az+b, gdzie a i b s¡ pewnymi zespolonymi wspóªczynnikami.

Zbadamy kilka konkretnych zespolonych funkcji liniowych.

Przykªad 12.6.4. Rozwa»my funkcj¦ f(z) = z + b.

Narysujmy w ukªadzie wspóªrz¦dnych warto±ci
funkcji f dla kilku liczb zespolonych (punk-
tów). Obraz danego punktu z powstaje przez do-
danie wektora wodz¡cego punktu b do wektora
wodz¡cego z. Przeksztaªcenie, jakie tu obserwu-
jemy, to przesuni¦cie o wektor odpowiadaj¡cy licz-
bie zespolonej b.

Przykªad 12.6.5. Niech f(z) = iz.
Zbadajmy warto±¢ funkcji f dla liczby zespolonej z.
Z Wniosku 12.2.10 mamy, »e

|f(z)| = |i · z| = |i| · |z| = |z|,

arg f(z) = arg(i · z) = arg i + arg z =
π

2
+ arg z,

poniewa» arg i = π
2
, bo i = 0 + 1 · i = cos π

2
+

i sin π
2
. Widzimy wi¦c, »e wektor wodz¡cy reprezen-

tuj¡cy liczb¦ f(z) ma tak¡ sam¡ dªugo±¢ jak wek-
tor reprezentuj¡cy liczb¦ z oraz k¡t biegunowy wi¦k-
szy o π

2
. St¡d mo»emy ju» wywnioskowa¢, »e f jest

obrotem wokóª O o k¡t π
2
.

Powy»szy przykªad byª szczególnym przypadkiem liniowej funkcji zespolonej, o której
b¦dzie mowa w nast¦pnym przykªadzie.
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Przykªad 12.6.6. Zbadajmy jakimi przeksztaªceniami pªaszczyzny s¡ funkcje
dane wzorem f(z) = a · z, gdzie a = cos ϕ + i sin ϕ, tzn. |a| = 1, arg a = ϕ.
Tak jak w Przykªadzie 12.6.5 korzystamy
z wniosku dotycz¡cego moduªu i argumentu
iloczynu liczb zespolonych. Mamy zatem:

|f(z)| = |a · z| = |a| · |z| = 1 · |z| = |z|,

arg(a · z) = arg a + arg z = ϕ + arg z.

Zauwa»my, »e moduª obrazu punktu z nie zmieniª
si¦, a argument zwi¦kszyª sie o k¡t ϕ. Zatem
funkcja f(z) = a · z dla |a| = 1, arg a = ϕ jest
obrotem o k¡t ϕ wokóª punktu O.
Na rysunku zaznaczone s¡ punkty z1, z2 a tak»e ich obrazy przez funkcj¦ f odpo-
wiednio f(z1) = z′1 i f(z2) = z′2.

W poprzednich trzech przykªadach okre±lali±my jakimi przeksztaªceniami s¡ dane
funkcje zespolone liniowe na podstawie geometrycznej interpretacji. Teraz natomiast
zobaczmy w jaki sposób algebraicznie mo»na rozwi¡zywa¢ podobne zadania.

Przykªad 12.6.7. Zbadajmy, jakim przeksztaªceniem jest funkcja f(z) = 3z + i.
Ustalmy pewn¡ liczb¦ zespolon¡ z = x + yi. Niech obrazem tej liczby przez f
b¦dzie f(z) = z′ = x′ + y′i. Wstawmy do wzoru funkcji te oznaczenia:

x′ + y′i = 3(x + yi) + i ⇔ x′ + y′i = 3x + (3y + 1)i.

W otrzymanej równo±ci porównujemy cz¦±ci rzeczywiste i urojone liczb zespolo-
nych wyst¦puj¡cych po obu stronach. Mamy wi¦c ukªad równa«:

{
x′ = 3x
y′ = 3y + 1

.

Jest to wzór przeksztaªcenia odpowiadaj¡cy funkcji f(z) = 3z + i. Jest nim zªo»e-
nie jednokªadno±ci o ±rodku w punkcie O i skali 3 oraz translacji o wektor [0, 1].

Wszystkie przeksztaªcenia, które otrzymali±my w tych czterech przykªadach s¡ prze-
ksztaªceniami a�nicznymi. Poka»emy teraz, »e dowolne inne liniowe funkcje ze-
spolone s¡ przeksztaªceniami a�nicznymi.

Mamy dan¡ funkcj¦ zespolon¡ f(z) = az + b. Niech a = a1 + a2i, b = b1 + b2i,
za± z′ = x′ + y′i niech b¦dzie warto±ci¡ funkcji f dla liczby zespolonej z = x + yi.
Wtedy mamy:

z′ = x′ + y′i = f(z) = az + b = (a1 + a2i)(x + yi) + (b1 + b2i) =
= a1x− a2y + a1yi + a2xi + b1 + b2i =
= (a1x− a2y + b1) + (a2x + a1y + b)i.
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Zatem porównuj¡c cz¦±ci rzeczywiste i urojone otrzymujemy wzór przeksztaªcenia,
którym jest liniowa funkcja zespolona:

♦
{

x′ = a1x− a2y + b1

y′ = a2x + a1y + b
. ♦ (12.6.1)

Na podstawie wyprowadzonego wzoru mo»emy wyci¡gn¡¢ nast¦puj¡ce wnioski.

Wniosek 12.6.8.

1. Ka»da zespolona funkcja liniowa jest przeksztaªceniem a�nicznym pªaszczyzny.

2. Macierz M cz¦±ci liniowej przeksztaªcenia danego wzorem (12.6.1), a dokªad-
niej jej wyznacznik, niesie za sob¡ du»o informacji. Mamy bowiem, »e

det M = det

(
a1 −a2

a2 a1

)
= a2

1 + a2
2 = |a|2.

Z faktów zawartych w podrozdziale 8.2 wnioskujemy, »e przeksztaªcenie f jest
odwracalne, je±li a 6= 0, (bo wtedy det M 6= 0). Ponadto, gdy a 6= 0, to
przeksztaªcenie f :

� zachowuje orientacje pªaszczyzny, (bo det M > 0);
� zmienia pola �gur w stosunku |a|2.

3. Badaj¡c obrazy [a1, a2] i [−a2, a1] wersorów przez cz¦±¢ liniow¡ przeksztaªcenia
f przekonujemy si¦, »e f jest podobie«stwem o skali |a|. Wystarczy bowiem
zgodnie z De�nicj¡ 8.6.1, by byªy one równej dªugo±ci i do siebie prostopadªe
(czyli ich iloczyn skalarny równy zero). Dla obrazów wersorów zachodz¡ te dwa
warunki:

|[a1, a2]| =
√

a2
1 + a2

2 = |a| = |[−a2, a1]|,
[a1, a2] ◦ [−a2, a1] = a1 · (−a2) + a2 · a1 = 0.

12.6.9. Funkcje antyzespolone liniowe

Funkcje, które s¡ zªo»eniem funkcji liniowych zespolonych ze sprz¦»eniem nazywamy
funkcjami antyzespolonymi liniowymi. Wyra»aj¡ si¦ one wzorem

f(z) = az + b lub f(z) = az + b.

Funkcje antyzespolone liniowe podobnie jak zespolone liniowe s¡ pewnymi prze-
ksztaªceniami pªaszczyzny. Przykªadem takich funkcji jest sprz¦»enie. W podroz-
dziale 12.5 mówilimy, »e sprz¦»eniu liczby zespolonej odpowiada przeksztaªcenie
punktu pªaszczyzny przez symetri¦ wzgl¦dem osi rzeczywistej. Sprawd¹my, »e jest
tak faktycznie.
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Przykªad 12.6.10. Niech f(z) = z. Sprawd¹my jakim przeksztaªceniem jest ta
funkcja. Mamy, »e

x′ + y′i = f(z) = f(x + iy) = x− yi, a st¡d
{

x′ = x
y′ = −y

.

Zatem przeksztaªcenie f wyra»one powy»szym wzorem jest symetri¡ wzgl¦dem
osi rzeczywistej Re.

Fakt 12.6.11. Ka»da liniowa funkcja antyzespolona f(z) = az + b jest podobie«st-
wem o skali |a|, zmieniaj¡cym orientacj¦ pªaszczyzny.

Dowód tego faktu przebiega analogicznie do uzasadnienia Wniosku 12.6.8, wi¦c
go pomijamy. Czytelnik mo»e przeprowadzi¢ go sam, jako ¢wiczenie. Tre±¢ Faktu
12.6.11 ilustrujemy natomiast konkretnym przykªadem.

Przykªad 12.6.12. Zbadajmy jakim przeksztaªceniem jest funkcja f(z) = iz.
Niech z = x + yi, a f(z) = z′ = x′ + y′i. Zapiszemy wtedy, »e

x′ + y′i = f(z) = i(x + yi) = i(x− yi) = y + xi.

St¡d porównuj¡c cz¦±ci rzeczywiste i urojone dostajemy wzór przeksztaªcenia:
{

x′ = y
y′ = x

.

Tym przeksztaªceniem jest odbicie wzgl¦dem prostej y = x. Przekonajmy si¦,
»e zmienia ono orientacj¦ pªaszczyzny, badaj¡c wyznacznik macierzy tego prze-
ksztaªcenia:

det

(
0 1
1 0

)
= −1 < 0.

Ponadto jest to izometria, poniewa» wersory przechodz¡ na wektory jednostkowe
i prostopadªe (wersor [1, 0] przechodzi na wersor [0, 1] i odwrotnie). Izometria
natomiast jest podobie«stwem o skali 1. Mamy zatem zgodno±¢ z Faktem 12.6.11,
bo wspóªczynnik a dla tej funkcji antyzespolonej jest równy i, za± |i| = 1.
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