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Wstep

Niniejszy skrypt przeznaczony jest dla studentéw I roku matematyki uczeszcza-
jacych na wyklad z algebry liniowej 1 w latwiejszym nurcie A. Zostal on napisany
w oparciu o notatki prof. dr. hab. Jacka Swiatkowskiego do tegoz wlasnie wykladu.
Ma stuzy¢ Czytelnikowi w lepszym zrozumieniu poje¢ omawianych na wyktadach.
Zebrane w skrypcie wiadomo$ci sa opisane jezykiem prostym, przystepnym dla
studentow, ktorzy dopiero wchodza w Swiat matematycznych definicji, twierdzen
i dowodow. Dodatkowo zawarte w nim przyktady i ¢wiczenia wraz z pelnymi rozwia-
zaniami, a takze liczne rysunki, jeszcze lepiej obrazuja przytaczane definicje i fakty.

Skrypt obejmuje zagadnienia z geometrii analitycznej i algebry liniowej, lecz
ogranicza sie tylko do przestrzeni R%. Przestrzenie wyzszych wymiaréw oméwione sg
w skrypcie autorstwa Barbary Szczepanskiej ,,.Skrypt z Algebry Liniowej 27, bedacego
kontynuacja tego skryptu. Zrozumienie tresci niniejszego skryptu moze takze pomoc
w wyrobieniu intuicji analogicznych poje¢ w wyzszych wymiarach, poznawanych
w dalszym toku nauki algebry liniowe;j.

Pierwsze rozdzialy skryptu dotycza geometrii analitycznej, poczawszy od pojec¢
zupetnie podstawowych, jak uktad wspotrzednych, czy wspotrzedne punktu, poprzez
rachunek wektorowy, iloczyn skalarny, az do rownan krzywych a takze uktadow row-
nan liniowych z dwiema niewiadomymi. W kolejnych rozdziatach opisane sa prze-
ksztalcenia ptaszczyzny, ktorych badaniem zajmuje sie algebra liniowa. W szczegdl-
nosci, osobne rozdzialy po$wiecone sa przeksztalceniom liniowym oraz afinicznym.
Pojecia zwigzane z przeksztalceniami liniowymi, tj. macierze oraz wartosci i wektory
wtasne, omowione sa w dwoch kolejnych rozdziatach. Ostatnig czescia skryptu jest
jeszcze jedno zagadnienie zwiagzane z plaszczyzng, a mianowicie liczby zespolone i ich
geometryczna interpretacja, a takze funkcje zespolone odpowiadajace przeksztatce-
niom ptlaszczyzny.

Aby utatwi¢ Czytelnikowi korzystanie ze skryptu, material przedstawiony w po-
szczegblnych rozdziatach podzielitam na podrozdziaty, w obrebie ktoérych umieszczam
numerowane kolejno definicje, twierdzenia, fakty, uwagi i wnioski. Wyrézniam takze
pewne fragmenty tekstu (bede nazywac je punktami) umieszczajac na ich poczatku
nagtowek, rowniez numerowany, informujacy Czytelnika czego beda dotyczyty przed-
stawione nizej rozwazania. Wszystkie wazniejsze rOwnania oznaczone s numerami
w nawiasach umieszczonymi z prawej strony, natomiast te z nich, ktore sa najistot-
niejsze wyroznione sa dodatkowo znakami ¢ po obu stronach wzoru. Jesli w pewnych
miejscach korzystam z wcze$niej wprowadzonych tresci, zaznaczam to poprzez po-
danie odpowiedniego numeru podrozdziatu, punktu, faktu, réwnania itp. Przyktady
i ¢wiczenia umiescitam w ramkach, by odrozni¢ je od pozostatego tekstu. Przyktady
stanowia prosta, bezposrednig ilustracje omawianych w danym miejscu tresci, nato-
miast ¢wiczenia sa nieco trudniejsze, lub wymagaja powiazania kilku informacji.

Mam nadzieje, ze skrypt okaze sie pomocny dla studentow, a sposob przedsta-
wienia materiatu bedzie zrozumialty dla Czytelnikow.

Patrycja Piechaczek



Pragne podziekowa¢ promotorowi profesorowi Swiatkowskiemu
za po$wiecony czas oraz cenne uwagi ksztattujace zaré6wno forme, jak
i tre$¢ tego skryptu oraz jego poprawnos¢ matematyczna.



Rozdziat 1

Wiadomos$ci wstepne

1.1  OS$ liczbowa

O$§ liczbowa jest to prosta, ktorej punkty oznaczone sg liczbami rzeczywistymi
w nastepujacy sposob:

e wyrozniamy punkt oznaczony liczba 0;

e wyr6zniamy strone dodatnia (po jednej stronie punktu 0) i ujemna (po drugie;
stronie 0);

e punkty po stronie dodatniej oznaczamy liczbami réwnymi ich odlegtosciom od
punktu 0;

e punkty po stronie ujemnej oznaczamy liczbami przeciwnymi do ich odleglosci
od punktu 0;

Tradycyjne, jesli o$ liczbowa wyobrazamy sobie jako prosta pozioma, to strone do-
datniag okresla sie na prawo od punktu 0, tak jak to przedstawia ponizszy rysunek.

Punkt A lezy po stronie dodatniej, wiec oznaczamy go liczbg d 4 réwna odleglosci A
od 0, zas B lezy po stronie ujem-

nej i oznaczamy go liczba przeci- _dp dp dy dy
wna do odleglosci dp tego punktu EIE (I] :1 - >
od 0, czyli —dp. !

Uwaga 1.1.1. Zauwazmy, ze kazdemu punktowi na osi odpowiada pewna liczba,
a kazdej liczbie odpowiada doktadnie jeden punkt na osi. Mozemy zatem powiedzie¢,
ze liczby rzeczywiste sa przyporzadkowane punktom na osi liczbowej w sposob wza-
jemnie jednoznaczny. Tak wiec punkt na osi utozsamiamy z liczba i zamiast mowic,
np. "punkt odpowiadajacy liczbie —3", moéwimy po prostu "punkt —3".

Dla danych punktéw x i y na osi liczbowej odlegto$¢ miedzy nimi, jak tatwo
zauwazy¢, wyraza sie wzorem:

d(xz,y) = |xr —y|, (1.1.1)

gdzie d(z,y) oznacza odleglo§¢ miedzy punktami = i y.



Przyklad 1.1.2. ZnajdZmy na osi liczbowej punkty oddalone:
a) o 2 od liczby 5;
b) o mniej niz 3 od —4;
¢) przynajmniej o 2 od liczby v/2.

Korzystajac ze wzoru (1.1.1) mozemy powyzsze zadanie zapisa¢ uzywajac rownan
i nierownosci z wartoscia bezwzgledna, a rozwiazanie odczytac¢ z osi liczbowe;.

-] 44—

a) |v—5=2 3 5 stad x € {3,7};

b) |[x—(—4)] <3  —7 =~ = stad x € (—7;—1);

C) |‘T - \/§| > 27
stad o € (—00; =2 + v/2) U (2 + V/2; +00).

1.2 Uklad wspéirzednych

Majac dane na ptaszczyznie dwie osie liczbowe przecinajace sie pod katem prostym
w punkcie O otrzymujemy uklad wspoélrzednych. Osie ukladu wspotrzednych
dzielg plaszczyzne na cztery rowne czesci zwane ¢wiartkami.

Oznaczenia:

Y e O - poczatek uktadu wspotrzednych
II éw. [ éw. (punkt przeciecia osi);

e Oz, Oy - osie liczbowe (0§ odcietych,

/— 0§ rzednych);

o = e Ory - uklad wspotrzednych
11 éw i o (plaszczyzna 7z uktadem wspol-
o rzednych).

Wspolrzedne punktu A to liczby na osiach odpowiadajace rzutom prostokat-
nym punktu A na osie: pierwsza liczba zwana odcieta jest wspotrzedna na osi Oz,
druga-rzedna to wspolrzedna na osi Oy. Wspotrzedne tworza uporzadkowana pare:

(odcieta, rzedna) = (x,y).



Na rysunku obok zaznaczony jest punkt A i jego
wspolrzedne (z,y). Taki punkt bedziemy zapisy- A
wac jako A(x,y).

Uwaga 1.2.1. Kazdy punkt ptaszczyzny Oxy ma
doktadnie jedne wsporzedne, a kazda uporzad-
kowana para liczb rzeczywistych stanowi wspot- e

Y

rzedne pewnego punktu. Bedziemy zatem mowic - O
krotko, np. "punkt (—8,3v/3)". ( )

1.2.2. Odleglo$é punktéw na plaszczyznie

Odlegtos¢ punktu A(zy,y;) od punktu B(xs,ys), oznaczang przez |AB|, mozemy
wyznaczy¢ z twierdzenia Pitagorasa w przedstawiony ponizej sposob.

A Szukamy dlugosci d = |AB|. Odczytujac z ry-
A sunku obok dhtugosci przyprostokatnych zaz-
K 9 naczonego trojkata mamy:
. . d d* = |y — o1 + [y2 — ],
2 — il
- o \? > d= /(22 —21)* + (2 — 1)
Y2 Ostatecznie mozemy zapisa¢ wzor na odlegltosé
|79 — 1 B dwoch punktow:
O JAB|=(z2— 21>+ (o —n)>. O (1.2.1)

Cwiczenie 1.2.3. Znajdz na osi odcietych punkt P(z,%) lezacy w odleglosci 5
od punktu A(1,3).

ROZWIAZANIE:

Wiemy, ze |AP| = 5. Korzystajac ze wzoru (1.2.1) dostajemy rownosé:

AP = /o= 1+ (y 37 = 5.

Poniewaz P ma leze¢ na osi odcietych, wiec y = 0. Otrzymujemy zatem rownanie
(r —1)? + 9 = 25 i dalej obliczajac dochodzimy do postaci z — 1 = 44. Widzimy
wiec, ze istnieja dwa punkty speliajace warunki zadania: P;(—3,0) i P»(5,0).

1.3 Wspolczynnik nachylenia odcinka

Definicja 1.3.1. Dane sa punkty Aj(xy,y1) i Aa(z1,92). Wspoélezynnikiem na-
chylenia odcinka A;A; nazywamy stosunek przyrostu rzednej do przyrostu od-
cietej. Zwykle bedziemy oznaczali go litera k i nazywali krotko nachyleniem:

p= 20 (1.3.1)

$2—$1'



Y2

Y2 — Y1

Al

Uwaga 1.3.2.

(a) Wspolezynnik nachylenia nie zalezy od kolejnosci punktow, bo:

-y —W—y)  p2—n
1 — T2 —(l'g—xl) To — X1

(b) Wspotezynnik nachylenia nie jest zdefiniowany dla odcinka pionowego, gdyz
mamy wtedy x2 — 21 = 0. Dla pozostalych odcinkéw nachylenie jest zdefinio-
wane.

(c) Nachylenie jest rowne tangensowi kata «, jaki tworzy dodatnia polos Ox
z prosta zawierajaca ten odcinek. Kat ten jest mierzony w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazéwek zegara, poczawszy od potosi Ox. Mozemy zatem
zapisaé, ze k = tga.

a=10

O r

Przyklad 1.3.3. Dany jest punkt A(—3,4). Znajdz wspohrzedne punktu B
lezacego na osi Oy, dla ktorego wspotczynnik nachylenia odcinka AB wynosi —i.
Skoro punkt B(z,y) lezy na osi Oy, wiec z = 0. Drugg wspolrzedna wyliczymy

ze wzoru (1.3.1) na wspolczynnik nachylenia odcinka:

y—4  y—4 1
S 0—-(=3) 3 4

kEap

Stad mamy y —4 = —%, zatem y = 3}1. Ostatecznie otrzymujemy punkt B(0, 3}1).

10



Cwiczenie 1.3.4. Promien $wietlny wychodzi z punktu B(7,2) i odbija sie od
osi Ox w punkcie A(4,0) (zgodnie z zasada, ze kat padania rowny jest katowi
odbicia). W jakim punkcie promien przetnie o§ Oy?

ROZWIAZANIE:

Na rysunku obok przedstawiona jest sytuacja Y
z zadania. Chcemy znalez¢ wspotrzedne punktu C
C(0,¢). W tym celu wyznaczmy wspolczynnik na-

chylenia odcinka AC, pamietajac, ze jest on réwny N0
tangensowi odpowiedniego kata: 0 A +

2-0 2
kac =tg(m —a) = —tga=—kap = —— = —2.

Mamy zatem réwnosé:

c—0 2

0—-4 3

z ktorej wyliczamy brakujaca wspolrzedna ¢ = §. Szukanym punktem jest C(0, 3).

kac =

1.4 Roéwnoleglos$é i prostopadtosé odcinkow

Odcinki AB i CD sa rownolegle doktadnie wtedy, gdy oba sa pionowe, lub gdy ich
wspotczynniki nachylen ki, ko sg rowne, czyli ky = ks.

Odcinki (takie, ktore nie sa ani poziome, ani pionowe) sa prostopadle doktadnie
wtedy, gdy ki - kg = —1 (inaczej: ky = —1-).

Wezmy dla przyktadu odcinek OA oraz OB — pow-
staly przez obrot odcinka OA o kat § wzgledem
poczatku ukladu wspotrzednych. Odcinki te sa
prostopadte. Pokazemy, ze zachodzi podany wyzej
warunek prostopadltosci: koa - kop = —1. Wy-

znaczmy wspoOtczynniki nachylenia: kpq = tga - ii

oraz kop = tg(5 +a) = —ctga. Mozemy juz 0
tatwo pokaza¢ zadana roéwnosc:

sin « Ccos &

koa-kop =tga - (—ctga) = )=—1.

CoSs « sin o

11



Cwiczenie 1.4.1. Dane sa punkty A(0,1), B(2,0), C(1,-2), D(-1,-1).
Sprawdz rachunkowo, ze czworokat ABC'D jest kwadratem.

ROZWIAZANIE:

Obliczmy najpierw dlugosci bokow tego czworokata:

4B = VT (-1F = V5,
|BC| = /(1 -2)2+ (=2)? = V5,
CD| = /(-1 =12+ (-1 - (=2))? = V5,
|AD| = \/(=1)2 + (-1 —1)2 = /5.

Wszystkie boki czworokata sa réwne, a wiec jest to romb. Wystarczy jeszcze
pokazaé, ze sasiednie boki tego rombu sa prostopadte. Wykorzystamy do tego
wspOtczynniki nachylenia bokow czworokata ABCD. Wynosza one:

0—1 1 —2—-0

= —-— p— :2

kap 50 5 kpc T2 ;
—1+2 1 —1-—-1

pr— _ -—— p— :2
kcp 1 5 kap "

Otrzymali$my, ze kap - kgc = —1, co oznacza, ze AB 1 BC'. Stad mozemy juz
wywniosowad, ze faktycznie czworokat ABC D jest kwadratem.

12




Rozdziat 2

Wektory na plaszczyznie

2.1 Wektor i jego wspélrzedne

Wektor to odcinek, ktorego konce tworza uporzadkowang pare punktéw, z ktorych
pierwszy nazywamy poczatkiem, drugi za$ koncem wektora.

o1iec - ID
B konie Zapis AB oznacza wektor o poczatku

w punkcie A i koncu w punkcie B.
Stosowa¢ bedziemy takze jednoliterowe
oznaczenia wektorow, np. u,v,w, badz
opuszczajac strzatke nad litera, np.

; U, v, W.
A poczatek »

Wektor, ktorego poczatek pokrywa sie z jego koricem nazywamy wektorem ze-
rowym. Oznaczamy go przez Gﬂb 0.

Wspoélrzednymi wektora AB nazywamy roznice odpowiednich wspotrzednych
korica B i poczatku A tego wektora. Zapisujemy je w nawiasach kwadratowych:

—
AB = [bl —ay, by — 062]; gdzie A = (@baz)»B = (blab2)'

Uwaga 2.1.1. Kolejnos¢ jest bardzo wazna: od wspotrzednych konca wektora odej-
mujemy wspolrzedne poczatku!

Ogolnie wektor ¢ we wspotrzednych zapisujemy jako: ¥ = [vq, va].

Uwaga 2.1.2. Wspolrzedne wektora zerowego to 0 = [0, 0).

Przyklad 2.1.3. Obliczmy wspotrzedne wektora ¢ zaznaczonego w ukladzie

wspotrzednych.
A

g T=AB =[4—(~2),—1—3] = [6,—4].

13



Cwiczenie 2.1.4. Znajdz wektor @ o poczatku w punkcie P(—1,2) i o wspotrze-
dnych [2, —3].

ROZWIAZANIE:

Koniec wektora @ oznaczmy punktem K (kq,ks). Wspolrzedne tego wektora
mozemy zapisa¢ nastepujaco:

@ = PK = [ky — (—1), ks — 2] = [2,-3].
Poroéwnujac odpowiednie wspotrzedne otrzymujemy réwnania:
ki+1=2 oraz ky—2=-3.

Znalezlismy wiec wspolrzedne konica wektora, czyli punkt K (1, —1). Szukany wek-
tor W ma poczatek w punkcie (—1,2) a koniec w punkcie (1, —1).

2.2 Geometryczne cechy wektoréow

Kazdy wektor posiada trzy charakteryzujace go cechy:
—
e dlugosé¢ wektora - dlugosé¢ tworzacego go odcinka, czyli |AB| = |AB;
e kierunek wektora - kierunek prostej, na ktorej lezy ten wektor;

e zwrot : wektory o danym kierunku maja dwa mozliwe zwroty:

zwroty zgodne zwroty przeciwne

Uwaga 2.2.1. Przyjmuje sie, ze dtugos¢ wektora zerowego jest rOwna zeru, nato-
miast jego kierunek i zwrot sa dowolne.

2.2.2. Wz6r na dlugosé wektora

Punkty A(aq,as), B(by,by) sa odpowiednio poczatkiem i koncem wektora ¢. Ma on
zatem nastepujace wspotrzedne:

o —
Uv=AB = [bl — al,bg — CLQ] = ['Ul,Uz].

Poniewaz dtugos¢ wektora jest zwykta dtugoscia odcinka, ktorego koncami sa poczatek
i koniec tego wektora, tatwo otrzymujemy (ze wzoru (1.2.1)), ze dlugos¢ wektora
WYNosi:

0] = |AB| = /(b1 — a1)? + (b — a1)2 = \/v12 + vo2.
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Ostatecznie mozemy zapisa¢ wzoOr:

% 0] = |[v1, va] | = Vvi? + 2, ¢ (2.2.1)

Przyklad 2.2.3. Wektor @ = [4, —3] ma dlugos¢ |i] = /42 + (—3)2 = 5.

2.2.4. Biegunowa postaé¢ wektora

Definicja 2.2.5. Katem biegunowym «, wektora v nazywamy kat skierowany
pomiedzy dodatnia polosig Ox oraz ta czescig prostej zawierajacej v, ktora ma zwrot
taki jak .

Kat biegunowy jest liczba z przedziatu [0, 27). Rysunki ponizej przedstawiaja rozne
mozliwosci kierunkow i zwrotow wektora oraz odpowiednie katy biegunowe jakie sa

wyznaczane w tych przypadkach.

A A
Y Yy Y -, ' L Y

Zauwazmy, ze kat biegunowy okresla kierunek i zwrot wektora w uktadzie wspotrze-
dnych. Natomiast dtugos¢ wektora nie jest zalezna od kata biegunowego. Powiedzie¢,
ze dwa wektory maja rowne katy biegunowe, to to samo, co stwierdzi¢, ze maja one
jednakowe kierunki i zgodne zwroty.

jednakowe réwne
kierunki . katy
2 i zwroty biegunowe

Znajac kat biegunowy danego wektora (a zatem jego kierunek i zwrot) oraz
dodatkowo takze dtugosé¢ tego wektora, mozemy okresli¢ jego wspotrzedne. Prowadzi
nas to do postaci biegunowej wspotrzednych wektora.
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Rozwazmy przypadek, gdy
a, € (0,%), jak to przed-
stawia rysunek obok. Wek-
tor ¥ ma wspotrzedne

U= [xz — T1,Y2 — yl]-

| Wyznaczajac cosinus i sinus
| kata biegunowego otrzymu-

oy jemy réwnosci:

To — 1 = |U] cos a,,
Yo — Y1 = |U] sin a,.

Ostatecznie otrzymujemy biegunowa postaé¢ wspoélrzednych wektora v:

O U = [|V] cos a, | 7] sin v, ]. O (2.2.2)

Uwaga 2.2.6. Powyzszy wzor zachodzi dla dowolnego kata . Mozemy sprawdzic,
ze w kazdym przypadku obliczenia beda takie same. W tym celu nalezy zauwazy¢,
ze znaki wyrazen xo — T1 1 cosa oraz Yy, — Y1 1 sin « s zawsze jednakowe.

2.3 Ro6wnos$é wektorow

Definicja 2.3.1. Dwa wektory nazywamy réwnymi, jesli maja jednakowe dtugodci,
kierunki i zwroty.

Wektory réowne danemu wektorowi U pow-
staja przez przesuniecia wektora ¥ do innych
punktow zaczepienia (poczatkow).

Uwaga 2.3.2. Dwa wektory sa réwne, jesli maja rowne dtugosci i katy biegunowe.
Twierdzenie 2.3.3. Rowne wektory majq jednakowe wspotrzedne.

Dowdd. Niech 4 i U beda rownymi wektorami. Oznacza to, ze ich dtugosci oraz katy
biegunowe sa rowne, tzn. |d| = |U] 1 o, = «.
Wowcezas

uy = || cos a, = |U] cos v, = vy,

ug = |t] sin o, = |U] sin o, = o.

Zatem otrzymalismy, ze odpowiednie wspotrzedne obu wektorow sa rowne:

[u, us] = [v1, va).
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Wektory mozna w dwojaki sposob traktowac¢: albo biorac pod uwage punkt
poczatkowy (punkt zaczepienia), albo nie.

e Wektor swobodny to wektor traktowany z doktadnoscia do relacji rownosci,
czyli z doktadno$cia do przesuniecia. Okreslajac wektor swobodny musimy
znac kierunek, zwrot i dlugo$¢, natomiast potozenie poczatku wektora nie ma
znaczenia. Wektor swobodny mozna tez okresli¢ przez podanie jego wspotrze-
dnych (bo te nie zaleza od polozenia poczatku).

e Wektor zaczepiony to wektor, w ktorym dodatkowo punkt zaczepienia jest
ustalony. Zatem do okreslenia takiego wektora potrzebne jest nie tylko po-
danie kierunku, zwrotu i dtugosci, ale takze punktu poczatkowego wektora.
Wektor zaczepiony mozna tez okresli¢ przez podanie punktu poczatkowego
i koricowego.

Definicja z poczatku drugiego rozdziatu jest wiec definicja wektora zaczepionego.
W dalszej czesci niniejszego skryptu zajmowac sie bedziemy gtoéwnie wektorami swo-
bodnymi, chyba, ze wyraznie bedzie mowa o punktach bedacych koricami wektora.

2.4 Dodawanie wektorow

Sume danych dwoch wektoréw o i @ mozemy okre§lic na dwa sposoby, stosujac
nastepujace reguty.

1. Reguta rownolegtoboku.
Wektor @ przesuwamy tak, by jego

poczatek pokryl sie z poczatkiem
wektora ¢ , a nastepnie prowadzimy
prosta rownoleglta do ¢ przez koniec
wektora w i rownolegta do W przez
koniec wektora ¢. Proste te przeci-
naja sie w jednym punkcie bedacym
koncem szukanego wektora v+, zas
jego poczatkiem jest poczatek wek-
tora ¥ (a zarazem poczatek ).

Wektor @ przesuwamy tak, by jego
poczatek pokryt sie z konicem wek-
tora v. Wektor ¢ + @ otrzymujemy
laczac poczatek wektora v z koricem
wektora w, ktore to punkty sa
odpowiednio poczatkiem i konicem
szukanego wektora.
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2.4.1. Dodawanie we wspoélrzednych

Zobaczmy w jaki spos6b mozna przeprowadzi¢ dziatanie dodawania wektoréw postugu-
jac sie ich wspotrzednymi.

Przyjmijmy, ze mamy dane wektory v'i w:

AB = [bl — (Il,bQ — CLQ} = [Ul,’UQ],

g
w BC:[Cl—bl,CQ—bg]:[wl,wg].

Znajdimwspélrzgdne wektora o + w:
17-’-117:1402 [Cl — a1,Cy —ag] =

= [01—b1+b1—a1,02—b2+b2—a2] =
= [’LUl + V1, W + Ug].

—
_

Otrzymalidémy zatem, ze wspoélrzedne sumy wektoréw, to sumy poszczegolnych
wsporzednych tych wektorow:

O [v1, V2] + (w1, wo] = [v1 + wr, V2 + wol. 0 (2.4.1)

Cwiczenie 2.4.2. Jaka jest dlugo$é wektora bedacego sumg wektorow o = [—8, 3]
iw=[7,-5]?

ROZWIAZANIE:

Wyznaczmy najpierw wspolrzedne wektora sumy:

T+wW=[-8+7 3+ (-5)]=[-1,-2]
Dlugosé tego wektora wynosi v/5, co tatwo obliczy¢:

T+ @] = /(—1)2 + (=2)2 = V5.

2.5 Wektory przeciwne i odejmowanie wektoréw

Definicja 2.5.1. Dwa wektory nazywamy przeciwnymi, jesli maja jednakowe dlu-
gosci i kierunki, lecz przeciwne zwroty.

- - Wektor przeciwny do

il —U -
wektora U oznaczamy
przez —u.
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Fakt 2.5.2. Jesli ¥ = [v1,v9], to —U = [—vy, —vy].

Dowdd. Jesli ¥ jest wektorem o poczatku w A(aq, az) i koricu w B(by, by), to jako
wektor przeciwny do niego, czyli o przeciwnym zwrocie, ale tym samym kierunku
i tej samej dlugosci mozna wzia¢ np. wektor o poczatku w B i koncu w A. Wowcezas
mamy natepujace réwnosci:

—_— —

—tv=—AB = BA = [al — b]_,a2 — bg] = [—(bl — al), —(b2 — (Ig)] = [—’Ul, —’UQ].
O
2.5.3. Odejmowanie wektoréow

Roéznice wektorow v — @ okreslamy jako sume wektora ¢ i wektora przeciwnego do .
Mamy zatem:

U— W =10+ (—0).
Ponizsze rysunki przedstawiaja geometrycznie odejmowanie wektoréw dwoma spo-
sobami, takimi, jak przy dodawaniu wektordw.

Wspélrzedne réznicy wektordw, to roznice poszczegdlnych wspotrzednych wek-
torow:
0 U—w = [’Ul—wl,UQ—'LUQ]. <> (251)

Mozemy przeprowadzi¢ prosty rachunek uzasadniajacy powyzszy wzor:

—

T— = U4(—w) = [v1, va]+[—w1, —ws] = [v1+(—w1), Vot (—ws)] = [v1—w1, Va—ws)].

2.6 Mnozenie wektora przez liczbe
Majac dany wektor ¢ i liczbe rzeczywistg ¢, mozemy okresli¢ iloczyn t - v.

Definicja 2.6.1. Iloczynem wektora ¢ przez liczbe rzeczywista ¢t (zwana tez
skalarem) nazywamy wektor o takim samym kierunku, jaki ma wektor ¢, dtugosci
rownej |t| - |U| oraz zwrocie zgodnym z v, gdy t > 0, lub przeciwnym, gdy ¢ < 0.
Natomiast iloczyn dowolnego wektora przez liczbe t = 0 jest wektorem zerowym.
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2.6.2. Wspoélrzedne wektora tv

Wspotrzedne wektora tv wyznaczymy korzystajac z postaci biegunowe;j.
Niech «,,ay, beda odpowiednio katami biegunowymi wektorow o = [vy,vs] 1 t0.
Rozwazmy trzy przypadki, w zaleznosci od liczby t:

1. Jedli t > 0, wowczas U i tU maja zgodne zwroty, wiec a,, = ay,. Ponadto
|tv] = |t| - |U] =t - |¥]. Mamy zatem

t-v = [|tv] cos ayy, |tV] sin ay,| =

= [t |U]cosa,t-|U]sina,] = [t- v, t-vs.

2. Jesli t < 0, wowczas zwroty U i LU sa przeciwne, czyli oy, = «, + 7. Ponadto

[tv] = |t| - |U] = —t - |0]. Zatem
t-U = [|tU] cos ay,, |tU] sin ay,| = [—t|U] cos (av, + ), —t|¥] sin (v, + )] =
= [t - || cosau,t-|U|sinay,] = [t-v1,t-vs].

3. W przypadku ¢ = 0 definicja moéwi, ze iloczyn dowolnego wektora przez 0 jest
wektorem zerowym. Mozemy to zapisa¢ w nastepujacy sposob: 0 - v = 0, czyli
0- [’Ul,vg] = [0,0] = [O . 01,0 : Ug].

We wszystkich przypadkach otrzymaliSmy ten sam sposéb na obliczenie wspolrze-
dnych iloczynu wektora ¢ przez liczbe t: nalezy obie wspélrzedne wektora pomnozy¢
przez te liczbe. Mozemy zapisa¢ to wzorem:

O t- U= tlvy, ve] = [tvy, tvg]. O (2.6.1)

Ponizsze rysunki przedstawiaja iloczyn wektora v przez dodatnig liczbe t. Zauwazmy,
ze w zaleznosci, czy t jest wieksze, czy mniejsze od 1, dlugo$¢ wektora sie odpowie-
dnio zwieksza, badZ zmniejsza.

A
- O<t<1
Y t>1 lli _____________ e

L0 it ; v/
| tl.’g --------- :
ti7 i ! |
| | 1
oo | to/
Wl 1 J !
I I 1 I
I ! I |

01 o, T hil (1,1 >

Przyklad 2.6.3. Obliczmy wspolrzedne iloczynu wektora ¢ = [—3, 3] przez —4.
Mamy:
4= —4|-13 s (“8) Zaisl = —ig
—4) = — _— fry — . _— — . = — .
27 2 ) Y
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2.7 Wlasnosci dzialan na wektorach

Dla dowolnych wektorow u, v, w oraz dowolnych liczb rzeczywistych ¢ i s zachodza
nastepujace wlasnosci:

W=wW+v (przemienno$¢ dodawania),

<

1

—

_|_
+ (W+u) = (U+wW)+u (lacznosé¢ dodawania),
_I._

<

)
2)
3)
)
)
)

(

(

( s)-U=1t0+ s (rozdzielno§¢ mnozenia wektora wzgledem sumy liczb),
(4) t(U+wW) = tv+tw  (rozdzielnos¢ mnozenia liczby wzgledem sumy wektorow),
(

(

(

/—\

5) t(sv) = (ts)v  (laczno$¢ mnozenia skalarow),

6 =0,

o
@1
Il
[esl]
(=)

N1-i=40

Kazda z powyzszych wlasnosci mozna tatwo uzasadnié geometrycznie (z definicji),
lub algebraicznie (we wspotrzednych). Przyktadowo podamy uzasadnienie (1) i (7),
pozostate pomijajac.

Dowad.
(1) — geometrycznie:  wlasnos¢  ta
wynika wprost z definicji, suma
wektoréw nie zalezy od porzadku
sktadnikow.
— algebraicznie: wspotrzedne wektoréw sa nastepujace: v = [vy, vo],
W = [wy, we]. Whasnosé (1) wynika z przemiennosci dodawania liczb:
U""LUZ [1)1 + w1, Vg —i—w2] = [w1 +Ul,w2—|—1)2] = 117"‘17
(7)  — geometrycznie: 1 - U jest wektorem o tej samej dtugosci co ¥ oraz tym

samym kierunku i zwrocie, a wiec wektor ten jest rowny wektorowi .
— algebraicznie: wektor ¥ ma wspolrzedne [vq, v5], zatem

—

1-7=1-[v,v] =[1- 01,1 v9] = [v1,05] = .
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2.8 Wektory wspolliniowe i niewspotliniowe

Ponizszy rysunek przedstawia trzy pary wektorow.

— \\§\ =

0

Obydwa wektory, sposrod kazdej z par, maja te same kierunki. Jesli teraz prze-
suniemy je do jednego punktu zaczepienia, beda one lezaly na jednej prostej.

Taka wtasnosé¢ w algebrze liniowej nazywamy liniowag zalezno$ciag pary wektorow.
Mozemy takze powiedzie¢ o tych wektorach, ze sa wspotliniowe.

Definicja 2.8.1. Dwa wektory nazywamy wspoélliniowymi, jesli maja jednakowe
kierunki (sa rownolegle), lub jesli cho¢ jeden z nich jest wektorem zerowym.

Pojecie liniowej niezalezno$ci, czy niewspotliniowosci pary wektorow jest prze-
ciwienstwem wspotiniowosci.

Definicja 2.8.2. Dwa wektory sa niewspoélliniowe, jesli maja rozne kierunki.

Twierdzenie 2.8.3. Jesli wektory U i W sq wspdtliniowe, to jeden z nich jest tloczynem
drugiego przez pewna liczbe rzeczywistq.

Dowadd. Jesli oba wektory ¢ i o sa zerowe, to dla dowolnej liczby t spelniona jest
teza U =t - w, gdyz wektor zerowy pomnozony przez dowolna liczbe, jest wektorem
ZETOWy.

W przypadku, gdy tylko jeden z wektorow jest zerowy (przyjmijmy, ze U = 6)
dowod jest rowniez oczywisty i wynika z poznanych wczesniej wtasno$ci, mamy
bowiem: 7 =0 = 0 - .

Zajmijmy sie zatem pozostalym przypadkiem, czyli dla @ # 01 @ # 0. Rozwazmy
dwa podprzypadki:

e Ui maja zgodne zwroty.

Niech t = % Pokazemy, ze v =t - . Wektory ¢ i tu/ maja te same kierunki

i zwroty. Ich dlugosci takze sa rowne, bo:

; O i T
|tw| = [¢] - ] = R || = [7].
|
Zatem te wektory sa rowne, czyli v =t - 0.
e Ui w maja przeciwne zwroty.
Niech teraz t = —%. Wowcezas mamy:
. . o
0] = 1] = | {7 -l = 1 11 =1
|| ||




Otrzymalisémy, ze wektory ¢ i tw sg réwnej dlugosci. Wiemy tez, ze maja
jednakowe kierunki i zgodne zwroty (bo wektor W o zwrocie przeciwnym do ¥
mnozymy przez liczbe ¢ < 0). Zatem zachodzi rownosé v =t - 0.

O

Uwaga 2.8.4. Algebraiczne okreslenie liniowa zalezno$é oznaczajace wspotliniowosé
dotyczy wlasnie réwnosci v =t - .

Uwaga 2.8.5. Jesli wektory U'i  sg niewspotliniowe, to zaden z nich nie jest rowny
iloczynowi drugiego przez jakakolwiek liczbe rzeczywista.

2.9 Rozklad wektora wzgledem dwoch réznych
kierunkéw

Majac dane dwa rézne kierunki k; i ko mozemy przedstawi¢ dowolny wektor v, jako
sume dwoch wektoréw o kierunkach k; i ko. Takie przedstawienie v = v] + v3, gdzie
v; ma kierunek ki, a v3 kierunek ko, nazywamy rozkladem wektora wzgledem
tych kierunkow. Wektory o1, 03 nazywamy skladowymi.

Fakt 2.9.1. Kazdy wektor U mozna roztozyé wzgledem zadanych dwdch kierunkow
ki, ks. Rozktad taki jest jednoznaczny (mozna go dokonaé tylko na jeden sposdb).

Dowdd. Jesli ¥ ma jeden z kierunkow ki lub ko, to rozklad ma postac¢ @ = 740, gdzie
0 traktujemy jako sktadowa w drugim kierunku. Te sytuacje przedstawia ponizszy
rysunek po lewej.

Jesli ¥ nie jest réwnolegly do zadnego z kierunkéw, to sposob tworzenia rozktadu
przedstawia rysunek powyzej z prawej strony.

Pokazalismy zatem, ze dla kazdego wektora taki rozklad istnieje. Nalezy jeszcze
udowodnié, ze jest on jedyny. W tym celu wykazemy, ze jesli istnieja dwa rozktady,
to sa one sobie rowne.

Niech @ = o7 +v3 = 07’ +v3', gdzie 17, v;’ maja kierunek ki, a 03, 5 kierunek k..
Wowezas U7 — U7 = 03 — 05 1 wektor ten ma zaréwno kierunek ky (bo v1 — 07’ ma
kierunek ki), jak i kierunek ko (wektor vy’ — v5 ma taki kierunek). Jedyny wektor,
ktory ma wiecej niz jeden kierunek to wektor zerowy, wiec otrzymujemy rownosc:

— —/ —/ - - —/ - =/
V1 — U1 = vy — vy =0, stad v; = U7 oraz vy = vy .

Otrzymalidémy zatem, ze te dwa rozklady musza byé¢ jednakowe. O]
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2.10 Rozklad wektora wzgledem pary liniowo nieza-
leznych wektorow

Definicja 2.10.1. Kombinacjg liniowa wektoréw o7 i v5 nazywamy wyrazenie
postaci t; - v1 + ty - V3, gdzie t1,ts sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Przedstawienie wektora w jako kombinacji liniowej niewspotiniowych wektorow
U7 1 vy nazywamy rozkladem wektora wzgledem pary liniowo niezaleznych
wektoréw. Liczby t; i {2 nazywamy wspélczynnikami kombinacji liniowej
(albo wspotezynnikami rozktadu). Z faktu o istnieniu jednoznacznego rozktadu wek-
tora wzgledem dwoch kierunkéw wynika bezposrednio nastepujace stwierdzenie.

Fakt 2.10.2. Kazdy wektor rozktada sie jednoznacznie wzgledem pary liniowo nieza-
leznych wektorow.

Dowdd. Wektory v7,v5 niech beda liniowo niezalezne (niewspotliniowe). Wektory
wh, wh s3 jednoznacznie wyznaczonymi (z Faktu 2.9.1) sktadowymi rozktadu wektora
w wzgledem kierunkow wektorow v i vy, tzn. w = w) +ws. Wektory w} i v7 sg liniowo
zalezne, przy czym v jest niezerowy, dlatego wi jest iloczynem v; przez pewng
liczbe t1, czyli w) = t; - v1. Podobnie dla wektorow ws i v mamy, ze wy = to - V5.
Otrzymujemy zatem jedyny mozliwy rozktad w kombinacje liniowa wektora w:

1:t1'1}_i :>7ﬂ:151171—|—t2172.
t

]

Uwaga 2.10.3. Jesli wektory v7 i v3 sa liniowo zalezne (czyli majace ten sam
kierunek k), to rozktad wektora @ wzgledem nich:

e nie istnieje, gdy @ ma kierunek rézny od kierunku k.

Wszystkie kombinacje tv; + sv3 maja
kierunek k, a wiec zadna z nich nie
moze by¢ réwna .

e jest niejednoznaczny, gdy @ ma kierunek k.

Dla dowolnej liczby t wektor tv; ma
kierunek k i mozemy dobra¢ takie s, ze
W — tU] = SUs.

Wtedy @ = tv] + sv3, a poniewaz t mogliSmy wybraé¢ na nieskonczenie wiele
sposobow, wiec takich kombinacji liniowych jest nieskoriczenie wiele.
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Ponizsze ¢wiczenie pokazuje, ze rozktadu w kombinacje liniowa mozna dokonaé
metodami rachunkowymi.

Cwiczenie 2.10.4. Rozloz wektor @ = [—4, —5] wzgledem wektorow v7 = [—1,2)]
iv5=1[0,—1].

ROZWIAZANIE:

Zauwazmy najpierw, ze wektory v7 i v3 sg liniowo niezalezne, bo zaden z nich nie
jest iloczynem drugiego przez zadna liczbe. Mozemy zatem znalezé kombinacje
liniowa W = t101 + t2v3. Podstawiajac wspolrzedne danych wektoréw wyliczymy
wspotezynniki rozktadu:

[—4, —5] == tl[—l, 2] -+ tQ [0, —1] = [—tl, 2t1] + [0, —tg] = [—tl, 2t1 - tQ]
Poroéwnujac poszczegolne wspotrzedne mamy:
—4 == —tl = tl - 4

—5=2t —ty = —b=8—1y = ty, =13.

Ostatecznie mozemy zapisaé¢ szukany rozktad:

[—4,-5] =4-[-1,2] + 13- [0, —1].

2.11 Wersory

Wektory jednostkowe (tzn. o dlugosci 1) o kierunkach i zwrotach takich, jak osie
uktadu wspotrzednych nazywamy wersorami.

A Oznaczenia wersorow:
Y
1 — wersor zwigzany z osig Oz,
1ii €3 — wersor zwigzany z osia Oy.
€2 Mozna 7z tatwoscia zauwazy¢, ze wspotrzedne
— —»  Wersorow to:
€1 1 &

é1=1[1,0] oraz € =][0,1].

Wersory sg liniowo niezaleznymi wektorami, a wiec dla dowolnego wektora o
mozemy wyznaczy¢ jednoznacznie jego rozklad wzgledem wersoréw. Rozklad
ten wyglada nastepujaco:

U= [v1,v3] = [v1,0] 4+ [0, v2] = v1[1,0] + v2[0,1] = vy - €1 + vy - €3.

Uwaga 2.11.1. Wspolezynniki rozkladu wektora wzgledem wersorow sa réwne
wspotrzednym tego wektora.
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2.12 Wektor wodzacy

Definicja 2.12.1. Wektor wodzacy punktu P to wektor O—IS, gdzie O jest poczatkiem
uktadu wspotrzednych.
A

)
P(p1.p2) Wektor wodzacy punktu P ma

takie same wspolrzedne jak ten
punkt. Jesli P(py,p2), to

_
OP = [p1 — 0,p2 — 0] = [p1,pal.

\]

O T

Uwaga 2.12.2. Kazdemu punktowi ptaszczyny odpowiada doktadnie jeden wektor
wodzacy, a kazdy wektor o poczatku w punkcie O wyznacza doktadnie jeden punkt
plaszczyzny bedacy koncem tego wektora.

Pojecie wektora wodzacego przydaje sie w wielu zadaniach. Przyktadowe zasto-
sowanie pokazane jest w ponizej przedstawionym zagadnieniu podziatu odcinka.

Cwiczenie 2.12.3. Majac dane punkty A(—1,6) i B(5,3) znajdz wspotrzedne
punktu P podzialu odcinka w stosunku 2 : 1.

ROZWIAZANIE:

Aby wyznaczy¢ wspolrzedne punk_t>u P znajdziemy
wspotrzedne wektora wodzacego OP, ktérym sg one

A rOwne. Zauwazmy, ze

A @t — —_— —

T OP =0OA+ AP.

1 P
Wektor l())dzqcy punktu A ma oczywiscie wspot-

il B rzedne OA = [~1,6]. Natomiast wspolrzedne wek-

- —
WL tora AP obliczymy z wynikajacej z treSci zadania
- N rownosci: 5
)] [ — —
A1 I AP = - 4B.

Wektor AB ma wspolrzedne: [5 + 1,3 — 6] = [6,—3], a wiec AP = 2.[6,-3] =
= [4, —2]. Zatem mozemy juz podstawié obliczone wspolrzedne do poczatkowego
rOwnania. Otrzymujemy, ze

— —  ——
OP = OA + AP = [1,6] + [4,—2] = [3,4].

Zatem szukanym punktem podziatu jest P(3,4).

Ogolnie mozemy powiedzieé, ze punkt podzialu odcinka AB w stosunku
t : s, to taki punkt wewnetrzny P odcinka AB, dla ktérego zachodzi proporcja
|AP|: |PB| =t:s.
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2.12.4. Wz6r na punkt podzialu

Majac dane korice odcinka A(aq,as), B(by, bs) Y A
i stosunek podzialu t : s odcinka AB, znaj-
dziemy punkt podziatu P(pi,ps2). Postepowaé 2
bedziemy podobnie jak w Cwicze_niu 2.12.3.
Aby znalezé wektor wodzacy OP skorzy- P

— — T
stamy z rownosm OP = OA+AP Zauwazmy o) e
e AP = AB natomiast AB = OB —OA. )
Zatem dostaJemy, ze

OP = 04 OB.

—_— —
(0B —-04)=

t+ s

Otrzymalismy wiec wzor na punkt podziatu odcinka AB w stosunku ¢ : s w postaci
wektorowe;j:

— t —
OP = OA + OB. (2.12.1)
t+s t+s
Mozemy takze zapisa¢ ten wzoér we wspotrzednych:
b= Hﬂ“+ﬂﬁ . (2.12.2)
P2 = 7502 + t+sb

Powyzszy wzor tatwo otrzymujemy z podstawienia odpowiednich wspotrzednych we
wzorze (2.12.1):

t
t+ s

S n t b S n t b
. a/ . s a —_—
t+s T txs Vixs Pliyxs Z

[p1,p2] = la, as]+

[b1, be] = {

Uwaga 2.12.5. Jak wiemy, wektory wodzace danych punktow majq takie same

S
t+ s

wspotrzedne jak te punkty. Przyjmuje sie skrotowy zapis: zamiast OP piszemy P
lub nawet P. Wobec tego wzor (2.12.1) mozemy zapisa¢ rowniez nastepujaco:

— s — t —
P = A+ B.
t+s t+s
Fakt 2.12.6. Wspotrzedne srodka odcinka sq Srednimi arytmetycznymsi odpowiednich

wspotrzednych korcow tego odcinka.

Dowod. Fakt ten wynika ze wzoru na punkt podziatu odcinka, gdyz srodek odcinka
jest jego szczegbdlnym przypadkiem, gdzie stosunek podzialu wynosi 1 : 1. Niech
P(p1,p2) bedzie srodkiem odcinka AB, gdzie A(ay,as), B(by,by). Mamy wtedy:

— 1 — 1 1— 1—

P = A+ B=-A+-B.
117 "1l 27 T2

Mozemy to oczywidcie zapisa¢ we wspolrzednych, co konczy dowod tego faktu:

1 1 1 1 a1+ by as+ by
(D1, p2) 5@+ 5 Sar+ g 2] { 5 T3
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2.13 Roéwnanie parametryczne prostej

W jezyku wektorow mozemy zapisa¢ dowolng prosta z ptaszczyzny. Zacznijmy jednak
od prostszego przypadku, gdy prosta przechodzi przez punkt (0,0).

2.13.1. Prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspélrzednych

Dla prostej L o kierunku niezerowego wektora ¢ = [v1,v5] 1 przechodzacej przez
(0,0) oraz dla dowolnego punktu X z tej prostej mamy, ze wektor wodzacy punktu
X jest iloczynem wektora ¢ przez pewng liczbe rzeczywista t. .

Mozemy zatem zapisa¢ rowno$¢ OX = t-v. Wstaw-

A iajac wspolrzedne wystepujacych w tej rownosci

I wektoréw dostajemy:

[131, :1:2] = t[Ul, ’UQ] = [tUl, t'UQ].
X(x1,29)

7 Otrzymane rownanie

> O (21, x0) =t - U1, V] O (2.13.1)
O

bedziemy nazywa¢ réwnaniem = parame-

trycznym prostej L przechodzacej przez (0,0).

To samo réwnanie mozemy zapisa¢ tez we wspotrzednych:

0 { mEte (2.13.2)

To = tUQ

W takim réwnaniu wystepuje parametr ¢, za ktory mozna wstawi¢ dowolne liczby
rzeczywiste. Natomiast vy i vo to konkretne wspotrzedne ustalonego wektora v, wiec
sa one dane. Niewiadomymi w tym roéwnaniu sg x1 i x2, ktére jednak dla poszczegol-
nych wartosci parametru ¢ mozna wyliczy¢ i dosta¢ wspotrzedne (1, x2) punktu X.
Podstawiajac za t kolejne liczby rzeczywiste otrzymamy wszystkie punkty prostej L.

Tr = 3t

Ty = —4t
rzedne kilku punktow tej prostej. Sprawdzmy tez, czy A(—3, —2) nalezy do L7
Podstawmy za parametr ¢ kolejno kilka liczb i obliczmy wspotrzedne punktow:

Przyklad 2.13.2. Prosta L dana jest rownaniem { . Znajdzmy wspot-

dla t=-2  (21,72) = (3-(-2),—4-(=2)) = (=6,8);
dla t=1 (x1,29) = (3-1,—4-1) = (3, —4);
dla t = (z1,22) = (3 55, —4- ) = (5, —1).

12>
Otrzymane punkty speliaja réwnanie prostej L zatem do niej naleza. Jesli punkt
A tez lezy na tej prostej, to dla pewnego t musza by¢ spelnione oba rownania:

~—

|~

—
V)
W=

3:-t=-3 oraz —4-t=-2.

Dostajemy z nich, ze t = —1it = %, co jednoczesnie nie moze zachodzi¢, wiec A
nie nalezy do prostej L.
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2.13.3. Prosta nie przechodzaca przez poczatek uktadu wspoélrzednych

W przypadku prostej L nie przechodzacej przez (0, 0), natomiast przechodzacej przez
punkt A(aq,as) i rownoleglej do niezerowego wektora ¥ = [v, v5] mamy nastepujace
rownosci:

N .

AX =t-0 A

dla pewnego t rzeczywistego, oraz

— —_—  —
OX = OA + AX,

v
gdzie X jest dowolnym punktem lezacym na /
prostej L. Wstawiajac do drugiego réwnania pier- % -0
wszg rownosé otrzymujemy:

— — .
0OX =0A +tv.

Stad mamy juz postaé wektorowg réwnania parametrycznego prostej L:
(21, T2] = [a1, as] + t{vr, va] = a1 + tvr, agz + tvy),

— —
co skrotowo mozemy zapisa¢ jako X = A + tv, lub po prostu A + tv. Mozemy
roOwniez otrzyma¢ rOwnanie parametryczne prostej we wspolrzednych:

o { m=apktug (2.13.3)

To = Qo + tUg
Skrotowy zapis we wspotrzednych (aq + tvq, ag + tvg) takze bedzie oznaczal prosta.

Uwaga 2.13.4. Kazde roéwnanie postaci (2.13.3) dla dowolnych wspotczynnikow
ai, az, vq, v, takich ze [vy, va] # [0, 0], jest parametrycznym przedstawieniem pewne;
proste;j.

r=—1+4t
y=3—-2t

Przyklad 2.13.5. Narysujmy prosta zadang réwnaniem: {

Posta¢ wektorowa tego réwnania to
X =[-1,3] + t[4,-2].

Zatem szukana prosta przechodzi przez
punkt (—1,3) i jest rownolegta do wektora
v=1[4,-2].

Do opisu prostych przydatne sa ponizej zdefiniowane pojecia.

Definicja 2.13.6. Punkt A(aj, as) nazywamy punktem poczatkowym prostej
zadanej rownaniem (2.13.3).

Definicja 2.13.7. Wektor U[v;, v5] nazywamy wektorem kierunkowym prostej
zadanej rownaniem (2.13.3).
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Dla utrwalenia pojecia robwnania parametrycznego prostej przeprowadzmy kilka
cwiczen.

Cwiczenie 2.13.8. Napisz rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez
punkty A(—2,—1) 1 B(3,4).
ROZWIAZANIE:
Punkt A traktujemy jako punkt
pgzqtkowy szukanej prostej, natomiast
AB jako wektor kierunkowy. Wiemy, ze
AB =[3 - (=2),4 — (=1)] = [5,5], zatem
rOwnanie prostej jest nastepujace:

X =[-2,—1] +t[5,5].

Kolejne ¢wiczenie pokazuje jak mozna wykorzysta¢ réwnanie parametryczne prostej
do rozwigzywania zadan z geometrii analitycznej.

Cwiczenie 2.13.9. Punkt A(1,5) rzutujemy w kierunku wektora @ = [1, —2] na
prosta L : (24 t,—1 4 2t). Znajdz wspolrzedne punktu A’ otrzymanego w tym
rzucie.

ROZWIAZANIE:
A
Yl A(1,5) Zacznijmy od napisania réwnania parametrycznego
T \\Z’ ' prostej K przechodzacej przez A i rownolegltej do wek-
1 tora v, czyli prostej wzdluz ktorej rzutujemy punkt
T N , A na prosta L. Parametr w tym réwnaniu oznaczmy
. IT L \A _ litera s dla rozréznienia z parametrem ¢t wystepujacym
I RNAMNEES w roéwnaniu prostej L. Mamy wiec
1 K 3}
1/ \ A+s-v=[1,5]+s-[1,-2]=[1+s,5—2s].

Punkt A’ lezy na prostej K, zatem jego wspolrzedne to A" = (1 + 5,5 — 2s)
dla pewnej liczby s. Podobnie mamy, ze A" = (2 + ¢,—1 + 2t) dla pewnego ¢
rzeczywistego, gdyz A’ lezy tez na prostej L. Porownujac wspolrzedne punktu A’
otrzymujemy:

1+s=2+1 s=1+1 s=1+1 5 =
{5—232—1+2t - {6:2s+2t - {2:2t - {t=1

Wstawiajac obliczong warto$é parametru dostajemy szukane wspotrzedne:

A =(1+s 5—-2s)=(1+2, 5—2-2)=(3,1).
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Rozdzial 3

Iloczyn skalarny 1 wyznacznik pary
wektorow

3.1 Definicja i wlasno$ci iloczynu skalarnego

[loczyn wektora przez wektor mozemy zdefiniowaé tak, by otrzymac liczbe (skalar),
badz wektor. Zajmiemy sie teraz iloczynem skalarnym, czyli, jak sama nazwa wska-
zuje, dajacym w wyniku skalar.

Definicja 3.1.1. Iloczynem skalarnym dwoch wektoréw ¢ i w nazywamy liczbe,
ktora otrzymamy mnozac iloczyn dlugosci tych wektorow przez cosinus kata o
miedzy nimi.

lNoczyn skalarny bedziemy oznaczaé przez U o w, zatem
mozemy zapisac:

=

a O To = |U] - || - cos a. O (3.1.1)

Uwaga 3.1.2. Wartos¢ iloczynu skalarnego nie zalezy od tego, ktory z katoéw utwo-
rzonych przez dane wektory wezmiemy: «, czy 27 — . Mamy bowiem z parzystosci
i okresowosci funkcji cosinus, ze cos o = cos (—a) = cos (2 — «). Wybieramy jednak
zazwyczaj mniejszy z katow, a wiec ten z przedziatu (0, 7).

3.1.3. Wlasnosci iloczynu skalarnego

Dla dowolnych wektoréw o, w, @ oraz liczby rzeczywistej A mamy:

(a) VoWl =wWod (przemiennosé);
(b) (V+ @) oW = VoW + uow (rozdzielnosé¢ wzgledem dodawania);
Wo (V+uU)=wol+wWod
(c) M(UoW) = (VU)o =7vo (A W) (tacznosé¢ z mnozeniem przez liczbe);

(d) vow =0« ¢ =01lub @ = 01lub ¢ L @, gdzie symbol L oznacza
prostopadtos¢ wektorow;
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(e) To @ = |v]* (lub inaczej: |v| = Vo ¥ ).
Wyprowadzimy niektore z powyzszych wlasnosci korzystajac wprost z definicji iloczynu
skalarnego.

Dowdad.

(a) Przemienno$¢ iloczynu skalarnego wynika z przemienno$ci mnozenia liczb.
Mamy bowiem:

vow = |0 || - cosaw = || - |U] - cosax = W o T.
(d) Z definicji mamy, ze v o W = 0 < |v] - || - cosa = 0. Skoro iloczyn ma byé
rowny zero, to ktory$ z czynnikow jest zerem. Mamy wiec, ze
vtow=0<« 0] =0, lub |@| =0, lub cosa = 0.
Pierwsze dwie mozliwoséi zachodza dokladnie wtedy, gdy dany wektor jest

zerowy, natomiast ostatnia, gdy kat miedzy wektorami jest prosty, czyli, gdy
sg one prostopadte (bo cos § = 0).

(e) Wlasnos¢ ta jest prawdziwa, poniewaz kat jaki tworzy dany wektor z soba
samym jest zerowy i wiemy, ze cos0 = 1, stad To @ = |7] - |7] - 1 = |v]*.

O

lloczyn skalarny (wraz z calym rachunkiem wektorowym) mozemy wykorzystaé
do dowodzenia twierdzen znanych nam cho¢by z geometrii szkolnej. Popatrzmy na
przyktadowe zastosowanie.

Cwiczenie 3.1.4. Udowodnij, ze w dowolnym réwnolegtoboku suma kwadratow
dhugosci jego przekatnych jest réwna sumie kwadatow dhugosci wszystkich jego
bokow.

Dowad.

WezZzmy dowolny rownolegtobok o bokach bedacych
wektorami ¥ i w, tak jak na rysunku obok. Za-
uwazmy, ze jego przekatne to wektory v + w oraz
W — U.

Zapiszmy teraz sume kwadratow dlugosci przekatnych tego rownolegloboku
i wykorzystujac podane wyzej wlasnosci iloczynu skalarnego dojdziemy do
zadanej rownosci:

T+ @ + | @ — 0 = (F+ @) o (T+T) + (@ — T) o (@ — ) =

—

=voU+2(UowW)+WowW+wWow —2(wWov)+vTot =
= 2(To7) + 2(w o @) = 2|7)* + 2|w|*.

Ostatnie wyrazenie oznacza doktadnie sume kwadratow dlugosci wszystkich
bokow tego rownolegtoboku. O]
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3.1.5. Iloczyn skalarny we wspolrzednych

Przypomnijmy, ze kazdy wektor ma jednoznaczny rozktad wzgledem wersorow, kto-
rego wspotczynniki rozktadu sa rowne wspolrzednym tego wektora (patrz podroz-
dzial 2.11). Chcac zapisa¢ iloczyn skalarny we wspolrzednych, pomocne beda naste-
pujace rownosci dotyczace wersorow:

cioel =lei)* =1,
€065 = |62 =1,

Obliczmy zatem iloczyn skalarny wektorow 0 = [vq, v9] 1 W = [wy, we] postugujac sie
rozkladami tych wektorow wzgledem wersorow: ¥ = vi€1 + v9€3, W = wi€] + Wo€s
oraz wykorzystujac powyzej przedstawione rownosci i wtasnosci iloczynu skalarnego:
vow = (vi€] + v9€3) o (wi€] + waes) =

= (v1€1) o (w1€7) + (v1€]) o (wa€3) + (v2€3) o (wr€7) + (v2€3) o (wees) =

=V W] €106+ V] -Wy-€10€E5+ Vg Wy €30 E] + Vgy-Wy-€EyO €y =

= V1 - W1 + V2 - Wa.
Otrzymalisémy wiec, ze iloczyn skalarny dwoch wektoréw jest suma iloczynu pierw-
szych wspotrzednych oraz iloczynu drugich wspotrzednych tych wektorow , co za-
pisujemy wzorem:

% [v1, v2] © [wr, wo] = viws + vaws. % (3.1.2)

Przyktad 3.1.6. Obliczmy iloczyn skalarny wektorow [3, —2] i [4, 1]:

3,—2]o[4,1]=3-44(-2)-1=12-2=10.

3.2 Kat miedzy niezerowymi wektorami

7 definicji iloczynu skalarnego (Vo = |v/]- |- cos o) oraz przy zalozeniu, ze wektory
U 1 W sa niezerowe, otrzymujemy nastepujaca rownosé:

g

O
|0 - ||
Jesli bedziemy znali wspolrzedne wektorow, to bedziemy potrafili wyliczyé cosinus

kata pomiedzy tymi wektorami, a co za tym idzie ro6wniez i miare tego kata. Wzor
(3.2.1) dla ¥ = [v1, 2] 1 W = [wy, we] jest nastepujacy:

<y

o (3.2.1)

O cosa =

<y
gy

U1 - W1 + Vg - Woy
V12 + v? - Vw? + wy?

cos v = (3.2.2)
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Przyktad 3.2.1. Wyznaczmy kat o pomiedzy wektorami [3,/3], [2,0].
Liczymy zgodnie ze wzorem (3.2.2):

3,v/3] 0 [2,0] 3:2+43-0 6 3
Ccos @ = = = = =

|[37\/§]||[270]| :32_‘_\/32_\/?_2\/E 2\/§

=

Szukamy teraz takiego kata «, by cosa = \/75 Otrzymujemy wiec, ze kat «
pomiedzy danymi wektorami wynosi 30°.

3.2.2. Prostopadlo$é wektoréw we wspélrzednych

Szczegolny przypadek wzoru (3.2.2) mamy dla o = 7, czyli gdy niezerowe wektory
Ui W sa prostopadle. Wtedy cos a = 0, zatem dostajemy nastepujacy warunek.

Fakt 3.2.3. Niezerowe wektory vlvy, va|, Wwy, we] s$q prostopadie < viw+vows = 0.

Cwiczenie 3.2.4. Znajdz wektor prostopadly do wektora [6, —8] i dtugosci dwa
razy mniejszej.

ROZWIAZANIE:

Oznaczmy szukany wektor przez [a,b]. Z warunku prostopadtosci otrzymujemy,
ze

4
[6,—8]J_[a,b]<:>6a—8b:0<:>a:§b.

Drugi warunek zadania dotyczacy dlugosci szukanego wektora, zapiszemy row-
naniem |[a,b]|] = 3|[6, —8]|. Latwo obliczy¢, ze |[6,—8]| = /6% + (—8)> = 10,
zatem |[a,b]| = - 10 = 5. Mamy wiec, ze: va® + b = 5, astad a® + b* = 25.
Wstawiajac do tego rownania wczeSniej wyznaczony warunek na wspotrzedna a
wyliczamy wspolrzedna b:

4 \? 16
(§b> +1v =25 §b2+b2 =25 < 1602 +9b° = 25-9 < 250 = 25-9 < b? = 0.

Zatem b = £3, natomiast a = % - b = 14. Istnieja wiec dwa wektory spelniajace

warunki zadania: [—3, —4] oraz [3, 4].

Uwaga 3.2.5. Przykladem wektora prostopadtego do [vy, vs] jest wektor [—va, vq],
jak rowniez wektor [ve, —v;]. Mamy bowiem réwnosci vi(—wvg) + vov; = 0 oraz
v1v9 + vo(—v1) = 0, ktore zgodnie z Faktem 3.2.3 dowodza prostopadtosci odpowie-
dnich par wektoréw.

Kolejne ¢éwiczenie pokazuje jak mozna wykorzystywaé rozpoznawanie prostopa-
dtosci we wspotrzednych do rozwigzywania zadan z geometrii analityczne;j.
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Cwiczenie 3.2.6. Znajdz rownanie parametryczne prostej zawierajacej wysokosé
trojkata o wierzchotkach A(—3,1), B(3,—1), C(0,5) opuszczone] z wierzchotka
A na bok BC.

ROZWIAZANIE:

Aby  wyznaczy¢ rownanie  parametryczne —danej  prostej  potrzebu-
jemy zna¢ punkt poczatkowy i  wektor kierunkowy tej proste;j.
W tym przypadku za punkt poczatkowy
bierzemy A, natomiast wektorem kierunko-
wym bedzie pewien wektor U_J; BC. Wy-

Y

znaczmy wspotrzedne wektora BC":

BC =[0-3,5—(—1)] = [-3,6]. 4

Zgodnie 7z Uwaga i?.S przyktadem wektora
prostopadlego do BC' jest ¥ = [6, 3].

Zatem mozemy juz zapisa¢ rOwnanie parametryczne szukanej prostej:

- . r=—3+6t
X =A+tv, czyli { =1+ 3t
Uwaga 3.2.7.
Dla danych dwoch prostych L; i Lo zadanych L
parametrycznie, jeden z katéw miedzy nimi jest
rowny katowi pomiedzy wektorami kierunkowymi
tych prostych. Lo

Mozna to wykorzysta¢ do wyznaczania kata pomiedzy prostymi zadanymi za po-
mocg rownan parametrycznych, jak w é¢wiczeniu ponizej.

Cwiczenie 3.2.8. Znajdz kat pomiedzy prostymi o rownaniach parametrycznych
(1+3t, =2+1t)i (=3+ (3—V3)t, 4+ (1+3V3)1).

ROZWIAZANIE:

Wiemy, ze szukany kat o jest rowny katowi miedzy wektorami kierunkowymi tych
prostych rownymi odpowiednio [3,1] i [3 — v/3,1 + 3v/3]. Wstawiajac do wzoru
(3.2.2) otrzymujemy:

33—V3)+1+3V3 _ 1o 1
VI3 vaP + (1 +3v3p VIOV 2

cosa =

a stad wyliczamy, ze o = 3.
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3.3 Wyznacznik pary wektoréow

W przypadku wyznaczania cosinusa kata miedzy dwoma wektorami nie byto znaczenia,
ktory sposrod dwoch katow utworzonych przez te wektory wybierzemy.

Przy wyznaczaniu sinusa kata miedzy wektorami
wybor ten bedzie istotny. Rozrozniamy zatem katy
zorientowane, w ktorych kolejnos¢ ramion jest
wazna. Bedziemy je oznaczaé poprzez zapisanie kolejno
ramion kata, tak jak na rysunku obok.

Zanim wyznaczymy wzor na sinus kata zorientowanego miedzy wektorami, przy-

pomnijmy wspolrzedne biegunowe wektora (patrz punkt 2.2.4).
A
Jesli a jest katem biegunowym niezerowego wektora

U = [v1, 9], to

Y

vy = |U| cos a, vg = |¥] sin v,

a stad otrzymujemy réwnosci

U1 . (%)
TS SIno = —.
7] 7]

cosa =

Zauwazmy, ze zorientowany kat pomiedzy
~ L(5,10) wektorami £ (¥, W) jest roznica katow
‘ biegunowych wektorow w i v:

SAY " L(V,0) = - a.

Obliczmy teraz sinus takiego kata wstawiajac wyliczone wezesniej rownosci ze wspol-
rzednych biegunowych:

sin £ (¥, W) = sin (f — a) =sinfcosa—sinacos f = — = —— 5 = —————.

Wz6r na sinus kata zorientowanego miedzy wektorami jest zatem nastepujacy:

. - WaV1 — VWi
S K(U,w) TR E— (3.3.1)
|01
Definicja 3.3.1. Wyznacznikiem pary wektorow v = [vy, v, W = [wy,ws]
nazywamy liczbe oznaczang przez det(v, @) i dana wzorem:
O det (U, W) = wavy — vowy. O (3.3.2)

Zauwazmy, ze wyznacznik to nic innego jak wyrazenie wystepujace w liczniku wzoru
(3.3.1) na sinus kata.
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3.3.2. Wtlasnos$ci wyznacznika

Ponizsze wlasnosci wynikaja z definicji wyznacznika i ze wzoru (3.3.1), a uzasadnie-
nie ich nie jest trudne. Podamy zatem tylko krotkie wyjasnienia.

(a) det(d,d) = |5] - ] - sin £ (7, @);

(b) det(v,w) = —det(¥,w) (antyprzemienno$¢), bo £(¥,w) = 360 — £L(w,7),
a zatem sin £ (¥, W) = sin(360 — £ (W, ¥)) = — sin L (W, ¥);

(c) det(tv,w) = tdet(V, w) = det(v, t) (dwuliniowos¢é);

(d) |det(v,w)| = pole P réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach ¢/ i 1,

w7k bo h = || - |sin £(7, @), zas
P = [0]-h = [0]- ] -| sin £(7, @) ;

=

Y

(e) niezerowe wektory ¥, sa rownolegle < det (v, W) = 0,
bo det(v, W) =0 < sin £L(U, ) = 0.

W ponizszym ¢wiczeniu z geometrii analitycznej zastosujemy jedna w wymienio-
nych powyzej wlasnosci wyznacznika.

Cwiczenie 3.3.3. Pole trojkata o wierzcholkach A(2,-3), B(—1,2),C(x,y)
wynosi 4. Wyznaczmy wspotrzedne wierzchotka C'| jesli wiadomo, ze lezy on na
osi Oz.

ROZWIAZANIE:

Zauwazmy najpierw, ze y = 0. Znamy (z wlasnosci (d)) wzoér na pole
rownolegltoboku rozpietego na dwoch wektorach. Wiemy takze, ze pole to jest
dwukrotnie wieksze od pola trojkata, ktorego dwoma bokami sa te wektory,
a trzecim jest odpovgdni_ekprzekqtna rownolegtoboku. Zatem pole trojkata ABC
jest rowne ;- |det(AB, AC)| = 4. Obliczmy wspélrzedne wektorow:

— —
AB =[-1-2,243]=[-3,5] oraz AC = [z —2,3].
Podstawiajac do wzoru na pole trojkata ABC' otrzymujemy:
—_— —
|det(AB,AC)| =13-(=3)=5-(x—2)| =| -5z + 1] =8.
Stad dostajemy dwa przypadki:

—orx+1=-8 V =br+1=28
xz% V x:—g.

Zatem mozliwe wspolrzedne wierzcholka C' to (2,0) lub (—1,0).
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3.3.4. Znak zorientowanego kata

Znak zorientowanego kata okreslamy jako dodatni, gdy zakreslany tuk od pier-
wszego wektora w strone drugiego (w obszarze tego sposrod dwoch katow wyz-
naczonych przez te wektory, ktory jest mniejszy niz 180°) jest przeciwny do ruchu
wskazowek zegara. W przeciwnym przypadku moéwimy, ze taki kat jest ujemnie
zorientowany.

£(,1F)

kat dodatni kat ujemny

Uwaga 3.3.5. Aby okresli¢ znak zorientowanego kata, mozna wyznaczy¢ znak si-
nusa tego kata, albo, co za tym idzie, takze i znak wyznacznika wektoréw tworzacych
ten kat.

Przyklad 3.3.6. Sprawdzmy, czy kat miedzy wektorami ¢ = [8, —2] i @ = [—3, 4]
jest dodatni, czy ujemny. Ustalmy w tym celu, jaki jest znak wyznacznika:

det £(0,0) =4-8— (=2)- (—=3) =32—6 =26 > 0.

Wyznacznik jest dodatni, zatem zorientowany kat miedzy tymi wektorami tez jest
dodatni.
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Rozdzial 4

Rownania krzywych

4.1 Roéwnanie krzywej

Krzywa w matematyce nazywa sie dowolng linie, np. prosta, parabole. Zanim przej-
dziemy do zdefiniowania rownania krzywej, zapoznamy sie z pojeciem réwnania nie-
oznaczonego. Termin nieoznaczone bierze si¢ stad, ze takie rownania maja zwykle
nieskoniczenie wiele par rozwigzan.

Definicja 4.1.1. Réwnaniem nieoznaczonym (z dwiema niewiadomymi)
nazywamy rownanie postaci F'(x,y) = 0, gdzie F(x,y) jest dowolnym wyrazeniem
algebraicznym zawierajacym zmienne x i y.

Roéwnaniami nieoznaczonymi sg przyktadowo: 2% — %y +17=0, \/Jx +y>—4xy = 0.

Uwaga 4.1.2. Dowolne rownanie z dwiema niewiadomymi mozna sprowadzi¢ do
postaci rOwnania nieoznaczonego przenoszac wszystkie wyrazy na jedna strone,
np. 22— 22 =9 & 22 —-2*-9=0.

Zwiazek jaki jest pomiedzy krzywymi na plaszczyznie i rOwnaniami nieoznaczonymi
wyjasnia ponizsza definicja.

Definicja 4.1.3. Krzywa K na plaszczyznie Oxy jest zadana rownaniem
F(z,y) =0, gdy spelnione sa warunki:

( (1) wspolrzedne (x,y) dowolnego punktu

nalezacego do krzywej K spelniaja rOwnanie

F —0:
K (z,y) = 0;

(2) kazda para liczb (z,y) spelniajaca rownanie
F(z,y) = 0 stanowi wspoélrzedne pewnego
punktu krzywej K.

Krocej: (x,y) € K & F(z,y) = 0.
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4.1.4. Przyklady krzywych i ich ré6wnania

1a) Prosta rownolegta do osi Ox.

A
Y

¢ L Rownanie tej prostej to

y=c lub y—c=0,

Y

T gdzie c jest ustalona liczba.

1b) Prosta prostopadla do osi Oz.
A

|
Jej rOwnanie to

r=d lub z—-d=0,

d T gdzie d — ustalona liczba.

2) Okrag o srodku w punkcie A(zg,yo) i promieniu r > 0.

Dla dowolnego punktu X(z,y) lezacego na okregu
mamy, ze d(A, X) = r, a stad juz dochodzimy do row-
nania tej krzywej:

A
X

(d(A, X))* =2
0

(= 20)* + (y = o)* = 1

Y

3) Wykres funkcji liniowej oraz dowolnej funkeji f.

A
Y

(@ —20)* + (y — %)* = = 0.

Prosta L z rysunku obok jest wykresem pewne]
funkcji liniowej y = ax + b, gdzie a = tga jest
wspotczynnikiem nachylenia tej prostej. Réwnanie
tej krzywej ma rowniez postac:

o N
/ @

y—ax—b=0.

Wykres funkeji liniowej jest tylko szczegdlnym przypadkiem krzywych bedacych
wykresami dowolnych funkcji. Krzywa bedaca wykresem funkcji f dana jest
rOwnaniem

y=f(z) lub y— f(z)=0.
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4.2 Roéwnanie ogbdlne prostej

W rozdziale drugim poznaliémy réwnanie parametryczne prostej. Wyznaczone ono
zostalo poprzez pewien punkt lezacy na tej prostej (punkt poczatkowy) i wektor
rownolegly do niej (wektor kierunkowy). Teraz natomiast, majac punkt z danej
prostej i wektor do niej prostopadty, otrzymamy inny rodzaj rownania prostej — jej
roOwnanie ogoblne.

Mamy dany wektor AB = la,b]. Wyznaczymy row-
nanie prostej L prostopadlej do tego wektora i prze-
chodzacej przez punkt A(zg,yo). Taka prosta widzimy
na rysunku z lewej strony.

Ustalmy dowolny punkt X (z,y) na prostej L. Skoro X € L, to spelnia warunek
— — —_— —
AX | AB, co jest rownowazne temu, ze AX o AB = 0 (z wlasnosci 3.1.3(d)). Mamy
zatem

[l’ — To,Y — yO] © [(I,b] = 07

a stad, wobec dowolnosci wyboru punktu X, otrzymujemy réwnanie prostej pro-
stopadlej do wektora [a, b] i przechodzacej przez punkt (zg, o), czyli prostej L:

a(z —xo) +b(y — yo) = 0.
Przeksztatcajac dalej to rownanie mamy
ar + by + (—axy — byy) = 0.

Zauwazmy, ze wyrazenie —axg — by, jest state, niezalezne od zmiennych x i y. Ozna-
czmy je przez c. Powstale réwnanie

O ar +by+c=0 O (4.2.1)
nazywamy réwnaniem ogdélnym prostej.

Definicja 4.2.1. Wektor [a, b] nazywamy wektorem normalnym prostej zadane;
rownaniem (4.2.1).

Uwaga 4.2.2. Kazde rownanie postaci ax + by + ¢ = 0, o przynajmniej jednym ze
wspotczynnikow a, b réznym od zera, jest rownaniem pewnej prostej prostopadtej do
wektora [a, b].

4.2.3. Kat miedzy prostymi zadanymi ré6wnaniami ogélnymi

Mamy dwie proste o rownaniach ogélnych a;x+ b1y + ¢y = 0 oraz asx + by +co = 0.
Zobaczmy, co mozemy powiedzie¢ o kacie miedzy prostymi o takich rownaniach.

Fakt 4.2.4. Jeden z kqtow pomiedzy dwoma prostymi jest rowny kqgtowi miedzy ich
wektorami normalnymi.
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Fakt ten obrazuja ponizsze rysunki: pierwszy od lewej dotyczy sytuacji, gdy oba wek-
tory normalne leza w tej samej polptaszczyznie wyznaczonej przez jedna z prostych,
natomiast drugi rysunek przedstawia sytuacje, gdy wektory normalne leza w r6znych
potplaszcezyznach.

Wektory n; i ny to odpowiednio wektory normalne prostych [ i 5. Mozemy zatem
zapisa¢ ponizsze rownosci katow do kazdego z przypadkow, skad juz otrzymamy, ze
kat miedzy wektorami normalnymi jest rowny katowi miedzy prostymi:
a+ [ =90° a = (3+90° _
{O/+5=90° {o/:ﬁ+90° = a=a.
Fakt 4.2.5. Cosinus jednego z kqgtow miedzy prostymi a1z + by + ¢ = 0 oraz

asx + by + co = 0 jest rowny cosinusowi kgta miedzy ich wektorami normalnymi
ny = [a1, b1, no = las, bo] ¢ wynosi:

—_— OC:O/,

11 0 13 b1
cosa = 2212 (2 +01% (4.2.2)
rillng] - v/at + by a5 + 03
Uwaga 4.2.6. Jako szczeg6lny przypadek powyzszego faktu mamy, ze proste sa
prostopadle < wektory normalne sg prostopadle < [aq, b1]o|ag, by] = ajas+b1be = 0.

4.3 Rownanie elipsy, paraboli, hiperboli

W tym podrozdziale oméwimy roéwnania elipsy, paraboli i hiperboli. Krzywe te maja
wspolnag nazwe krzywych stozkowych, jednak nie bedziemy wyjasnia¢ skad bierze
sie to okreslenie. Podobnie tez nie bedziemy omawia¢ wtasnosci tych krzywych ani
wyprowadzaé ich rownan, lecz skupimy sie na podaniu rownan krzywych w pewnych
szczegolnych, tatwych do opisania przypadkach. Podane nizej rownania bedziemy
nazywa¢ roéwnaniami kanonicznymi tych krzywych.

4.3.1. Elipsa

Widzimy, ze na rysunku obok uklad wspotrze-
dnych zostal dobrany tak, by osie symetrii elipsy

A

Y

/_N pokrywaly sie z osiami uktadu. Odcinki a, b nazy-

- wamy poétosiami elipsy a jej rownanie to:
a J <

\ 332 y2

St =1
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4.3.2. Hiperbola

Dla hipeboli z rysunku obok jej osie symetrii
J~ % pokrywaja sie z osiami ukladu wspotrze-

~ - dnych. Przerywanymi liniami zaznaczone sa
~ - jej asymptoty, za$ odcinki a i b to poélosie
e » hiperboli. Ro6wnanie takiej krzywej ma postac:

- = 2 2
~ x
/, ~ ——y—zl

e > a? b2

W szkole spotykalismy sie z hiperbolami umieszczonymi w takim uktadzie wspotrze-
dnych, by ich asymptoty pokrywatly sie z osiami uktadu. Takie krzywe i ich rownania
przedstawione sa ponizej.

A
Y

4.3.3. Parabola

Parabole znamy ze szkoly jako wykres funkcji kwadratowej. Narysowane ponizej
parabole charakteryzuje to, ze ich o$ symetrii pokrywa sie o osig OY. Wzory tych
krzywych zapisane sa obok kazdego z rysunkow:

A A
Y Y
6] S
: y = cx?,
y =,
i gdzie c — stata.
{ e 1 el

4.4 Przesuwanie krzywej

Niektore z przedstawionych w tym rozdziale krzywych miaty dosy¢ szczegdlne potoze-
nia w uktadzie wspotrzednych. Znajac juz ich rownania, przejdziemy do réwnan
krzywych przesunietych w dowolne inne miejsca.
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Elipsa, ktorej srodek pokrywa sie z poczatkiem uktadu wspoétrzednych, ma row-
nanie "Z—z + Z—i = 1. Elipse przesuwamy w ten sposob, by jej srodek znalazt sie w punk-
cie (xo,%0). Checac wyznaczy¢ rownanie takiej krzywej wprowadzimy pomocniczy
uktad Wsp()lriqdnych Ox'y', ktorego poczatek bedzie zarazem $rodkiem elipsy.

Y Zapisujemy roOwnanie prze-
U;’:\ sunietej elipsy w nowych
' i wspolrzednych:
' )2 N2
] @P L WP,

Latwo tez zauwazamy, ze

' =x — xg,
Y =y— o

Mozemy wiec ostatecznie zapisa¢ réwnanie przesunietej elipsy w wyjsciowych wspot-
rzednych jako
(z —2%)2 i (y — w)? -1
a b?

Kolejna krzywa, ktora zbadamy bedzie parabola. W szczegdlnym przypadku jej

wierzchotek to punkt (0,0) i wtedy ma ona réwnanie y = cz?,
Przesuwamy parabole do punktu
‘ Y : (z0,%0) bedacego teraz jej wierz-
- - chotkiem. Podobnie jak poprzednio,
: wprowadzajac nowy uktad wspolrze-
, E dnych, gdzie 2/ = x — 1z oraz
E Yy =y — 1o, otrzymujemy rownanie:

;17) y/ — C(ZL‘/)2
________________ - ¢

(z0,50) ' Y — 1o = ez — x0)>.

Latwo dostaniemy tez réwnanie prostej o nachyleniu k przechodzacej przez punkt
(x0, yo) korzystajac z rownania y = k- x okreslajacego prosta o tym samym nachyle-
niu, ale przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych:

¥ =x—x

Y =y—1u

y/:kl_/
()

y—yozk(a:—xo).

Te trzy przyktady dotyczace przeunie¢ krzywych obrazuja nastepujacy ogdlny
fakt.
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Fakt 4.4.1. Jezeli krzywq o rownaniv F(x,y) = 0 przesuniemy tak, aby jej punkt,
ktory znajdowat sie w (0,0) przesungt sie do punktu (xg,yo), to przesunieta krzywa
dana jest rownaniem F(x — zo,y — yo) = 0.

4.5 Rozpoznawanie krzywej na podstawie rownania
oraz miejsce geometryczne

Zajmiemy sie teraz problemem rozpoznawania krzywych na podstawie ich roéwnan.
Majac pewne rownanie przeksztatcamy je tak, by mozna byto okresli¢ rodzaj krzy-
wej. Taka operacje nazywamy sprowadzaniem do postaci kanoniczne;j.

Przyklad 4.5.1. Zbadajmy jaka krzywa przedstawia rownanie
x? — 6z +1y? 45y +15=0.
Przeksztalémy je do postaci réwnania kanonicznego:

(22— 62+9)+ (v +5y+ (3)°) —9— (3)°+15=0
(@=32+(y+3) —1=0

=32+ (y+2)" =)

Jest to okrag o Srodku (3, —%) i promieniu %

Kolejny przyklad réwnez polega na rozpoznaniu krzywej na podstawie rOwnania.
Tym razem jednak otrzymane réwnanie bedzie sie nieco roznito od znanej nam
postaci kanonicznej.

Przyklad 4.5.2. Jaky krzywa przedstawia rownanie y? + 4y — %x + % = 07

Przeksztalcajac to rownanie otrzymujemy:

(y2+4y+il)—%x+§—420
(y+2)2—§x—|—§:0
y+2? -z —-7)=0
r—T=3(y+2)>.

Zauwazmy, ze jest to krzywa o roéwnaniu
r = 3y? odpowiednio przesunieta. Jest to row-
nanie paraboli, poniewaz wzgledem znanego nam
rownanie kanonicznego paraboli y = ¢ - 2
zamienione sa role z i y. Taka parabola ma —»>
o$ symetrii réownolegla do osi Oz, a dla tego (7.—2)

konkretnego przypadku wierzcholek ma w punk- ‘ 4
cie (7, —2), tak jak to przedstawia rysunek obok.

Y
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Miejscem geometrycznym nazywamy zbiér punktoéw spetniajacych okreslony
warunek. Na plaszczyznie bedzie to najczesciej krzywa, np. miejscem geometrycznym
punktow znajdujacych sie w ustalonej odleglosci r od ustalonego punktu S jest
okrag.

Aby znalezé (rozpoznaé jaka krzywa tworzy) pewne miejsce geometryczne, mu-
simy najpierw przettumaczy¢ zadany warunek geometryczny na odpowiednie row-
nanie a nastepnie na podstawie tego réwnania rozpoznac krzywa. [lustruje to ponizsze
¢wiczenie.

Cwiczenie 4.5.3. Znajdz miejsce geometryczne punktoéw X (z,y) bedacych rod-
kami okregéw przechodzacych przez punkt (3,5) i stycznych do osi Ozx.
ROZWIAZANIE:
Wiemy, ze okrag o srodku w punkcie (x,y) i przechodzacy przez (3,5) ma row-
nanie (3 — z)? + (5 — y)? = r?, gdzie r jest promieniem. Ale skoro okrag ten ma
by¢ styczny do osi Oz, to r = y. Zatem mamy réwnanie (3 — )% + (5 — y)? = 3,
ktore sprowadzamy do postaci kanonicznej:
9—6x 422 +25—10y + ¢y =1
2?2 — 62 +34— 10y =0
(2?2 — 62 +9) +34—9 =10y
10y = (x — 3)? + 25

5 1 9
Szukanym miejscem geometrycznym jest parabola o wierzchotku w punkcie (3, g)

Y
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Rozdziat 5

Uktad réwnan

5.1 Uklad dwéch réwnan liniowych z dwiema nie-
wiadomymi

Mamy dany uktad rownan:

ar +by =p gdzie x,y — niewiadome,
(%) - vewiacome,
cr+dy =q a,b,c,d,p,q — wspotczynniki rownan.

Rozwiazmy ten uklad metoda eliminacji (przez podstawianie). Aby wyznaczy¢ nie-
wiadoma = mnozymy najpierw pierwsze roéwnanie obustronnie przez d, a drugie

przez b:
adxr + bdy = pd
bex + bdy = qb

Nastepnie odejmujemy stronami otrzymujac
(A) (ad —bc)x = pd — qb,

pd — qb
ad — bc’

Podobnie wyznaczamy y (mnozac pierwsze rownwnie przez ¢, drugie przez a):

astad ==

_ag—cp
y_ad—bc'

Zwroémy jednak uwage, ze nie zawsze rozwigzanie (z,y) istnieje, bo moze sie np.
zdarzy¢, ze ad—bc = 0. W niektorych przypadkach mozemy takze otrzymacé nieskon-
czenie wiele par rozwigzan. Doktadniejsze informacje o liczbie rozwigzan réwnania
(%) zawiera ponizsza uwaga.

Uwaga 5.1.1. Jesli ad — bc # 0 to uklad (%) ma doktadnie jedno rozwigzanie
w postaci pary liczb (z,y), zadane powyzszymi wzorami na z i .
Jesli ad — be = 0 to w rownaniu (A) zachodza dwie mozliwosci:

e pd —gb # 01 wtedy uklad () nie ma rozwiazan, bo rownanie (A) jest wtedy
postaci 0 - z = pd — ¢b i nie ma rozwigzan;
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e pd — gb = 0 i wtedy uktad () ma nieskonczenie wiele par rozwigzan, bo
rownanie (A) ma wtedy posta¢ 0 -z = 0 i jest spelnione przez dowolng liczbe
rzeczywista x, zas dla kazdego takiego x znajdziemy tez odpowiednie .

Przyklad 5.1.2. Rozwigzmy ponizsze uktady réownarn. Bedziemy stosowaé te
same oznaczenia na wspotczynniki jak wczesniej.

3r —2y =2
—r+4y=1

2) - (
pd—qb=2-4—1-(-2) =10,
1

Widzimy, ze ad — bc # 0, wiec istnieje jedna para rozwigzan:

_pd—qd 10 1 _ag—cp 5 1

JU_ad—bc_ﬁz ’ y_ad—bc_EZZ'

5 20 — 6y =4

' —r+3y=1
ad —bc=2-3—(—6)-(—1) =0,
pd—qgb=4-3—-1-(—6) =18 #0.

Zgodnie z Uwaga 5.1.1 stwierdzamy, ze ten uktad nie ma rozwiazan, co
mozemy sprawdzi¢ np. mnozac drugie rOwnanie przez —2:

20 — 6y =4 B »
{ 2 — 6y = —2 — 4= -2 sprzecznosc.

Taki uktad nazywamy ukladem sprzecznym.

5 =5z + 15y = 10
|l x—-3y=-2

ad —bc=(=5)-(=3)—15-1=0,
pd —qb=10-(—3) — (~2) - 15 = 0.

Mamy zatem nieskoriczenie wiele par rozwiazan. Jako sprawdzenie mnozymy
drugie réwnanie przez —5 i otrzymujemy pierwsze réwnanie, a wiec rzeczy-
wiscie nieskoniczenie wiele par liczb, ktore spelniaja pierwsze réwnianie, spet-
niaja takze i drugie. Przeksztalcajac jedno z tych rownan (obojetnie ktore)
otrzymujemy, ze x = 3y — 2. Zatem wszystkie pary liczb postaci (3y —2, y)
sa rozwiazaniami tego uktadu.

Taki uktad nazywamy ukladem zaleznym.

48



5.2 Algebraiczny jezyk teorii ukladéw rownan linio-

wych
, e ar +by =p ) ) .
Uktlad réwnan liniowych (%) cx+dy = g mozemy zakodowaé¢ w postaci uporzad-
kowanej tablicy liczb zawierajacej same wspotczynniki:
a b p
c d q |’

Tablice taka nazywamy macierzg ukladu réwnan ().

Ogolnie, macierz to prostokatna tablica liczb lub wyrazen algebraicznych, czyli tzw.
wyrazdw macierzy. Przyktady:

2 =3 a b a—2> 150
8 9 | b iy | —10 -
@ a 3 7 —4

Macierz mxn (czytamy: m na n) sklada sie z m wierszy i n kolumn, zatem
zawiera m - n wyrazoOw. Powyzsze przyktady to macierze 2x2, 2x3 i 3x3.

Gdy macierz ma tyle samo wierszy co kolumn (nxn), to nazywamy ja macierza
kwadratowa.

Wyznacznik macierzy kwadratowej 2x2 to liczba:

a b

det[c d

} = ad — bc.
Uwaga 5.2.1. Zauwazmy, ze wyznacznik macierzy 2x2 jest rowny wyznacznikowi
pary odpowiednich wektoréw zapisanych w wierszach, badz kolumnach tej macierzy:

det { .« } — det ([a,b], [e, d]) = det ([a, d], [b, d)).

Przy uzyciu wyznacznikow macierzy kwadratowych mozemy prosto zapisywaé
wzor na rozwigzania uktadu réwanan postaci (¥) .

. . . i . b
Przypomnijmy, ze macierz takiego uktadu wyglada nastepujaco: [ i d Z } . Wyrazy
w wierszach odpowiadaja wspotczynnikom z odpowiednich réwnar, natomiast po-
szczegolne kolumny to kolejno wspotczynniki przy x, przy y oraz wyrazy wolne.
Okreslmy teraz potrzebne wyznaczniki macierzy kwadratowych:

e wyznacznik gtéwny ukladu (%)
W = det { ¢
c

b . . . , . .

d 1, czyli wyznacznik macierzy gléwnej utworzonej ze
wspoOtezynnikow stojacych przy niewiadomych.

e wyznaczniki pomocnicze ukladu (%)

W, = det []q? 2} , W, = det {i g] , czyli wyznaczniki macierzy

pomocniczych powstalych przez zastapienie w macierzy gtownej kolumny
wspolezynnikow przy @ (odpowiednio przy y) kolumng wyrazoéw wolnych.
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Uwage 5.1.1 z poprzedniego podrozdzialu mozemy teraz sformutowaé przy uzyciu
wyznacznikow w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 5.2.2.
1. Jesli W # 0, to uktad (%) ma doktadnie jedng pare liczb bedgeq rozwigzaniem:
W, W,

SR TN T
2. Jesli W = 0, natomiast W, # 0 lub W, # 0, to uktad jest sprzeczny i nie ma
zadnych rozwigzan.

3. Jesli W =0 oraz W, =01 W, =0, to uktad jest zalezny © ma nieskoriczenie
wiele rozwigzan.

Metode rozwiazywania uktadu réwnan za pomoca wzoréw z powyzszego twierdzenia
nazywac¢ bedziemy metoda wyznacznikéw. Spojrzmy na rozwiazanie przyktado-
wego ukladu réwnan ta metoda.

Sr+3y="7

%ty =—1 metoda wyz-

Przyklad 5.2.3. Rozwigzmy uktad roéwnan {

nacznikow.
Wyliczmy najpierw warto$¢ wyznacznika gtownego:

8 3

T/V:det[2 1

1:&1—3-2:2.

W # 0 zatem istnieje jedno rozwigzanie. Wyznaczniki macierzy pomocniczych
Wynosza:

W, = det [ - i’] 713 (=1) = 10,
Wy:det{g _71}:8-(—1)—7-2:—22.
Z Twierdzenia 5.2.2 dostajemy, ze rozwiazaniem danego ukltadu jest para liczb
W, 10 w, =22
W T T VT w T

5.3 Roézne interpretacje ukladu dwoch rownan linio-
wych z dwiema niewiadomymi

5.3.1. Interpretacja graficzna

ar +by =p
cx +dy =q
prostych o wektorach normalnych odpowiednio [a, b] i [c, d]. Rozpatrujac przypadki

Poszczegolne rownania z uktadu { mozemy traktowac¢ jako rownania
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z Twierdzenia 5.2.2 podamy przy kazdym z nich wlasnosci tych prostych. Przypom-
nijmy najpierw, ze

W = det {CC‘ Z] — det ([a,b], [c,d)).

Z rozdziatu czwartego (wlasnosé¢ 4.3.2 e) wiemy, ze wektory [a,b] i [c,d] nie sa
rownolegle, gdy ich wyznacznik jest r6zny od zera. W zwiazku z tym proste tylko
w pierwszym przypadku twierdzenia nie sg rownolegle. Spéjrzmy na pozostate wlas-
nosci.

(1) W #0:

wektory normalne nie sa wspoéltliniowe, wiec
proste nie sg roéwnolegle, a zatem przeci-
naja sie doktadnie w jednym punkcie, ktérego
wspoétrzedne tego punktu sa rozwiazaniem

Y

uktadu.

(2) W=0, W, #0lub W, # 0:

proste sa rownoleglte, ale rozne, wiec nie
maja punktow wspoélnych, co oznacza brak
rozwiazan ukladu.

proste pokrywaja sie, zatem maja nieskoncze-
nie wiele punktoéw wspoélnych, czyli uktad ma
nieskoniczenie wiele par rozwiagzan.

Y

5.3.2. Interpretacja wektorowa
Do tej pory wspohrzedne wektora zapisywaliSmy w wierszu, teraz natomiast zastosu-

. . N U1 = wh . L, .
jemy zapis kolumnowy: v = oo U= | Korzystajac ze znanych wlasnodci:
2 2

T RN P
+ = oraz - = ,
Ug Wo Vo + Wo | V2 AUy

mozemy zapisa¢ wektorowo uktad () jako:
ar +by =p a (b ] [p
{ca:+dy:q = 7 {c}—i_y d| |q |’
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Zauwazmy, ze przy takiej interpretacji, rozwiazanie uktadu (%) jest rownowazne ze

p

znalezieniem rozkladu wektora o = w kombinacje liniowa wektorow v = { Z }

i = { Z ] . Doktadniej, chodzi o znalezienie wspolczynnikow z i y takiego rozktadu.

Rozwazmy trzy przypadki.
1. Jesli W # 0, czyli inaczej

det{z Z} :det({ﬂ,{g]):det(a,w)7éo,

to wektory ¥ 1 sg liniowo niezalezne. Mamy wiec (z Faktu 2.10.2),
ze wektor  ma jednoznaczny rozklad w kombinacje liniowa tych
wektoréw. Ponadto wspotezynniki tego rozkltadu stanowia jedyne
rozwigzanie tego uktadu réwnan.

2. Gdy W = 0,W, # 0 lub W, # 0 wektory ¥ i @ sa wspotli-
niowe, natomiast wektor @ nie jest z nimi wspélliniowy. Zatem
zadna kombinacja liniowa wektorow ¢ i w nie bedzie réwna ,
co jest jednoznaczne z tym, ze uklad nie ma rozwiazan.

3. Jesi W =0, W, =0, W, =0, to wszystkie wektory
U, W i 4 sa wspoOliniowe. Otrzymujemy wiec w tym = w
przypadku nieskonczenie wiele rozwigzan.

Przyklad 5.3.3. ZnajdZzmy liczbe rozwiazan rownania wektorowego
3 e[ 5]-0)
Obliczamy wyznaczniki:
IR
wemaa([7].[ 4 ]) =00

Uktad ten nie ma rozwigzan.

Na zakoniczenie tego rozdziatu przedstawiamy przyktadowe zastosowanie uktadu
réwnan.
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Cwiczenie 5.3.4. Znajdz wektor ' wspotiniowy z wektorem [3, 1], jesli wiadomo,
ze jego poczatkiem jest punkt A(—2,2), natomiast jego koniec B lezy na prostej
20 —y—4=0.

ROZWIAZANIE:

Znajdujemy najpierw réwanie prostej zawierajacej szukany wektor v

[,y = [~2,2] + 13,1 = [-2+ 3,2 + 1].

To réwnanie parametryczne przeksztalcamy do postaci ogoélnej w nastepujacy
sposob:

{x 243t = t=5 }jx+ Y2 3180

y=2+t = t=y—2 3

Teraz juz mozemy zapisa¢ oba réwnania prostych jako uklad réwnan, ktorego
rozwigzaniem bedzie punkt B, czyli przeciecie tych prostych:

r—3y =-—8
2v —y=4
Rozwiazujemy ten uktad metoda wyznacznikowa:
1 -3
W = det [ 9 _1 } =5,
-8 -3 r="Yr=4
W, = det { i 1 ] =20, astad " czyli  B(4,4).
y = Wy —= 47

1 -8
I/Vy:det[2 4}:20’

Ostatecznie wektor ¥ ma wspolrzedne AB = [4—(-2),4—-2]=16,2].
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Rozdzial 6

Przeksztalcenia ptaszczyzny

6.1 Przyklady przeksztalcen

Juz w szkole spotkaliSmy sie z pewnymi prze- figura F’ — obraz figury F
ksztatceniami figur, np. symetria osiowa pewnej i
figury F' przedstawiona na rysunku obok. Kazdy

punkt X tej figury ma przyporzadkowany

pewien punkt X’ zwany obrazem punktu X. X
Zajmiemy sie jednak nie tyle przeksztatcaniem

figur, co przeksztalceniami calej ptaszczyzny.

X’

Definicja 6.1.1. Przeksztalceniem plaszczyzny nazywamy przyporzadkowanie
kazdemu punktowi X plaszczyzny pewnego punktu X' plaszczyzny.

Obraz punktu X (z,y) bedziemy oznacza¢ przez X'(z/,y').
Jesli T jest przeksztalceniem, to zapiszemy T(X) = X' lub T'(z,y) = (2/,v').
Mozemy zapisa¢ wzor przeksztalcenia T

{ ' = f(,y) , (6.1.1)

y = g(z,y)

gdzie f(z,y) i g(x,y) sa pewnymi wyrazeniami zawierajacymi x i y. Bedzie to
oznaczac, ze obraz X' punktu X(z,y) ma wspolrzedne (f(x,y), g(x,y)), czyli
T(z,y) = (f(z,9), g(z,9)).

Omowimy teraz kilka przykladow przeksztatcen plaszczyzny wyprowadzajac ich
WZOTY.

6.1.2. Przesuniecie (translacja) o wektor ¢ = [vy, o]

Translacja o wektor ¥ (zwany wektorem prze-
suniecia) to takie przeksztalcenie, ktore kazdemu
punktowi X(x,y) plaszczyzny przyporzadkowuje
punkt X'(2',y") taki, ze wektor XX jest rowny
wektorowi przesuniecia ¥. Mozemy zatem zapisaé
rownos$¢ wspotrzednych tych wektorow:

X(z,y)

[U17U2] = [xl - T, ?/ - y}

o4



Traktujgc wspotrzedne (x,y) oraz wspolrzedne wektora [vy, vo] jako dane, wyliczamy
stad wspolrzedne (2, y'):

¥ =x+ 1
y=y+uv
OtrzymaliSmy wzor przesuniecia:
¥ =x+v
6.1.2
0 { Y =y+uy ¢ ( )

/
Wektorowo mozemy go zapisac: B,} = [ﬂ + [51], lub krocej: X' =X + 1.
2

6.1.3. Jednokladnos$é o srodku w punkcie S i skali &k

To przeksztalcenie kazdemu punktowi X (z,y)
przyporzadkowuje taki punkt X'(z,y’), aby za-
chodzita zaleznos¢

— RN
SX'=k-SX.

Rysunek obok przedstawia trojkat ABC' i jego
obraz wyznaczony przez jednoktadno$¢ o srodku S
iskali k = 2. :

Wyprowadzimy teraz ogolny wzor jednokladnosci o srodku S(zg,y) i skali k.

. . . H H
Wstawiamy wspolrzedne wektorow do zaleznosci SX' =k - SX:
[ — @0, 4" — ol = k- [x — 20,y — yo].

Stad mamy réwnosci @’ — xg = k(x — x0), v = k(y — yo) 1 mozemy zapisa¢ wzor
przeksztalcenia:
¥ =k(x — xz0) + 2o
¢ { O 6.1.3
Yy =k —yo) + vo (6.1.3)
lub tez wektorowo: X' = k(X — S) + S.

Uwaga 6.1.4. Dla skali £ = —1 jednokladno$¢ to po prostu symetria sSrodkowa
wzgledem punktu S.

6.1.5. Powinowactwo prostokatne o osi L i skali &

Obrazem punktu X przez to przeksztalcenie jest }
punkt X’ taki, ze Co — — — — —

P

e
XoX =k XpX,

Na rysunku obok widzimy obraz kwadratu ABCD

przez powinowactwo prostokatne o skali & = 1

3
i osi L. My jednak zajmiemy sie tylko pewnymi
przypadkami, a mianowicie, gdy prosta L pokrywa

sie z osiami wspolrzednych.
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Ponizej wyprowadzony jest wzoér na powinowactwo prostokatne wzgledem osi
Oy i o skali k, a rysunek przedstawia te sytuacje.

. . % —> . . .
Wiemy, ze XoX' =k - XoX, a takze obliczamy, ze

N A
XOX, = [[B/,y/ - y]>

XoX = |2,y —y| = [z,0]. X(x,y) X' y)

R

Mamy zatem [2', y'—y| = k-[x, 0], a stad dostajemy X0 |

ostateczny wzor: ) |
I — T ]\I >

0 { rv=keo (6.1.4) I

y=y

Analogicznie postepuje sie w przypadku powinowactwa prostokatnego wzgledem osi
Ox i skali k. Wzor jest wtedy nastepujacy:

=z
O { = ky O (6.1.5)
Uwaga 6.1.6. Dla £ = —1 powinowactwo prostokatne jest symetrig osiowa wzgle-

dem prostej L.

6.1.7. Obroét

Przez obrot bedziemy rozumieé obrot wokot (0,0) o kat a w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara. Oznaczamy go przez R%,o)-

Wyprowadzmy teraz wzor tego przeksztalce- Ey
nia. Oznaczmy odpowiednio przez Ei, E5 punkty, R
ktorych wektory wodzace to wersory ey, ea. Wspol-  EJ
rzedne tych punktow oraz ich obrazow Ej, EY sa

nastepujace: | a | =
l £,
E, =(1,0), E{ = (cosa, sina),
Ey=(0,1), B} = (cos(}+a), sin(}+a)) =
= (—sina, cosa). /
Pl o0 ‘\ . . .
X'(z',y") Rysunek po lewej stronie przedstawia punkt X
A N i jego obraz X’ po obrocie. Sa takze zaznaczone

; X(7,y) wersory oraz wektory wodzace punktow E7, E)
. oznaczone odpowiednio przez e}, e, ktore to
S b ; maja wspotrzedne takie, jak wymienione wcze$niej
/ ol ' punkty. Wektor wodzacy ¢ punktu X rozkladamy
Iy wzgledem wersorow:
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Z rysunku mozemy wywnioskowac, ze wspotczynniki rozktadu wektora v (bedacego
wektorem wodzacym X') wzgledem €7’ é;' beda takie, jak w rozktadzie © wzgledem
€1, €5. Mamy zatem:
7 = z-6 +y-& =
= x-[cosq,sina] +y-[—sina,cosal =
= [rcosa —ysina,xsina+ ycosal.

Jak wiemy, wspolrzedne wektora v sa rowne wspolrzednym punktu X', zatem mamy
ogdlny wzor na obrot R?‘O 0

¢ (6.1.6)

o 2’ =xcosa — ysina
Yy = xsina+ ycosa

Przyklad 6.1.8. Wyznaczmy wspotrzedne obrazu punktu (2, —2) po obrocie
o kat §7T. Aby to zrobi¢, musimy zna¢ wzor tego przeksztalceniana. Wiemy, ze

2 1 2 V3

coS—m = —=, sin-m=

3 2 37 27
z7'|' . .
zatem wzoOr obrotu R(30,o) jest nastepujacy:

x’:—féx—%gy ,
y' = Br— 3y

Mozemy juz wyznaczy¢ wspolrzedne obrazu punktu (2, —2):

(0,0) 2 2 2 2

R%“ (—2,2) = <_1.2_\/_§.(_2)’ \/_§.2_1.<_2)> :(\/5—1, \/§+1)'

Ponizsze ¢wiczenie pokazuje jak rozpoznaé, majac wzor przeksztalcenia, czy jest ono
obrotem, czy nie.

/

Cwiczenie 6.1.9. Czy przeksztalcenie { $/ N
’y =

T +

Y
Y

)

jest obrotem?

wino
°°|§ 8
Wl

ROZWIAZANIE:

- . .2 vV
Jesli bylby to obrot, to dla pewnego a prawda by bylo, ze § = cosa, 3> = sina.
Sprawdzmy, czy istnieje takie a podstawiajac te wartosci do jedynki trygonome-
trycznej.

2
22 /5 4% 52
- +— =1 - +- =1
3 3 9 9
Rownosé jest spetniona, wiec to przeksztalcenie jest obrotem o kat a = arc cos %,
czyli taki kat «, dla ktorego cosinus jest rowny % Z tablic trygonometrycnych,
badz za pomoca kalkulatora, mozemy podaé¢ przyblizona wartosé¢ a = 48°.
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6.2 Przeksztalcenia odwrotne

Definicja 6.2.1. Przeksztalcenie odwrotne do 7' to takie przeksztalcenie ptasz-
czyzny, ktore kazdemu punktowi postaci T'(X) przyporzadkowuje punkt X. Ozna-
czamy je przez T 1.

T71

T
<

T

>T(Xj

Zwr6¢my uwage na to, ze nie zawsze istnieje przeksztalcenie odwrotne do danego.
Uwaga 6.2.2. Przeksztalcenie odwrotne 7! nie istnieje, gdy:

e T nie jest ,na”. Istnieje bowiem wtedy taki punkt (punkty), ktory nie jest
obrazem zadnego punktu ptaszczyzny, a wiec przy przeksztalceniu odwrotnym
nie mamy mu co przyporzadkowac.

e ' nie jest roznowartosciowe. Wtedy mamy sytuacje, gdy dwa roézne punkty
maja ten sam obraz P. Jedli chcielibyémy ustalic 71, to dla punktu P nie
wiadomo ktory z punktow nalezaloby przyporzadkowac.

Okazuje sie, ze poza wymienionymi powyzej przypadkami, pozostate przeksztat-
cenia posiadaja przeksztalcenia odwrotne. Mowi o tym nastepujacy fakt (przyto-
czony tutaj bez dowodu).

Fakt 6.2.3. Jesli przeksztatcenie T jest wzajemne jednoznaczne (czyli réznowarto-
Sciowe i ,na”), to T~ istnieje.

Przyklad 6.2.4. Rozwazmy rzut prostokatny na prosta L. To przeksztalcenie
nie posiada odwrotnego z obu wymienionych wyzej powodow:

e nie jest ,na”, bo obrazy punktow leza tylko
na prostej L i punkty P spoza tej prostej nie
sa obrazami zadnych punktow plaszczyzny;

e nie jest roznowartosciowe, bo rézne punkty
(lezace na tej samej prostej prostopadle;
do L) maja te same obrazy.

Poprzedni przyktad dotyczyl przypadku, kiedy nie byto przeksztalcenia odwrot-
nego do danego. Teraz podamy przyktady przeksztalcen posiadajacych przeksztal-
cenie odwrotne oraz sposob, jak je wyliczy¢.
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Przyklad 6.2.5. Wyznaczmy przeksztalcenie odwrotne 7!, gdy:

a) T jest powinowactwem prostokatnym o skali & i osi O.

r_
Zapisujemy wzor we wspotrzednych (6.1.5): { ;j, B l::y .
Stad wyznaczamy wspoélrzedne punktu (z,y), ktory jest obrazem punktu
r=ua
(2',y') przez przeksztalcenie T =
~ k

Te wspotrzedne okreslaja juz szukane przeksztalcenie. Nalezy tylko zamienié¢
oznaczenia, tzn. w miejsce =’ podstawi¢ z i odwrotnie (to samo dla y i y/').
Dostajemy wiec wzor 171

T (2, y) = <x %y)

Jest to powinowactwo prostokatne o skali % iosi Ox.

b) T jest jednoktadnoscia o srodku S i skali k.

Tym razem przeksztatcenie odwrotne wyznaczymy ze wzoru wektorowego:
TX)=X'=kX —-95)+5.
Wyliczmy punkt X, ktory jest obrazem punktu X’ przez T—':

k(X—-9)=X"-S8

X=1X"-9)+5.
Zamieniajac rolami X’ z X otrzymujemy, ze przeksztalcenie odwrotne do T’
jest dane wzorem:

THX) = %(X - S)+8S.

7 postaci tego wzoru wynika, ze T~! jest jednokladnoscia o §rodku S
i skali L.
k

6.3 Skladanie przeksztalcen

Zlozeniem przeksztalcen 77 z T, nazywamy przeksztatcenie 7' = T o T} otrzy-
mane przez wykonanie kolejno przeksztalcen: najpierw 77, potem Ts.

T
/

X"
< X 7
X | | 12

29




Obrazem punktu X przez zlozenie T o T jest punkt X” bedacy obrazem przez Ty
punktu X', ktory jest obrazem X przez T;. Mozemy to zapisac:

TyoTi(X) =TTy (X)) = X" & Ti(X)=X1Ty(X)=X".

Podamy teraz na przyktadzie, jak znalezé wzor zlozenia danych przeksztatcen.
Dla dowolnych innych ztozen wzory zawsze mozna wyznacza¢ podobng metoda.

;o ;o B
Przyklad 6.3.1. Mamy przeksztalcenia T : { T=xr+l T, : { ' =2z -1 ‘

y=y—1" y=z—y
Znajdzmy wzor ztozenia 15 o Ti:

T2OT1($ay) =1 (Tl(x>y)) =15 ([L’—i—l, y_l) =
=Q2z+1)—-1 z+1-(y—1)=Q2x+1, x—y+2).

o =2x+1

Otrzymalis$my wzor : { yo—r—y+2

Czasem, gdy to mozliwe, wygodniej jest postuzy¢ sie postacia wektorows wzoréow
przeksztalcen tak, jak to przedstawia nastepny przyktad.

Przyklad 6.3.2. ZnajdZmy zlozenie T5 0T} dwoch jednoktadnosci: 77 — o §rodku
(0,0) i skali 4 oraz T — o $rodku S(4, —3) i skali —1.
Zapiszmy wzory tych przeksztalcen:

Ti(X) = 4- X, 7ﬂxp:@<x—<i9)+(i9.

Podstawmy teraz kolejno:

TooTi(X) = TQ(Tl(X>):T2(4X):

Jest to jednokltadno$¢ o skali —2 i srodku S, ktory teraz wyznaczymy:

—2X>+(_il):=—2@X—-Sy+S
2
_45

2 2
3

Ztozenie Ty o Ty jest jednokladnoscig o skali —2 i srodku (2, —3).
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Wspomnijmy jeszcze na koniec o pewnym specjalnym przeksztalceniu ptaszczy-
zny.

Definicja 6.3.3. Przeksztalceniem tozsamosciowym / (inaczej identyczno-
$cia) nazywamy takie przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi X przyporzad-
kowuje ten sam punkt X. Mozemy zatem zapisa¢ matematycznie, ze:

VX I(X) = X.

Uwaga 6.3.4. Wykorzystujac przeksztalcenie tozsamosciowe mozemy podaé inny,
rownowazny sposob zdefiniowania przeksztatcenia odwrotnego do 7. Jest to takie
przeksztatcenie @), ze:

QoT =1 oraz ToQ=1.

Uzasadnienie, ze ta definicja jest rownowazna Definicji 6.2.1 pomijamy.

6.4 Rownanie obrazu krzywej

Mamy dang krzywa 7 o réownaniu F(x,y) = 0 oraz wzajemnie jednoznaczne prze-
ksztatcenie T' dane wzorem T'(x,y) = (f(x,y),g(x,y)). Zauwazmy, ze punkt X
nalezy do obrazu T'(7) krzywej wtedy i tylko wtedy, gdy obraz tego punktu przez
przeksztalcenie odwrotne 7! nalezy do krzywej 7, a to z kolei oznacza, ze spelnia
on réwnanie krzywej. Warunki te zapisane sa ponizej:

XeT(y) <= T'X)ey = F(IT'(X))=o0.
Zgodnie z tym, co napisaliSmy, aby znalez¢ rownanie obrazu 7' = T'(y) nalezy:

1. wyprowadzi¢ wzor na przeksztalcenie odwrotne:

(w0) =T ) = (P ), et {07

2. wstawi¢ do wzoru krzywej v wyznaczone poprzednio wyrazenia na x i y:
F(z,y)=F(f'(a"y).g'(2"y)) = 0;
3. podstawié¢ za ', vy’ odpowiednio x i y:
F(f'(z,y),9'(z,y)) = 0.
Powstale w ten spos6b réwnanie jest rownaniem obrazu krzywej .
Ponizszy przyktad pokazuje, jak dla konkretnej krzywej znalezé¢ rownanie jej

obrazu przez dane przeksztalcenie ptaszczyzny stosujac powyzsze kroki postepowa-
nia.
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Przyklad 6.4.1. Znajdzmy réwnanie obrazu okregu z? + y?> = 4 przez
powinowactwo 1" o skali 3 wzgledem osi Oy.
Ze wzoru na przeksztalcenie T' wyliczamy przeksztalcenie odwrotne 71

7 = 3x x:%a:/
!/ )
y =Y y=y

Nastepnie wstawiamy do réwnania okregu i otrzymujemy:
(o)1
(6v)" + Gy ’)
(5 + () =

Krzywa o takim rownaniu to elipsa o potosiach 6 i 2.

Czasami nie warto wyprowadza¢ wzoru na przeksztalcenie odwrotne do danego
wyliczajac je niekiedy ze skomplikowanych réwnan. Mozna bowiem zastanowic¢ sie
czym jest przeksztalcenie odwrotne i zapisa¢ wprost wzor na nie. W ten sposob
rozwigzane jest ponizsze ¢wiczenie.

? = 1 po obrocie o kat %.

Cwiczenie 6.4.2. Znajdz réwnanie obrazu krzywej 4> —x
ROZWIAZANIE:
Chcac wylicza¢ ze wzoru na obrot wzor przeksztatcenia odwrotnego nalezatoby

rozwiaza¢ ponizszy uktad réwnan ze wzgledu na x i y:

Yy =wsing +ycosg

/o T mZ
{:L‘ fxcosg ysmS
3

Rachunki wtedy by byly skomplikowane. Wystarczy jednak zauwazyé¢, ze prze-
ksztalcenie odwrotne do obrotu o kat « jest obrotem o kat —a. Wyraza sie ono
wzorem:

{ x =12’ cos(—a) — ¢ sin(—a) o { r=2'cosa+y sina

y =2’ sin(—a) + ¢ cos(—a) y=—2'sina+y cosa
I = 1.’17, + fy/
Wrtedy dla o = % otrzymujemy wzor: y = f ,i (I Wstawiajac x i y do
- 2

rownania krzywej mamy:
2
< V3 /_|_;y/> —(lZL’/—I—ﬁy/) :%
%.1',2 1 /2 \/_x’y’ _ %

Podstawiajac na koniec x, y za ' i 4/ mozemy zapisa¢ ostatecznie rownanie obrazu
.2 2 _ 1 TN 2 2 _
krzywej y= — x® = 5 przez obrét o §:  x® —y° — 2\/§xy =1.
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Rozdzial 7

Przeksztalcenia liniowe

7.1 Definicja przeksztalcenia liniowego

Przeksztalcenie ptaszczyzny to pojecie bardzo szerokie. Wsrod przeksztalcen wyrdz-
niamy zatem pewne ich grupy spelniajace okreslone warunki. W tym rozdziale zaj-
miemy sie przeksztatceniami liniowymi.

Definicja 7.1.1. Przeksztalcenie ptaszczyzny T nazywamy przeksztalceniem li-
niowym jesli:
(1) punkt (0,0) przechodzi przez T na samego siebie, czyli T'(0,0) = (0,0);

(2) T zachowuje kombinacje liniowa wektorow wodzacych, tzn. jesli X', Y’ 7' sa
obrazami punktow XY, Z przez T i mamy rozklad w kombinacje liniowa:

— — —
O0Z=t-0X +5-0Y,

gdzie t i s sa wspotczynnikami rozkladu, to te same wspotczynniki beda
rowniez wystepowaly w rozkladzie:

— — —
0Z'=t-0X'+s-0Y".

Przeksztalceniem liniowym jest np. obrot o dowolny kat wokot punktu (0,0) (patrz
punkt 6.1.7). Inne przyktady podamy w dalszej czesci tego rozdziatu.

Zbadajmy teraz, co dzieje sie w przypadku rozktadu wektora wodzacego pewnego
punktu Z(z,y) w kombinacje liniowa wektoréw wodzacych punktow E; = (1,0),
FEy = (0,1), czyli wersoréw. Zauwazmy, ze wspoOlczynnikami takiego rozkladu sa
wspotrzedne punktu Z:

OZ=lx,yl=2-[L,0]+y-[0,1] =2 OF, +y-OFE,.

Przeksztalcenie liniowe T' zachowa wspotczynniki kombinacji liniowej. W tym przy-
padku beda to nadal wspohrzedne punktu Z. Zatem, jesli T'(Z) = Z', T'(F,) = Ej,
T(E,) = Eb, to mamy

—_—
0Z =z OFE, +y-OE),

63



Zwroémy uwage, ze jesli bedziemy znaé¢ wspotrzedne wektorow O—E{> ,O—EQ> (rowne
wspohrzednym punktow Ej, ES), to obliczymy wspolrzedne punktu Z’; bo z i y
to wspotrzedne punktu Z i traktujemy jako dane. Z powyzszych rowazan wynika
nastepujaca uwaga.

Uwaga 7.1.2. Znajac obrazy punktow F1(1,0), E5(0,1) przez przeksztalcenie li-
niowe 7', mozemy wyznaczy¢ jednoznacznie obrazy pozostalych punktéw plaszczy-
zny przez to przeksztalcenie.

Dla przykladu rysunki ponizej ilustruja rozklady w kombinacje liniowg wektorow
wodzacych: po lewej punktu Z(—1, —2), po prawej obrazu tego punktu przez prze-
ksztatcenie T'. Narysowane sa rowniez siatki wyznaczone przez wektory wodzace
punktow Fi, Fy i odpowiednio ich obrazéow Ei, El. Dzieki temu tatwo zaznaczyé
dany punkt znajac wspotczynniki rozkladu w kombinacje liniowe wzgledem tych
wektorow.

, , A .

1 1 | N ~ /A

! ! I > M ;
S R 2 S B U

: : A : \\// \// ) E{l)

\ \ FEY ~ g /

I 7 ~ A ~ /

1 1 1 \\ p ~ ’ ‘\ N ;

T T > S~ ~ ~ e

1 1 IEl /\\ AN ’ 7~ -

1 1 | / ~ > 7 Y

I I | / N 4 Y 4

~

-t -t —f-ft----—---- ~ Z’/\ /<\ !

| | | ~ I ’ ‘El\

1 1 1 A N ok \\,/ N

| | | \ & ’~
e £ | ~ /\\ 7 \\

[ Z 1 \\,’ * e ~

! ! 1 A 4

I I I ~
[

1 1 1
7 = ~ o Ry Py
OZ = —1-0F, + (—2) - OF, 0Z = —1-0F, + (-2) - OE,

Przyktad 7.1.3. ZnajdZzmy obrazy punktow A(—2,0), B(1,1), C(0,0) przez
przeksztalcenie liniowe T, przeprowadzajace wersory €7, €5 odpowiednio na wek-
tory [—1,2], [0, —3].

Zgodnie z definicja punkt (0,0) przechodzi na siebie przez przeksztalcenie li-
niowe, wiec T(C) = C" = (0,0). Pamigtajac o tym, ze wspoOlrzedne wektora
wodzacego punktu sa réwne wspoOtrzednym tego wektora, zapiszemy rozktady
wektorow wodzacch punktéw A i B jako kombinacje liniowe wersorow:

= — —
OA:[—2,0]:—2'€1+0'62,
—
OB=I[1,1]=1-€é1+1-é.

Korzystamy z tego, ze T zachowuje kombinacje liniowa, zatem:

OA = —2.T(&) +0-T(&3) = —2- [-1,2] = [2, —4],
OB =1-T(¢}) +1- T(g) [~1,2] +[0,-3] = [-1, —1].

Szukane punkty to A’ = (2,-4), B’ = (-1,—-1), C' =(0,0).
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7.2 Wzbr przeksztatcenia liniowego

Wyliczymy teraz jakim ogblnym wzorem wyrazaja sie przeksztalcenia liniowe. Zgod-
nie z Uwaga 7.1.2, aby jednoznacznie okresli¢ wspotrzedne obrazéow wszystkich punk-
tow, wystarczy zna¢ obrazy punktow FEi(1,0), E(0,1). Przyjmijmy, Ze maja one
wspotrzedne:

Ei = (a,b), FE5=/c,d).

Zatem ich wektory wodzace to O—E{> = [a, b], O—Eé = [c, d]. Ustalmy réwniez dowolny
punkt Z(x,y). Bedziemy szuka¢ punktu Z’'(z’,y’), czyli obrazu Z przez dane prze-
ksztatcenie liniowe 7. Wiemy z definicji, ze T' zachowuje kombinacje liniowg wek-
torow wodzacych, zatem:

— — —
[y] = O0Z' =x-OFE|+y-OF), =
= x-[a,b] +y-[c,d] = [ax,br] + [cy, dy] =
= [ax + cy, bz + dy].

Otrzymaliémy w ten sposob ogélny wzoér przeksztalcenia liniowego:
' =ar+cy
O { Y = br+dy O (7.2.1)
gdzie a, b, c,d sa stalymi wspotczynnikami zwiazanymi z przeksztatceniem.

' =axr+cy
y =bx+dy
cenia liniowego, réwnowazna Definicji 7.1.1.

Uwaga 7.2.1. Wz6r { mozemy traktowaé jako definicje przeksztal-

Uwaga 7.2.2. We wzorze (7.2.1) wspolezynniki przy niewiadomej x to wspotrzedne
punktu F1, za$ przy y to wspolrzedne El.

W niektorych przypadkach, majac odpowiednie dane, latwo mozemy znajdowaé
wzory przeksztalcen liniowych korzystajac z powyzszej uwagi. Pokazuje to nastepu-
jacy przyktad.

Przyklad 7.2.3. Wiemy, ze T(1,0) = (2,%) i 7(0,1) = (—3,2) dla pewnego
przeksztalcenia liniowego 7'. Mozemy bez trudu zapisa¢ wzor tego przeksztatcenia
wstawiajac wspolrzedne obrazu 7'(1,0) jako wspotczynniki przy x, a wspolrzedne
T(0,1) przy vy:
x'=2x — 3y
{ =30ty

Definicja 7.2.4. Macierz (Z 2) utworzona ze wspotczynnikow réwnania prze-

ksztalcenia liniowego nazywamy macierza przeksztalcenia liniowego.

3
6 _3) to przeksztalce-

Przyklad 7.2.5. Przeksztalcenie liniowe o macierzy (

¥ =—x+3y
y = 6x — 3y

nie dane wzorem {
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7.3 Przyklady przeksztalcen liniowych

Wymienimy kilka przyktadéw przeksztalcen liniowych podajac ich wzory i macierze
przeksztatcen.

7.3.1. Obroty wokot (0,0) o dowolny kat «

Wzér na obrét wyprowadzalismy w rozdziale poprzednim (punkt 6.1.7):
¥ = xcosa — ysina
Yy = xsina + ycosa

Wzor tego przeksztalcenia jest zgodny z postacia ogolna (7.2.1) dla wspolezynnikow
a =cosa,b=sina,c = —sina,d = cos a. Zatem macierz obrotu o kat « to:

cosa —sina
sinae  cosa )’
7.3.2. Jednokadno$¢ o $rodku w punkcie (0,0) i skali k

Dla dowolnego punktu X (z,y) i jego obrazu X'(2',y) przez to przeksztalcenie za-
chodzi réwnosé: .
OX =k -0X',
! __
z ktorej otrzymujemy wzor: { ;j, ; l/j:; , a takze macierz (]S 2) .
Jest to rzeczywiscie przeksztalcenie liniowe, gdyz otrzymany wzor jest postaci (7.2.1)
dla wspotezynnikow a =k, 0=0,c=0,d = k.

7.3.3. Powinowactwo prostokatne o osi OX i skali k£

Z poprzedniego rozdziatu (punkt 6.1.5) wiemy, ze to przeksztalcenie wyraza sie wzo-

rem
=z
y =ky

Jesli we wzorze ogolnym (7.2.1) a =1, b =0, ¢ = 01 d = k, to otrzymamy wzor
tego powinowactwa, a wiec jest ono liniowe. Jego macierz to

10
0 k)~
Dla kazdej innej osi, ale przechodzacej przez punkt (0,0) powinowactwo pros-
tokatne o skali k jest przeksztalceniem liniowym.

7.3.4. Przeksztalcenie tozsamosciowe

To przeksztalcenie przyporzadkowuje kazdemu punktowi ptaszczyzny ten sam punkt,
zatem wzOr i macierz sa nastepujace:

r=x 10
y=y’ 0 1)
7.3.5. Przeksztalcenie zerowe

Przeksztalceniem zerowym nazywacé¢ bedziemy odwzorowanie calej ptaszczyzny
w punkt (0,0). Zatem dane jest ono wzorem

7' =0 lub réown /nie macier 00
=0 u wnowaznie macierza 00/
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7.4 Odwracalne przeksztalcenia liniowe

O przeksztatceniu, ktore posiada przeksztalcenie odwrotne bedziemy mowié, ze jest
odwracalne. Jak wiemy z poprzedniego rozdzialu (Fakt 6.2.3) nie zawsze istnieje
przeksztalcenie odwrotne do danego. W przypadku przeksztalcen liniowych mozemy
wygodnie scharakteryzowad, ktére z nich sa odwracalne.

Fakt 7.4.1. Niech T bedzie przeksztatceniem liniowym o macierzy <Z 2) , tzn. takie,

ze wspotrzedne wektoréw wodzgcych punktow EY, EY to OE] = |a,b], OE, = |[c,d],
gdzie F\, E} sq obrazami punktow FE, = (0,1), Ey = (1,0) przez T. Mamy wtedy
nastepujgce rownowaznosci:

T jest odwracalne <= wektory OE| i OFE} sq niewspdtliniowe <=
< det (OEQ,OEQ) #0 <= det (b d) # 0.

Dowod. Pokazemy tylko pierwsza rownowazno$¢, poniewaz dwie nastepne nie spra-
wiaja problemow: druga wynika z wlasnosci wyznacznika pary wektorow (punkt
3.3.2), natomiast o trzeciej byta mowa w Uwadze 5.2.1. Zajmijmy sie wiec pierwsza
rownowazno$cig dowodzac dwoch implikacji, z ktorych sie ona sktada.

—_—
(<) Zakladamy, ze OF] i OF) sa niewspotliniowe, zatem

det (Z 2) = ad — bc # 0.

Pokazemy, ze T jest odwracalne, czyli ze istnieje przeksztalcenie odwrotne
T—!. Wzér na T—! wyznaczymy ze wzoru przeksztalcenia T':

' =ar+cy
Yy =bx +dy

Przypomnijmy, ze aby to zrobi¢, musimy najpierw wyznaczy¢ = i y a nastepnie
zamienié¢ rolami x z x’ oraz y z 3. Powyzszy uklad rownan rozwigzemy metoda
wyznacznikowa, by w ten sposob znalezé¢ x i y. Obliczmy wyznacznik gtowny

tego uktadu:
a c

W:det(b d) =ad — be # 0.

Z zatozenia mamy, ze jest on niezerowy, zatem istnieje jedna para rozwigzan
tego uktadu. Obliczamy wyznaczniki pomocnicze:

.'LJ
/

W, = det (
Yy

/
2) =2'd—cy, W, = det <Z z,> =ay — bx'.
Mozemy juz wyznaczy¢ pare rowigzan:

x_%_fn’d—cy’_ix,_i,
“wo T w owt T w?
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W, ay—bx b , a |,
woow o wt Tt w

Zamieniajac odpowiednie litery otrzymujemy wzor na przeksztatcenie odwrotne:

r=%L%r- %
% { W W0 (7.4.1)
Pokazalismy wiec, ze przeksztatcenie odwrotne do T istnieje.

—_—
(=) Zakladamy teraz, ze T jest odwracalne, a chcemy pokazaé, ze wektory OFE]
—
i OE) sa niewspoltliniowe.
Wiemy, ze skoro istnieje przeksztatcenie odwrotne do T', to T' musi by¢ w szcze-
golnosci ,na” (patrz Fakt 6.2.3). Oznacza to, ze kazdy punkt na plaszczyznie

jest obrazem jakiego$ punktu przez przeksztatcenie 7'. Symbolicznie zapisu-
jemy to jako T(R?) = R?, gdzie R? to zbiér wszystkich punktow plaszezyzny.

Wiemy takze, ze skoro T jest liniowe, to T'(R?) sklada sie z takich punktow
—_—
Z'(x'y), e OZ' =xz-OFE]+y-OFE!.

% . % . . . . . . . .
Gdyby OFE] i OFE} byly wspolliniowe, to powyzsze kombinacje liniowe nie
dalyby wszystkich wektorow na plaszczyznie, a tylko te, ktore sa rowniez
wspotliniowe z nimi.

. . . % . —) . . .
Stad wnioskujemy, ze OF] i OFE} musza by¢ niewspolliniowe.
Pokazalismy prawdziwo$é¢ obu implikacji i to koniczy dowod tego faktu. O]

Whiosek 7.4.2. Z dowodu powyzszego faktu mozemy wyciagnac¢ nastepujace wnioski
prawdziwe dla dowolnego odwracalnego przeksztatcenia liniowego 7"

e przeksztatcenie 77! jest tez liniowe;

e jesli A = ((Z cci) jest macierza przeksztatcenia 7', to przeksztatcenie odwrotne

jest zadane macierza:

A
Al = ( A aW) ,  gdzie W = det A.
wow

2 -1
Przyktad 7.4.3. Przeksztalcenie liniowe o macierzy M = (_4 3 jest
odwracalne, bo det M = 2 # 0. Macierz przeksztalcenia odwrotnego M !

wyliczamy na podstawie powyzszego wniosku:

— N
SN—
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7.5 Obraz odcinka i ro6wnolegloboku przez przeksztat-
cenie liniowe

W tym podrozdziale bedziemy bada¢ na co przez przeksztalcenie liniowe moze
przej$¢ odcinek, czy tez rownolegtobok rozpiety na dwoch wektorach. Najpierw jed-
nak musimy ustali¢ pewien sposob zapisu tych obiektow, bedzie to zapis parame-
tryczny. Wyprowadzimy kolejno réwnania parametryczne odcinka i réwnolegtoboku.

7.5.1. Ré6wnanie parametryczne odcinka

Zaczniemy od przypadku odcinka, ktorego jednym koncem jest poczatek uktadu
wspoOtrzednych.
Chcemy zapisa¢ rownaniem odcinek O A zaznaczony na ry-
sunku. Punkt X (z,y) jest pewnym punktem lezacym na
tym odcinku. Widzimy, ze wektory OA i 5)_5 sa liniowo
A zalezne, dlatego dla pewnego ¢ mamy

OX =t-OA.

X Parametr ¢ nie jest zupelnie dowolny, lecz z przedziatu
[0,1], bowiem dla zera dostajemy wektor zerowy, ktory
» pokrywa sie z p%adtkiem uktadu wspotrzednych, a kiedy
t rosnie wektor OX jest coraz dtuzszy, az dla t = 1 bedzie

O

—
rowny wektorowi OA. W ten sposdéb wygenerowane zostang
wektory wodzace wszystkich punktéw odcinka OA, ktore
mozemy utozsamia¢ z tymi punktami.

Jesli A = (ay,a2), to rownanie parametryczne odcinka OA w postaci wektorowe;
jest nastepujace:
[z,y] = tlar,as),  t€0,1].

. . . =1
Moze by¢ zapisane takze we wspotrzednych: { ;_ tzl
= tlag

—
Jesli natomiast oznaczymy v = OA, to odcinek mozemy okresli¢ jako zbior:

, gdzie t € [0, 1].

{tv:t€]0,1]}.

Rozwazmy teraz przypadek odcinka AB, ktorego
zaden koniec nie jest poczatkiem uktadu WSE'))eranyCh,
tak jak na rysunku obok. Oznaczmy v = AB. Odcinek
rownolegly do AB przechodzacy przez (0,0) ma roéwnanie 7
{tv : t € [0,1]}. Natomiast szukany odcinek AB jest prze- ,/\B
sunieciem tego odcinka o wektor OA = @. Zatem réwanie
parametryczne odcinka ma postac: ;

@ dl

Y

{@+1t7:te0,1]},

lub po prostu
{A+tv:te|0,1]}.
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Jesli @ = [ay, as], U = [v1, v2], to mozemy zapisaé¢ takze rownanie we wspotrzednych:

, gdzie t € [0,1].

= a; + tvy
Yy = ag + tug

7.5.2. Ro6wnanie parametryczne réwnolegloboku

Dwa liniowo niezalezne wektory ¢ i w wyznaczaja na plaszczyznie rownolegtobok.
Zajmijmy sie najpierw przypadkiem, gdy wektory te zaczepione sa w punkcie (0, 0).

Wektor wodzacy dowolnego punktu X A
nalezacego do tego rownolegltoboku mozemy
przedstawic¢ jako sume wektorow: ,

~ — — -
O0X = v, + w,, [T ,

gdzie _U}_> i w, sa sktadowymi w rozkladzie wek- p —, v
tora OX wzgledem kierunkoéw wektorow o1 .
Przedstawia to rysunek obok.

Y

Mozemy zauwazy¢, ze v, jako wektor wspotliniowy z ¢ i nie dluzszy niz v, spelnia
zaleznos¢:

vy =t-U dla pewnego t € [0,1].
Podobnie mamy:

Wy =s-w dla pewnego s € [0,1].

Zatem otrzymujemy, ze kazdy wektor wodzacy punktu réwnolegtoboku jest kombi-
nacja liniowg wektorow v, w tworzacych ten réwnolegltobok:

S
OX =t - U+ s-w.

Rownanie parametryczne rownolegtoboku zaczepionego w poczatku uktadu wspot-
rzednych zapisujemy wiec jako zbior:

{s-v+t-W: stel01]}.

W przypadku réwnolegtoboku wyznaczonego przez
wektory ¢ 1 W zaczepione w punkcie A réwnanie
parametryczne jest nastepujace:

{A+s-0+t-W: s,te|0,1]}.

Y
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7.5.3. Obraz odcinka

Niech przeksztalcenie liniowe T" bedzie dane wzorem: T'(z,y) = (ax + cy, bx + dy).
Znajdziemy obraz przez 1" odcinka danego rOwnaniem parametrycznym we wspol-
rzednych:

(z,y) = (a1 + tvy, ag + tvy), t € [0,1].

Podstawiajac do wzoru przeksztalcenia 7' za zmienne z,y odpowiednie wspotrzedne
odcinka otrzymujemy:

T(x,y) = (a(ay,tvr) + c(ag + tvg), blay,tvy) + d(as + tvy)) =
= (aa; + asc + tavy + tcvg, bay + dag + thuy + tdvy) =
= ((aay + agc) + t(avy + cvg), (bay + dag) + t(bvy + dvy)) .

Oznaczajac kolejnymi literami A, B,C' i D odpowiednie wyrazenia w nawiasach
7 POWYZSzego zapisu mamy:

T(x,y)=(A+t-B, C+t-D)=(AC)+t[B,D], gdzete]l0,1].
Zatem obrazem odcinka przez przeksztalcenie liniowe T' jest:

e odcinek o koricach w punktach o wspotrzednych (A, C) i (A+ B, C+ D) wtedy,
gdy [B, D] # [0,0;

e punkt (A, C), gdy [B, D] = [0,0].

7.5.4. Obraz réwnolegtoboku

Wyznaczmy teraz w podobny sposob obraz roéwnolegltoboku danego réwnaniem

(Ivl/) = (a’laa2> +t[U1,U2] + S[w17w2] =
= (a1 + tvy + swy, ag + tvg + sws), t,s€[0,1]

przez przeksztalcenie liniowe T' o wzorze: T'(x,y) = (ax + cy, bx + dy).
Wyliczymy kolejno wspolrzedne (2/,y') = T'(z,y) obrazu rownolegtoboku:

¥ =alay + tv; + swy) + c(ag + tvg + swe) =
= aay + cay + t(avy + cvy) + s(aw; + cws),

Yy =bla) + tvy + swy) + d(ag + tvg + swy) =
= ba; + dag + t(bvy + dvg) + s(bwy + dw,).

Podstawiajac state A, B,,Cy, Ay, By, Cy za odpowiednie wyrazenia mozemy za-
pisac:
T(x,y) =(Ay+tB, +sCy, Ay +1tB,+ sCy) =
= (A, Ay) + t[Bs, By + s[C, Cy], dlat,se0,1].

Otrzymali$émy zatem, ze obrazem réwnolegltoboku przez przeksztatcenie liniowe jest:

e rownolegtobok zbudowany na wektorach [B,, B, i [C,, C,] zaczepionych w punk-
cie (Az, Ay), jesli tylko wektory te sa liniowo niezalezne,

e punkt lub odcinek wtedy, gdy wektory [B,, B,] i [Cy, C,] sa liniowo zalezne.
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Rozdzial 8

Przeksztalcenia afiniczne, izometrie,
podobienstwa

8.1 Definicja i przyktady przeksztalcen afinicznych

Kolejnymi rodzajami przeksztalcen, jakie omowimy, beda przeksztalcenia afiniczne,
a w dalszej czesci ich szczegolne przypadki: izometrie i podobienstwa.

Definicja 8.1.1. Przeksztalcenie afiniczne S to takie przeksztalcenie ptaszczy-
zny, ktore jest ztozeniem pewnego przeksztatcenia liniowego L z pewna translacja 7.
Translacje te nazywamy czeScig translacyjng, a przeksztalcenie L cze$cig li-
niowa przeksztatcenia S =T o L.

Uwaga 8.1.2. Kazde przeksztalcenie liniowe jest afiniczne, jako zlozenie tego prze-
ksztaltcenia liniowego i translacji o wektor zerowy.

8.1.3. Wzér przeksztalcenia afinicznego

Wyprowadzmy wzor przeksztalcenia afinicznego S ztozonego z przeksztalcenia li-
y y g g
b . s e oye s .
d (zwana macierza czesci liniowej przeksztal-
cenia S) oraz z translacji T o wektor [p,q]. Wzory przeksztalcen sktadowych to
odpowiednio

¥ =ax+cy ora ¥=x+p

y' =br+dy y=y+q '
Wyliczamy wspotrzedne obrazu punktu X (x,y) przez zlozenie T o L = S:

- B B ar+cy\ (ax+cy—+p
S(X)=ToL(X)=T(L(z,y) =T (bﬁdy) - (bx—i—dy—l-Q) '

. . a
niowego L danego macierza c

Ostatecznie otrzymujemy ogdlny wzor:

<

I __
0 { ETartaty (8.1.1)

y =br+dy+q
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Uwaga 8.1.4. Wykorzystujac powyzszy wzor mozemy sformutowaé definicje prze-
ksztalcenia afinicznego rownowazna do Definicji 8.1.1. Moéwimy, ze przeksztalcenie
wyrazajace sie wzorem postaci (8.1.1) jest przeksztalceniem afinicznym. Ponadto

macierz z d utworzona z odpowiednich wspotczynnikéw wystepujacych w tym

wzorze jest macierzg czesci liniowej tego przeksztalcenia afinicznego, zas wspotczyn-
niki p i ¢ tworza wspolrzedne wektora przesunecia [p, g| czesci translacyjnej. Dowod
rownowazno$ci obu definicji pomijamy.

¥=x+2y—1

y = dy+3 jest afiniczne.

Przyklad 8.1.5. Przeksztalcenie o wzorze {

. e e . 1 2 . s . .
Macierz czesci liniowej to (0 4), natomiast cze$¢ translacyjna to translacja

o wektor [—1, 3].

Przyktadami przeksztalcen afinicznych sa:

— obroty o dowolne katy,

— wszystkie translacje,

— powinowactwa o dowolnych osiach i skalach,

— jednoktadno$ci o dowolnych skalach i srodkach w dowolnych punktach,

— rzuty na dowolne proste,

— przeksztaltcenia bedace zlozeniami powyzszych.
Aby uzasadnié¢, ze wymienione wyzej przeksztalcenia sa afiniczne mogliby$my wy-
prowadzi¢ dla kazdego z nich wzor i doprowadzi¢ go do postaci (8.1.1), ktora zgodnie
z Uwaga 8.1.4 traktujemy jako definicje przeksztalcenia afinicznego. Jednak rachunki
te pomijamy, za to pokazemy, ze przeksztalcenie bedace zlozeniem przeksztalcen
afinicznych jest tez afiniczne.

Fakt 8.1.6. Ztozenie przeksztatcen afinicznych jest tez afiniczne.

Dowdd. Niech S5, 95 beda przeksztatceniami afinicznymi o wzorach odpowiednio

¥ =ax+by+p ' = asx + by + ¢
. oraz ,
Y = cix +diy +py Y = cox + doy + @2

Pokazemy, ze zlozenie S; o Sy jest przeksztalceniem afinicznym. Wyliczmy wspol-
rzedne obrazu punktu X = (z,y) przez to ztozenie:

+ by +
S108(X) = Si(8(X)) =5 (Zi+ diﬁcﬁ) N

as(arz +biy +p1) +ba(crz +diy + @) +p2) _
co(mx + by +p1) + do(crz + diy + ¢1) + o

_ (G2ax + asb1y + aspy + bacix + bodiy + bagy + po _
2017 + Cb1y + copy + daciz + dadyy + daqy + @2

(agay 4 bacy)x + (agby + bady)y + (agpr + bapy +p2)>
(c2a1 + docy)x + (c2by + dady)y + (cop1 + doqi + q2) )
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Przeksztalcenie S; o Sy wyraza sie zatem wzorem:

¥ =Ax+ By+ P
y=Ce+Dy+Q "’

gdzie A, B,C, D, P, ) sa odpowiednimi wspélczynnikami, ktére dostajemy z powyz-
szych obliczen. Latwo zauwazy¢, ze wzor ten zgadza sie ze wzorem ogolnym (8.1.1)
przeksztacen afinicznych, stad wniosek, ze ztozenie Sy o Sy jest afiniczne. O

Uwaga 8.1.7. Rachunki przedstawione w powyzszym dowodzie mozemy nieco upro$-
ci¢ stosujac wzor na przeksztalcenie afiniczne S = T o L w krotszej formie: S(X) =
= L(X)+V, gdzie V jest wektorem przesuniecia translacji 7. Wtedy dowod Faktu
8.1.6 jest nastepujacy. Jesli S1 = Ly (X) + Vi, So = Lao(X) + Vo, to

S10 8y =81(82(X)) = L1 (S2(X)) + Vi = L1 (La(X) + Vo) + V4.

Poniewaz przeksztatcenie liniowe L; zachowuje kombinacje liniowe wektorow wodza-
cych (patrz Definicja 7.1.1), wiec w szczegolnosci mamy, ze Ly (Lo(X) + V2) =
= L1(Lo(X)) 4+ L1(V2) = Ly 0 Ly(X) + L1(V2), zatem ostatecznie mozemy zapisac:

Sl OSQ = L1 OLQ(X) +L1<Vv2) —|—‘/1

Widzimy, ze otrzymane przeksztalcenie jest afiniczne.

8.2 Wilasnosci przeksztalcen afinicznych

Przedstawmy teraz kilka wlasnosci przeksztatcen afinicznych. Potrzebna nam bedzie
ponizsza definicja.

Definicja 8.2.1. Jesli T(A) = A’ i T(B) = B’, to mowimy, ze wektor zaczepiony
—_— —
A’'B’ jest obrazem wektora zaczepionego AB przez przeksztalcenie T

Fakt 8.2.2. Dla dowolnego przeksztatcenia afinicznego T danego wzorem (8.1.1)
zachodzq nastepujgce wltasnosci:

o T przeksztatca rowne wektory zaczepione na rowne wektory zaczepione;

o T przeksztatca dowolny wektor zaczepiony réwny wersorowi [1,0] na wektor
o wspdtrzednych [a,b] i odpowiednio réwny wersorowi [0,1] na [c,d];

o T przeksztatca punkt (0,0) na punkt (p,q).

Dowod. Pokazemy tylko pierwsza wlasnosé, poniewaz pozostale mozna tatwo wy-
prowadzi¢ w podobny sposob.
. . . . —> . é . % . —> .
Pokazemy, ze jesli wektory AB i C'D sg rowne, to ich obrazy A'B’ i C'D’ tez
sa rowne. Oznaczmy wspolrzedne punktu A przez (z,,y,) i analogicznie pozostale
punkty. Mamy wiec z rownosci wektorow:

— —
AB =CD =[xy — Ta, Yo — Ya) = [Td — Tes Ya — Yel-
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Zachodza zatem réwnosci poszczegolnych wspotrzednych:
(k) Ty =Ty =2q—Tc OTAZ Yy — Yo = Yd — Ye-

Skorzystamy z nich w dalszej cze$ci dowodu. Teraz natomiast obliczmy wspotrzedne
obrazu punktu A przez przeksztalcenie afiniczne T

T(A) = A= (lez’ y;) = (a4 + Yo + p, by + dys + q).
Obrazy punktow B, C, D maja analogiczna postac:

B = (CLZL‘[) + CYp +p7 bxb + dyb + Q)a
C" = (ax. + cye + p, bxe + dye +q),
D' = (axq + cyq + p, bxg + dyq + q).

Zatem korzystajac z (%) mamy:

ﬁ = [a$b+cyb+p—a$a—cya—p, b$b+dyb+q—b%—dya—Q] =

= [ (17[) - xa) + C(yb - ya)a b(l’b - xa) + d(yb - ya)] =
= [ (xd - LL’C) + C(yd - yc)7 b(xd - xc) + d(yd - yc)] = .
= [axqg+ cya+p — ax. — cye — p, brg+ dys+ q—bxr. — dy. — q| = C'D’

a
a

Otrzymaliémy zatem, ze obrazy rownych wektoréw zaczepionych sg réwne. O]

Ponizsze rysunki obrazuja wyzej wymienione wtasnosci. Z lewej strony w ukta-
dzie wspolrzednych narysowane sa wersory oraz wektory vy, vy réwne wersorom.
Wersory wyznaczaja kwadratowa siatke ktora jest zaznaczona przerywanymi lini-
ami. Rysunek po prawej stronie to narysowane w uktadzie wspotrzednych obrazy
wersorOéw przez pewne przeksztalcenie afiniczne, a takze obrazy wektorow vy, vy 0z-
naczone przez v}, vh. Wraz z wersorami wyznaczajacymi kwadratowa siatke przek-
sztalcona zostala cala siatka. Jej obrazem jest siatka rownoleglobokéw wyznaczona
przez obrazy wersorow. Dzieki tej siatce tatwiej jest zaobserwowaé to, o czym byta
mowa w Fakcie 8.2.2, ze rowne wektory zaczepione przeksztatcenie afiniczne przepro-
wadza na réwne wektory zaczepione. W tym przypadku mamy dwie pary réwnych
wektorow zaczepionych: wersor [1,0] i vy oraz wersor [0, 1] i vs.

| | 1
o / DU
i I e Al T 7 )
: I | I / ‘ ,f R
| | | / F e T
ol il il b A v e v /
| 1 | | ’ ’ 7 -
U1 | | | | / —_—
__'_)I__ ST "—_‘-u)q] [“:W !
1 | 1 ’ ._..--""J'—-_-
(00 I S R I /
A | ] | 1 - = ’ , f
[ I [ I ‘ R
):J. L . v = = 7 y
[1,0] I ' I ’

Kolejny fakt bedzie nam potrzebny w dalszej czeéci tego rozdziatu, przy oma-
wianiu wlasnosci przeksztalcenn zwanych izometriami.
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Fakt 8.2.3. Przeksztatcenie afiniczne zachowuje kombinacje liniowe wektorow za-
czepionych.

Dowdd. Niech A’B" = S(AB) bedzie wektorem zaczepionym, ktory jest obrazem
—

wektora zaczepionego AB przez przeksztalcenie afiniczne S. Niech L bedzie czescig

liniowa S, a T translacyjna o wektorze przesuniecia V. Obraz X’ dowolnego punktu

X przez S wyraza sie wzorem X' = S(X) = L(X) + V. Zbadajmy obraz wektora
—

zaczepionego AD:

S(AB) = A'B' = L(A) + V L(B) + V.

Wspoétrzedne wektora wyliczamy odejmujac wspotrzedne poczatku wektora od wspot-
rzednych konca. Mamy zatem

S(AB) = (L(B)+V)— (L(A)+ V) = L(B) +V — L(4) - V =

=L(B)—L(A)=L(B—-A).

—
Wektor B — A jest rowny wektorowi zaczepionemu AB, bo maja jednakowe wspot-
rzedne. Zatem z otrzymane] powyzej roOwnosSci mamy, ze wektory zaczepione sa
przeksztalcane przez S tak samo jak wektory wodzace przez L. Dowdd konczymy
stwierdzeniem, ze L jako przeksztalcenie liniowe zachowuje kombinacje liniowe wek-
torow wodzacych, wiec S zachowuje kombinacje liniowe wektorow zaczepionych. [

Kolejny fakt informuje nas o tym, ktore przeksztalcenia afiniczne sa odwracalne,
czyli ktore posiadaja przeksztatcenie odwrotne.

Fakt 8.2.4. Niech S =T o L bedzie dowolnym przeksztatceniem afinicznym o czesci
lintowej L zadanej macierzqg M oraz czeSci translacyjne; T. Wowczas

S jest odwracalne <= det(M) # 0.

Jesli ponadto istnieje przeksztatcenie odwrotne S™1, to jest ono takze afiniczne.

Dowdd. 7 Faktu 7.4.1 wynika, ze det M # 0 < L jest odwracalne, czyli ze ist-
nieje L™!. Umiemy takze okresli¢ przeksztalcenie odwrotne do translacji 7. Jest nim
translacja 7! o wektor przeciwny niz wektor przesuniecia dla T. Rozwazmy prze-
ksztalcenie P = L=t oT~!. Jest ono przeksztalceniem odwrotnym do S. Rzeczywis-
cie, zgodnie z definicja przeksztalcenia odwrotnego zawartej w Uwadze 6.3.4 mamy,
ze

POS:(Lilonl)o(ToL):Lflo(TfloT)oL:LfloIoL:LiloL:I,

SoP=(ToL)o(L'oT™ ) =To(LoL ol '=ToloT'=ToT =1

Zatem P = S, Ponadto to przeksztalcenie jest afiniczne, poniewaz jest zloze-
niem dwoch przeksztalcen afinicznych: przeksztalcenia liniowego L' (przeksztal-
cenie odwrotne do liniowego jest liniowe zgodnie z Wnioskiem 7.4.2 zatem jest
tez afiniczne) i translacji 7!. Na podstawie Faktu 8.1.6 stwierdzamy, ze P jest
afiniczne. O
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8.3 Wyznacznik a pole figury przeksztalcanej

W tym podrozdziale zbadamy w jaki sposob zmienia sie pole danej figury pod wply-
wem przeksztalcenia liniowego, a nastepnie zrobimy to samo dla przeksztalcenia

afinicznego. Rozwazmy wiec przeksztalcenie liniowe L o macierzy Z 2)

Zajmijmy sie najpierw kwadratem jednostkowym K, ktory jest rozpiety na wer-
sorach e; i es. Pole tego kwadratu jest rowne 1. PrzeprowadZzmy K przez przeksztal-
cenie L. Powstanie wtedy rownolegtobok K’ = L(K). Pokazane jest to na rysunku
ponizej.

Wiemy z rozdzialu trzeciego (punkt 3.3.2), ze pole roéwolegloboku rozpietego na
wektorach jest rowne wartosci bezwzglednej z wyznacznika tej pary wektorow. Roz-
wazany przez nas réwnoleglobok jest rozpiety na obrazach €/, e, wersorow. Zgod-
nie z Uwaga 7.2.2 maja one wspoOlrzedne odpowiadajace kolumnom macierzy prze-

ksztatcenia L, czyli €] = “ , €y = “). Otrzymujemy wiec, ze pole P(K')

b d
a c
det (b d) ‘ = k.

rownolegloboku K’ jest rowne:

Zobaczmy teraz, jak jest w przypadku dowolnej figury. Przeprowadzimy jednak
tylko szkicowe rozumowanie dla figury F' narysowanej ponizej. Zauwazmy najpierw,
ze wszystkie kwadraty K siatki przechodza przez przeksztalcenie L na jednakowe
rownolegloboki K’ przeksztalconej siatki. Jesli teraz kwadrat jednostkowy podzie-
limy na cztery jednakowe mniejsze kwadraty, to po przeprowadzeniu ich przez L

otrzymamy cztery jednakowe réwnolegltoboki o polu réwnym 1 pola K’. Operacje

dzielenia na mniejsze kwadraty mozemy powtarza¢ dalej z anafogicznym skutkiem.
Pola figury F' nie obliczymy od razu, ale bedziemy je przybliza¢ coraz doktad-
niejszymi warto$ciami. Pola kwadratu K i rownolegloboku K’, ktore wyliczyliSmy
wczedniej, beda jednostkami, ktérymi w pierwszym kroku bedziemy wypetnia¢ ob-
szar figury F' i odpowiednio ' = L(F). W nastepnych krokach, dajacych lepsze
przyblizenia, pozostate obszary figur bedziemy wypeliaé¢ coraz mniejszymi jedno-
stkami rownymi }L pola poprzednich jednostek. Rysunek ponizej przedstawia te ope-
racje.

P(K') = |det(ey, e5)| =
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Po kazdym kroku zliczamy ile jednostek danej wielkosci miesci sie w tych figurach.
W ten sposob dostaniemy kolejne przyblizenia pol figur F' i F’, oznaczone przez
Py, Py, ...itd. oraz P/, Pj...itd. Mamy zatem dla przyktadu z rysunku:

pole figury F pole figury F’

P1:3-P(K)—3 1=3 P{=3-P(K)=3-k=k P

P,=P 473 —3+7 43 P'—P’+7§ 3k+1k=43 - k=k- P,
Py=P+ 17 & 513 Pi=Py+17- £ =53 .k =k P

P,=P, 1+1t, 4n1 P =P | +t,- 4n1_k P,

Zauwazmy, ze na kazdym kroku n otrzymujemy zaleznos¢ P! = k- P, dla kolejnych
przyblizen pol. Przechodzac teraz z n do nieskoriczonosci otrzymujemy w granicy
pola figur:

P(F) = lim P,, P(F')=lim P, =lim k-P,=k- lim P, =Fk- P(F).
Mozemy zatem wyciagnaé¢ ostateczny wniosek dotyczacy pola obrazu figury przez
dowolne przeksztalcenie liniowe.

Whniosek 8.3.1. Dla dowolnego przeksztatcenia liniowego L o macierzy (Z Ccl)

~faer (o)

W przypadku przeksztatcenia afinicznego S, o czesci liniowej L i translacyjnej T,
pole figury bedzie sie zmienia¢ w takiej samej zaleznosci jak podaje wniosek wyzej.
Translacja bowiem nie zmienia pola figur a tylko przemieszcza je w inne miejsce.
Zatem za zmiane pola figury przy przeksztatceniu afinicznym odpowiada jego czesc
liniowa. Zapiszmy wiec ostateczny wniosek.

i dla dowolnej figury F' mamy, ze

- P(F).

Whiosek 8.3.2. Dla dowolnego przeksztalcenia afinicznego S, ktorego czes$¢ liniowa

L zadana jest macierza Z ccl oraz dla dowolnej figury F' mamy zaleznosc:

~faer (o)

. P(F).
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a ¢

Liczbe det (b d

) nazywamy wyznacznikiem czesci liniowej przeksztalcenia

afinicznego 5, dla takiego S, ktorego czes$¢ liniowa dana jest macierza (Z ccl .

Zobaczmy jak dla konkretnego przeksztalcenia afinicznego zmienia sie pole figury
przeksztalcane;j.

v =—r+ 3y +2

Przyklad 8.3.3. Przeksztatcenie 7' dane jest wzorem Y = 22+ 3y — 1

-1 1L
Jest ono afiniczne a macierz czesci liniowej to 21 ?)) . Mozemy zatem obliczy¢,
jak zmienia sie pole figur pod wplywem tego przeksztalcenia:
1 1
P(T(F)) = |det ( ) ;))’ P(F)=| —4]- P(F) = 4- P(F).

Pole dowolnej figury pod wplywem tego przeksztalcena zwieksza sie 4-krotnie.

8.4 Orientacja plaszczyzny

Orientacja plaszczyzny to wyrdzniony kierunek obrotu na plaszezyznie. Tradycyjnie
jest to kierunek przeciwny do ruchu wskazowek zegara, mowimy wtedy, ze jest to
orientacja dodatnia. W rozdziale trzecim wspominaliSmy o katach zorientowanych
i okreslalismy ich znak jako dodatni, badz ujemny (podrodziat 3.3.4). Jako ze kat zo-
rientowany tworzy uporzadkowana para wektoroéw liniowo niezaleznych, to orientacje
plaszczyzny wyznacza wlasnie taka para wektorow.

Definicja 8.4.1. Uporzadkowana para liniowo niezaleznych wektorow (v7,v3) jest
dodatnio zorientowana, jesli mniejszy od 180° zorientowany kat od v do v3 jest
dodatni, zas para (v1,v3) jest ujemnie zorientowana, gdy kat ten jest ujemny.

Na rysunku ponizej para wektorow (v1,v3) jest dodatnio zorientowana i wyznacza
orientacje dodatnia plaszczyzny, a para (w),ws) jest ujemnie zorientowana i wyz-
nacza ujemnag orientacje.

l'_j_

Zobaczmy teraz, co dzieje sie z orientacja pod wpltywem réznych przeksztalcen
plaszczyzny. Zauwazmy, ze dla niektorych przeksztatcen orientacja przed i po przek-
sztalceniu plaszczyzny zotaje ta sama, a dla innych zmienia sie. Mowimy wtedy, ze
dane przeksztalcenie zachowuje, badz zmienia orientacje. Ponizej rysunek po lewej

79



stronie przedstawia obrét tarczy zegarowej o pewien kat i widac, ze orientacja nie
zmienila sie. Z prawej strony natomiast jest przyktad przeksztalenia zmieniajacego
orientacje, a mianowicie symetria osiowa.

A

9 3

6

Zwroémy uwa ze para wersorow (ep, es) jest dodatnio zorientowana, zatem dla

? Y 7
przeksztalcenia afinicznego zachowywanie lub zmienianie orientacji mozna okresli¢
za pomoca obrazéw wersorow przez to przeksztatcenie.

Definicja 8.4.2. Przeksztalcenie afniczne zachowuje orientacje, jesli uporzad-
kowana para (€7', €3") obrazoéw wersorow przez to przeksztalcenie jest dodatnio zori-
entowana. Przeksztalcenie afiniczne zmienia orientacje, jesli para (€;',¢3") jest
ujemnie zorientowana.

Zobaczmy ilustracje tej definicji. Na rysunkach ponizej w uktadach wspotrzednych
zaznaczone sg wersory a obok obrazy wersordéw przez pewne przeksztatcenie afiniczne
zachowujace orientacje. Przerywang linig zaznaczony jest kierunek orientacji ptasz-
czyzny. Obok rysunkéw wypisane sa takze warunki rownowazne temu, ze dane prze-
ksztalcenie zachowuje orientacje. Warunki te wynikaja z Definicji 8.4.2 oraz 8.4.1,
a takze ze wspomnianego juz podrozdziatu 3.3.4.

A
yl\ Y

P YN = - e
) \ 2| e 7 o >0
/ - ‘\ \ / 2\ & / .y

ay | | € sina’ > 0
67 o

. Lo - A det(e], e5) >0

~_ | -~ =

ke

zny.

yl\
A YN
// e \\ o <0
AT I sinao <0
. ey | @ det(e], e5) <0
N 1
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Przypomnijmy, ze gdy czes¢ liniowa przeksztalcenia afinicznego S zadana jest macierza

Z ccl , to obrazy €/, €, wersoréw (jako wektoréw zaczepionych) maja wspotrzedne

el = (Z), ey = <§> Dzieki temu mozemy sformulowaé nastepujacy fakt.

Fakt 8.4.3. Przeksztatcenie afiniczne S, ktdrego czesé lintowa zadana jest macierzq

(Z cci) zachowuge orientacje wtedy i tylko wtedy, gdy

det(ch,ey) > 0 & det(fa. bl e.d)) > 0 & det (Z 2) -0

Przeksztatcenie S zmienia orientacje, gdy znaki powyzszych nierdwnosci sq¢ przeci-
wne.

Przyklad 8.4.4. Zbadajmy, czy jednokladnosé o skali k£ # 0 i sSrodku w punkcie
(20, Yo) zmienia, czy zachowuje orientacje plaszczyzny.

' =k(x — x0) + xo
y' = k(y —yo) +vo
6.1.3), stad macierz jego czesci liniowej to M = (g 2) Zatem det M = k? > 0,
a wiec przeksztalcenie to zachowuje orientacje ptaszczyzny.

Przeksztatcenie to dane jest wzorem { (poréwnaj punkt

8.5 Izometrie

W dalszych dwoch podrozdzialach oméwimy dwie specjane rodziny przeksztalcen
afinicznych wazne w geometrii: izometrie i podobienstwa.

Definicja 8.5.1. Izometria to takie przeksztalcenie afniczne plaszczyzny, ktore
pare wersorow ej, s przeprowadza na pare wektorow e}, e, ktore sg jednostkowe
(czyli dtugosci 1) i prostopadte do siebie.

Rysunki ponizej przedstawiaja przeksztalenie, dla ktorego |e}| = |eh| =11 e; L es.
Te dwa warunki to inaczej zapisane warunki z Definicji 8.5.1, zatem jest to izometria.
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Y

e

S
y

Y

\X X el

Przyktadami izometrii sa:

— translacje o dowolne wektory,

— obroty o dowolne katy,

— symetrie wzgledem dowolnych prostych.

Fakt 8.5.2. Dla kazdej izometrii T' prawdziwa jest nastepujgca wltasnosc.
Dla dowolnych punktow A, B mamy, ze

|A'B'| = |AB],

gdzie A’ = T(A) i B = T(B). Mowimy wtedy, ze izometria zachowuje odlegtosci
pomiedzy punktami.

Dowod. W dowodzie tej wlasnosci zamiast dtugosci odcinkéw bedziemy bada¢ dtu-

. . . H % .
gosci odpowiednich wektorow AB, A’B’. Pierwszy wektor rozkladamy wzgledem wer-

SOréw:
—
AB=1t1-e1+ s- €9,

a drugi wzgledem obrazéw wersoréw przez 1
—
A'B =t €| +s-é,.

Wiemy, ze wspotczynniki tych rozktadow sa jednakowe, bo izometria jako przeksztat-
cenie afiniczne zachowuje kombinacje liniowe wektorow zaczepionych (Fakt 8.2.3).

Nastepnie porownujemy dhugosci tych wektorow wykorzystujac wlasnosci iloczynu
skalarnego:

|AB| = VABoAB = V (ter + sex) o (teg + sey) =

=\Vt2 eroe1+2-t-5-€10€e3+ 52 e50€y =12+ 52,

bo e; 0o e; = |ey|* = 11 podobnie ey 0 e = 1, a takze e; i ey sg prostopadle, wiec
e1 0 es = 0. Analogicznie dla drugiego wektora:

ﬁ “VAB o AR — te! 7 te N
| | = o = \/(te} + seb) o (te} + seh) =

=/t -cloef+2 -t -s-€eloeh+ 5% ehoeh=i>+ 2

. . % . % . . .
Otrzymalismy, ze wektory AB i A’B’ sa rowne, a wiec mamy tez, ze |AB| = |A'B’|.
O
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Uwaga 8.5.3. Wtasnosé z Faktu 8.5.2 jest tez traktowana jako definicja izometrii.
W powyzszym dowodzie pokazaliSmy, ze z Definicji 8.5.1 wynika ta wlasnosé. Im-
plikacja w druga strone tez jest prawdziwa, jednak jej dowod pomijamy.

8.5.4. Wzory ogoélne izometrii

Jesli chcemy wyznaczy¢ ogbdlne wzory izometrii, to mozemy postuzy¢ sie obrazami
wersoroéw przez izometrie 1. Beda one zaczepione w punkcie O’ = (¢, y0) bedacym

obrazem poczatku uktadu wspolrzednych.

A
Wiemy, ze |¢}| = |e,| = 1 oraz e; L ey, zatem Y

jesli ustalimy wektor €/, to wektor e}, mozemy wyz-
naczy¢ na dwa sposoby. Przedstawia to rysunek
obok. Wspo6trzedne tych wektoréw sa nastepujace:

(70.70)

e} = [cos a, sin a],

ey = [sina, —cosa] lub e, =[—sina,cosal.

Wzory izometrii dla obu przypadkoéw to:

Y

(1) ¥’ =cosa-x+sina-y+
Yy =sina-x —cosa-y+ yo

(@) ' =cosa-x—sina-y+ 1
Yy =sina-x+cosa-y+ 1y

Macierze czedci liniowych tych przeksztatcen to odpowiednio:
cosa  sina cosa —sina
M= ". , My = ". .
sina  — cosa sina  cosa
Obliczmy warto$ci wyznacznikéw powyzszych macierzy, a nastepnie na ich podstawie
wyciggniemy wnioski.

det(M,) = —cos? a — sina = —1,
det(My) = cos? a +sin® o = 1.

‘Whniosek 8.5.5.

1. Izometrie zachowuja pola figur, poniewaz | det(M;)| = | det(Ms)| = 1, co zgod-
nie z Wnioskiem 8.3.1 oznacza, ze pole nie zmienia sie.

2. Izometrie sg przeksztalceniami odwracalnymi, bo wyznaczniki sa rézne od zera.

3. Izometrie zmieniajace orientacje plaszczyzny sa dane wzorem (1), bo wtedy
det(M;) < 0, za$ zachowujace orientacje dane sa wzorem (2) (det(Mz) > 0).

83



8.6 Podobienstwa

Definicja 8.6.1. Podobienistwo to takie przeksztatcenie afiniczne, ktore wersory
e1, e5 przeprowadza na wektory e}, e, réownych dilugosci i prostopadte do siebie.
Liczbe k = |e1]| = |ez| nazywamy skala podobienistwa.

Przyktadami takich przeksztalcen sa:

e izometrie, s3 to podobienistwa o skali K = 1,

e jednokladnosci o skali k, sa one podobienstwami o skali k = |k|.

Fakt 8.6.2. Dla dowolnych punktow A i B podobieristwo o skali k zmienia odlegtosci
miedzy nimi w stosunku k, tzn:

|A'B'| = k- |AB.
Dowdd tego faktu jest podobny do dowodu Faktu 8.5.2; wiec go pomijamy.

8.6.3. Wzory ogdblne podobienistw

Niech obraz wersora e; przez podobienstwo bedzie A
mial wspolrzedne e| = [a,b]. Z definicji wiemy, v
ze obraz drugiego wersora ma by¢ prostopadty
i tej samej dlugosci. Zatem (z Uwagi 3.2.5) mamy,
ze e, moze mie¢ wspolrzedne: [—b,a] lub [b, —al.
Na rysunku obok zaznaczone sa te wektory. Jesli
obrazem punktu (0,0) jest punkt O = (x¢,yp), to
wzory podobienistw i macierze czesci liniowych maja

postac:
' =ax — by + xq _f(a b
(1) {y,:bl’—l-(ly—f-yg ’ Ml_(b )7

7' = ar + by + o _fa b
(2) {y’:bx—ay—i-yo ’ MQ_(b )’

Podobnie jak przy omawianiu izometrii, znajac wyznaczniki macierzy:
det(M,) = a* + b, det(My) = —a* — b°.

wyciggniemy wnioski dotyczace podobienistw.

Whiosek 8.6.4.

1. Podobieristwo o skali £ zmienia pola figur w proporcji £2. Mamy bowiem
2
|det(My)] = a* + 8 = (VaZ + 57) " = [[a,8]" = [e1]* = &2
Podobnie takze det(Ms,) = k2.

2. Podobienstwa postaci (1) zachowuja orientacje plaszczyzny (bo det(M;) > 0),
a postaci (2) ja zmieniaja (det(Mz) < 0).
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Rozdzial 9

Klasyfikacja krzywych drugiego
stopnia

9.1 Definicja krzywej drugiego stopnia

W tym rozdziale opiszemy krzywe zadane rownaniami F'(x,y) = 0, gdzie F'(x,y) jest
wielomianem. Ograniczymy sie jednak tylko do wielomianéw stopnia 1 i 2. Takie
wielomiany okre$laja odpowiednio tzw. krzywe pierwszego oraz drugiego stopnia.
Ogolnie mowimy, ze stopienn krzywej to stopien okreslajacego ja wielomanu.

Definicja 9.1.1. Krzywa pierwszego stopnia to krzywa zadana réwnaniem
postaci ax + by + ¢ = 0, gdzie przynajmniej jeden ze wspolczynnikéw a, b jest nieze-
rowy.

Krzywe pierwszego stopnia to proste.

Uwaga 9.1.2. Jesli w rownaniu az + by + ¢ = 0 mieliby$my, ze a = b = 0, to
otrzymane rownanie bytoby stopnia zerowego.

Definicja 9.1.3. Krzywa drugiego stopnia nazywamy krzywa dang rownaniem
F(x,y) =0, gdzie F(x,y) jest pewnym wielomianem drugiego stopnia:

F(z,y) = az® + by* + cxy + dx + ey + f = 0. (9.1.1)
Ponadto przynajmniej jeden ze wspolczynnikéw a, b, ¢ przy sktadnikach drugiego

stopnia tego wielomianu musi by¢ niezerowy (bo inaczej otrzymali$my réwnanie
nizszego stopnia).

9.2 Krzywe stopnia 2 opisane rownaniami, w kto-
rych nie wystepuje wyraz mieszany

Rozwazymy teraz rozne przypadki rownan postaci (9.1.1) w zaleznosci od wystepu-
jacych w nich wspo6tczynnikéw. Bedziemy okreslaé jakie krzywe opisuja te rownania.
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W tym podrozdziale zajmiemy sie tylko tymi rownaniami, dla ktorych wspotczyn-
nik ¢ wystepujacy przy wyrazie mieszanym x -y jest zerowy. W takim przypadku
rownanie (9.1.1) przybiera prostsza postaé

(%) F(x,y) = az® + by* + dx + ey + f = 0.

Przypomnijmy, ze przynajmniej jeden ze wspotczynnikéow a, b musi byc niezerowy,
zeby rownanie bylto stopnia 2. Mamy zatem nastepujace przypadki.

1. Przypadek a # 0, b # 0.
W tej sytuacji rownanie (%) ma postac:

F(z,y) =ax* +by* +de+ey+ f = 0.

Przeksztatcajac to rownanie otrzymujemy:

a<x2+%+%>—£+b<y2+%—l—%>—Z—Z—l—fzo
2 e 2 2 e2
ot £) +o+5) - (L+5-7) =0

Jesli oznaczymy H = E + £ E — f, to rbwnanie ma postac:

(1) a<x+%)2+b<y+§)2:}[.

Zauwazmy, ze H jest pewna stala, bo nie zalezy od zmiennych x i y. Mamy
zatem trzy podprzypadki:

(a)

Jesli H = 01 znaki wspotezynnikow a i b sa jednakowe, to z rownania (1)
otrzymujemy punkt.

Np. réwnanie 5(z + 2)% + 4(y — 3)? = 0 opisuje punkt, bo jedynie para
liczb x = —2, y = 3 je spelnia.

Jesli H = 0 i znaki wspolczynnikow a i b sa rézne, to rownanie (1)
przedstawia dwie proste, np.

422 — 9y? — 62 + 15y —4 =0

(2x—%)2—(3y——) —4-24B -9

(20— 3 3y~ 5" =0
(2z—2-3y+3)(2z—-3+3y—2)=0
(2x—3y+1)(2x+3y 4) = 0.

Rownanie to przedstawia sume prostych 2x —3y+1=012zx+3y—4 =0,
bo zapisany wyzej iloczyn wyrazen 2z —3y+11i 2z+3y—4 jest réwny zero,
gdy przynajmniej jeden z tych czynnikoéw jest zerem. Zatem otrzymujemy
dwa rownania stopnia 1, ktére jak wiemy sa prostymi.

Jesli H # 0, to rownanie (1) mozemy przeksztalci¢ do postaci

T+ L oyt )
a b

Wyrézniamy wtedy trzy mozliwosci:
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— dla
— dla
— dla

> 0, % > 0 mamy réwnanie elipsy,

i % roznych znakéw mamy réwnanie hiperboli,

olme e =

< 0, % < 0 mamy zbioér pusty.
Np. Krzywa dana réwnaniem % + @ = 1 jest hiperbolg.
2. Przypadek a# 0, b=0, c=0.
Rownanie (%) ma teraz nastepujaca postac:

F(z,y) =ar* +dr+ey+ f =0.
Przeksztatcamy je:
a<x2+%+%>+ey—%+f:0
a(x—i—%)z%—ey— (%— >:

Podstawiajac teraz za wyrazenie ff—i — f litere G zapisujemy rownanie

d 2
(3) a(:c—l—%) +ey =G,

dla ktorego rozwazymy nastepujace podprzypadki.

(a) Jesli e =0, to réwnanie (3) ma postaé (z + %)2 = ¢ | mamy:
— dla € = 0 réwnanie (3) przedstawia prosta pionowa z + & = 0 (jest
to tzw. prosta podwodjna);

— dla % > 0 mamy:

co oznacza pare pionowych prostych réownolegtych;
— dla % < 0 otrzymujemy zbior pusty.
(b) Jesli e # 0, to rownanie (3) jest wtedy nastepujace:
a d\*> G
y=—\rz+5] +—.

e 2a e
Jest to rOwnanie pewnej paraboli.

3. Przypadek a=0, b#0, c=0.
Jest to przypadek analogiczny do drugiego, z tym ze role = i y sa zamienione,
zatem zamiast prostych pionowych, mamy proste poziome, a parobola jest
inaczej potozona.
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9.3 Krzywe stopnia 2 o rownaniach, w ktérych wy-
stepuje wyraz mieszany

Po oméwieniu w poprzednim podrozdziale wszystkich przypadkéw rownan drugiego
stopnia, w ktérych nie wystepowal wyraz mieszany, zajmiemy sie teraz pozostalymi
rownaniami postaci (9.1.1), w ktorych wspotezynnik ¢ przy xy jest niezerowy. W tym
przypadku nie jest tak tatwo jak przedtem sprowadzi¢ takie réwnanie do postaci
kanonicznej. Sposobem na rozpoznanie krzywej zadanej rownaniem (9.1.1) bedzie
obrocenie jej najpierw o pewien kat. Jak sie okaze, po obréceniu krzywa przyjmie
jedna z postaci opisang w poprzednim podrozdziale. Obr6émy zatem krzywa o row-
naniu
F(z,y) =ar* +by* +cay +dov +ey+ f=0

o pewien kat a. Wzo6r obrotu to

' =x-cosa—y-sina
Yy =x-sina+y-cosa

Aby znalez¢ réwnanie obrazu krzywej przez to przeksztalcenie musimy najpierw
wyznaczy¢ wzor przeksztatcenia odwrotnego. Wiemy, ze w tym przypadku przeksz-
tatceniem odwrotnym jest obrot o kat —a, zatem wzor jest nastepujacy:

x=2a"-cos(—a) — vy -sin(—a) x =212 cosa+ y sina
o g & o .
=2 sin(—a) +y - cos(—a) y = —a'sina + 1y cos

Rownanie obroconej krzywej to:

a(z’' cosa + 1y sina)? + b(—x' sina + y' cos a)?*+
+c(x’ cosa + ¢ sina)(—a' sina + 3 cos )+
+d(z' cosa+ ¢/ sina) 4+ e(—a'sina + ' cosa) + f = 0.

Mozemy przeksztalci¢ to rownanie wykonujac dziatania i porzadkujac wyrazy podo-
bne, jednak nie bedziemy przedstawia¢ tu catosci tych rachunkéow. Czytelnik moze
je bez trudu wykonaé¢ samodzielnie. Interesuje nas tylko wspolczynnik przy z'y/,
ktory chcemy by byl réwny zero. Wyliczymy go Sledzac wspoltezynniki przy x'y’
pochodzace od poszczegdlnych kwadratow badz iloczyndéw. Nietrudno przekonamy
sie, Ze wynosi on
a-2cosa-sina+b-2(—sina)-cosa + c- (cos® a — sin® a).
Poniewaz wartos¢ kata a mozemy dobra¢ w sposéb dla nas najdogodniejszy, mozemy
zadbaé, by byl on taki, ze powyzszy wspolcznnik przy x’y’ wynosi 0. Daje to row-
nanie:
2cosa-sinafa —b) +c¢-cos2a =0
(a — b)sin2a + ¢ - cos2a0 = 0
(@ — b)sin2a = —c - cos 2
a—2b

A) ctg2a = .
(A) ctg2a .
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Funkcja cotangens przyjmuje wszystkie warto$ci rzeczywiste, dlatego dla kazdej
krzywej F'(x,y) = 0 znajdziemy odpowiednie «. Po obrocie o ten kat rownanie danej
krzywej przyjmuje posta¢ jednego z przypadkoéw omoéwionych w podrozdziale 9.2. Od
konkretnych réwnan zalezy ktory bedzie to przypadek. Nie bedziemy tego rozwazaé
ogo6lnie, lecz ponizsze ¢wiczenie zilustruje na konkretnym przyktadzie rozpoznawanie
krzywej stopnia 2 na podstawie réwnania.

Cwiczenie 9.3.1. Jaka krzywa jest zadana réwnaniem 222 4 2y + 5zy + 1 = 07
ROZWIAZANIE:
Zauwazmy, ze w rOwnaniu tej krzywej wystepuje niezerowy wspotczynnik przy
wyrazie mieszanym xy, zatem zgodnie z ostatnim punktem powyzej przedsta-
wionej klasyfikacji najpierw obrocimy krzywa o kat « spelniajacy warunek (A).
Wyliczmy ten kat:
2—-2 s
ctg2a = —— =0, stad a=-—.
s 5 2 1
Chcemy teraz wyznaczy¢ réwnanie obrazu krzywej po obrocie o kat 7. Przeksz-
talceniem odwrotnym do tego obrotu jest obrot o kat —% o wzorze:

Obliczmy réwnanie obréconej krzywej:

2 2
2(La+y) +2(Lly-o) +5 L+y) Lly-n)+1=0
x2+2xy+y2+y2—2l‘y+$2+g<92_x2)+1:0
—22? 4+ 37 +1=0

1,2 9.2
5T sy~ =L

Na podstawie otrzymanego réwnania rozponajemy jaka krzywa ono przedstawia.
Poniewaz wspotezynniki przy 22 i 42 sa rézne, zatem dana krzywa jest hiperbola.

Poza krzywymi wymienionymi w podrozdziale 9.2 nie ma innych krzywych dru-
giego stopnia. Mowi o tym ponizsze twierdzenie, ktére podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 9.3.2. Jedyne krzywe stopnia 2 to: elipsa, hiperbola, parabola, dwie
proste, prosta, punkt i zbior pusty.
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Rozdziat 10

Macierze

10.1 Przeksztalcenia liniowe w jezyku algebraicznym

Przeksztalcenia liniowe poznaliSmy w rozdziale siodmym, teraz natomiast opiszemy
je w jezyku algebry liniowej.
Przypomnijmy najpierw, ze wektorem wodzacym punktu X (z,y) nazywamy
—
wektor OX = [z,y]. Oznacza¢ go bedziemy inaczej niz do tej pory, zamiast [x,y]
bedziemy pisaé (g . Zbior wszystkich wektorow wodzacych na plaszczyznie be-

dziemy oznaczaé¢ przez R?. Wektor wodzacy danego punktu bedziemy utozsamia¢
z tym punktem, ktorego jest on wektorem wodzacym, dlatego tez zwykle wektory
wodzace bedziemy oznacza¢ pojedynczymi literami, np. X, Y, Z.

Przeksztalcenie liniowe bedziemy oznaczaé¢ jako T': R? — R?, poniewaz przepro-
wadza ono wektory wodzace z R? na wektory wodzace z R?* (bo punkt O bedacy
poczatkiem wektorow wodzacych przeksztalcany jest sam na siebie). Skoro punkty
utozsamiamy z ich wektorami wodzacymi, to zamiast przeksztalca¢ punkt przez

T i pisa¢ T'(z,y) = (2',y'), bedziemy dziata¢ przeksztalceniem T na wektor

/

i pisa¢ wtedy, ze T’ (i) = (z,) . Dla przeksztaltcen liniowych zachodzi wlasnos¢

zachowywania kombinacji liniowej wektorow wodzacych:
— — — —_— — -
jesli OX =t-OA+5s5-0B, to OX' =t-OA +s-0B, t,s € R.

Teraz zapiszemy ja jako:

T(t(™ + s b —¢t.T (™ +s-T b , t,s € R.
ag by Q2 by

Mozemy zatem juz opisa¢ przeksztalcenie liniowe w nastepujacy sposob.

Definicja 10.1.1. Przeksztalcenie 7: R? — R? jest liniowe, jesli dla dowolnych
wektorow X,Y € R? oraz dowolnych liczb ¢, s € R mamy:

TtX +sY)=t-T(X)+s-T(Y).

90



Mozemy stosowaé takze ponizszy fakt do rozpoznawania przeksztatcen liniowych.

Fakt 10.1.2. Przeksztatcenie T: R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzq nastepujgce dwa warunki:

(a) VX eR* VteR T(t-X)=t-T(X) (jednorodnosé);
(b)) VX, Y eR? T(X+Y)=T(X)+T(Y) (addytywnosé).
Dowod. Pokazemy dwie implikacje.

(=) Zauwazmy, ze rownosci (a) i (b), ktore chcemy pokazaé, sa po prostu szczegol-
nymi przypadkami zalozenia liniowo$ci z Definicji 10.1.1

e dlaY =0mamy 7'(tX) =t-T(X);
edlat=s=1mamy T'(X +Y)=T(X)+T().

(<) Zaktadamy teraz jednorodnosé i addytywno$é i pokazemy rownosé z Definicji
10.1.1. Rozwazmy wektory X; =1t - X oraz Y; = s- Y. Mamy wtedy

TAX +sY) =T(X,+Y,)=T(X)+T(Y,)=T(t-X)+T(s-Y) =
—t-T(X)+s-T(Y).

10.1.3. Wzér przeksztalcenia liniowego

Wyznaczymy teraz ogblny wzor przeksztalcenia liniowego, podobnie jak robiliémy to
w rozdziale si6dmym. Bedziemy stosowaé¢ wtasnosci przeksztatcen liniowych podane
w Uwadze 10.1.2: (a) jednorodnos¢ i (b) addytywnosé . Okazuje sie, ze dla wyzna-
czenia wzoru przeksztalcenia liniowego 7' wystarczy znaé¢ obrazy wersorow przez to

przeksztalcenie. Jesli wiec T' L)y _ (@ oraz T' 0 = b , to mamy:
0 c 1 d
x x 0 (b) x 0
r() = (6) 6)=r () aa ) -
Y 0 Y 0/ (@) \¥
—7( . 1 +Ty- O)) = -T L +y-T ") =
S\ \o Y \)) = o) T ) T
a
Wzor przeksztaltcenia liniowego jest wiec nastepujacy:

o7 (g) N <§:> N <gifl§) Y (10.1.1)

91



b . c e
) Dazywamy macierza przeksztalcenia lini-
wego 1" danego wzorem (10.1.1). Oznaczamy ja symbolem m(7T).

Definicja 10.1.4. Macierz (Z

p q

Dowlona macierz wyznacza doktadnie jedno przeksztalcenie liniowe. Prze-

/
ksztatcenie to jest dane wzorem (x/) = <p v qy) . Dzieki takiemu jednoznacznemu
Y rT + Sy

przyporzadkowaniu utozsamiamy ze soba przeksztalcenia liniowe 7: R? — R? i ma-
cierze 2x2.

10.1.5. Dzialanie macierzy na wektor

Jesli A jest przeksztalceniem liniowym o macierzy m(A) = ¢ 1) to wynikiem
dzialania macierzy m(A) na wektor ") nazywamy wektor (“F T by Taka
Y Y Y Y cr+dy)’

operacje zapisujemy nastepujaco:
a b\ (z\ [(ax+by
c d)\y) \ecx+dy)"

Przyklad 10.1.6. Wykonajmy podane dziatlanie macierzy na wektorze:

3 4 2\ (3-244-(-3)\ (-6
-2 1)\-3) \-2-2+41-(-3)) \-7)°
Zauwazmy, ze obraz dowolnego wektora X przez przeksztalcenie liniowe A i wynik

dzialania macierzy m(A) tego przeksztalcenia na wektorze X sa jednakowe. Te wlas-
no$¢ mozemy zapisa¢ w ponizszy sposob:

VX eR?  A(X)=m(A) - X.

10.2 Mnozenie macierzy

Operacje mnozenia macierzy definiujemy nastepujaco:

a b\ (p q\ _ (ap+br aqg+bs
% (c d) ('r 3>_(cp—|—dr cq+ds)’ 4 (10.2.1)

Wynik mnozenia macierzy jest rOwniez macierzg.

92



Przyklad 10.2.1. Obliczmy iloczyn macierzy (_32 ?) 1 (_21 (1))

32\ (-1 0Y _ 3-(-1)+2-2 3-0+2-1Y\ (1 2

-2 1 2 1) \-2-(-1)+1-2 —=2-0+1-1) \4 2)°
Mnozenie macierzy jest zwiazane ze sktadaniem przeksztatcen liniowych. Informuje
nas o tym ponizszy fakt.

Fakt 10.2.2. Jesli A, B sq przeksztatceniami liniowyms o macierzach m(A) i m(B),
za$ m(A o B) jest macierzq ztozenia tych przeksztatceri, to

m(Ao B) =m(A)-m(B).
Dowdd. Przyjmijmy, ze przeksztalcenia A, B dane sa wzorami:

' =ax+ by ' =pxr+qy
A , , B: , .
Yy =cr+dy Yy =rxr+sy

Obliczmy wzor zlozenia A o B:

2 =ax' + by = alpr + qy) + b(rx + sy) = (ap + br)z + (aq + bs)y,
y' =ca' +dy = c(pr +qy) + d(rz + sy) = (cp + dr)z + (cq + ds)y,

Ao B - ' = (ap+br)z + (aqg+ bs)y
' y' = (cp+dr)x + (cq+ds)y

Porownujac macierz ztozenia przeksztatcen z iloczynym macierzy tych przeksztatcen
konczymy dowod tego faktu:

_(ap+br ag+bs\ _fa b\ (p q) _ .
m(A o B) = (cp—i—dr cq+ds> o (c d) (7’ s> =m(4) - m(B).
L]

Ponizsze ¢wiczenie obrazuje zastosowanie Faktu 10.2.2 do rozpoznawania ztozen
przeksztalceni liniowych.
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Cwiczenie 10.2.3. Jakim przeksztalceniem jest ztozenie dwoch odbi¢ wzgledem
prostych przechodzacych przez (0,0)?

ROZWIAZANIE:

Oznaczmy przez S, odbicie wzgledem prostej przechodzacej przez (0,0) i nachy-
lonej do osi Oz pod katem . Wyznaczmy najpierw macierz m(S,). Kolumny ma-
cierzy to obrazy wersoréw przez to przeksztalcenie. Rysunki zamieszczone ponizej

N ) ; 1
beda pomocne do obliczenia tych obrazow, ktore ozanczymy przez €] = S, ( )

0
ie, =25, ((1))

e €9

v \
o e
- {;!

f
Y

\J

el T

Obraz €] jest wektorem jednostkowym o kacie biegunowym 2, zatem jego wspol-
1y [cos2a , . .

rzedne to S, (0) = (sin 2@) . Obraz e; drugiego wersora ma kat biegunowy

y=—f-a)=a-F=a—- (5 —a) =2a— 3. Zatem

2
_ sin 2«
~ \—cos2a) "’

(1) = (a3

Mozemy juz zapisa¢ macierz dowolnego odbicia S,:

sin2ac — cos 2«

m(Sy) = <

cos2a  sin2a )

Przejdzmy teraz do wlasciwej czesci tego zadania. Wyznaczmy zlozenie odbi¢
Sa 0 S5 obliczajac iloczyn macierzy tych odbié:

m(Sa 0 S5) = m(Sa) - m(Ss) = cos2a  sin2a ) (00826 sin 23 ) _

sin2a  —cos2a /) \sin23 —cos2(
_ [cos2acos2B3 + sin2asin 23 cos 2asin 23 — sin 2a.cos 23
a (sin 2ccos 23 — cos2asin 23 sin 2asin 23 + cos 2« cos 26)
_ (cos2(a—p) —sin2(a—p)
B (sinZ(a —fB) cos2(a—[) ) '

Macierz, ktora otrzymaliSmy to macierz obrotu o kat 2(a — (3), zatem

Sa © S5 = Raa-p)-
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Omoéwimy teraz wlasnosci mnozenia macierzy. Udowodnimy, ze jest ono tgczne,
a nastepnie pokazemy, ze nie jest przemienne.

Fakt 10.2.4. Mnozenie macierzy jest tgczne, tzn. dla dowolnych macierzy My, Ms, My
zachodzi réwnosé:

(M1 . Mg) . M3 = M1 . (M2 . Mg)

Dowdd. Niech M; = m(T), My = m(T3), M5 = m(T3) beda macierzami przeksztal-
cenn liniowych 73,75, 7T5. W dowodzie tacznosci mnozenia macierzy wykorzystamy
Fakt 10.2.2 oraz tacznosé sktadania przeksztatcen. Dowdd sprowadza sie do nastepu-
jacego ciggu roéwnosci:

(Ml : Mg) : M3 = (m(Tl) : m(Tg)) : m(T3) = m(T1 0] TQ) . m(T3) =
=1m ((Tl @) TQ) e} Tg) =m (T1 e} (T2 ©) Tg)) =
= m(Tl) : m(T2 9] Tg) = m(Tl) : (m(Tg) : m(Tg)) = Ml . (M2 : Mg)

]

Uwaga 10.2.5. Mnozenie macierzy nie jest przemienne, poniewaz istnieja macierze
A, B, dla ktorych
A-B#B-A.

Ponizszy przyktad jest dowodem tego, ze mnozenie macierzy nie jest przemienne.

Przyklad 10.2.6. Sprawdzmy, ze istotna jest kolejno$¢ mnozenia macierzy S'i R,

gdzie S = é _01 jest macierzg odbicia wzgledem osi OX, a R = ((1) _01)

macierzg obrotu o 5. Obliczmy iloczyny macierzy S - R oraz R - S:
1 0 0 —1 0 -1
S'R:(O —1)'(1 0)2(—1 0)’
0 -1 1 0 0 1
R'S_<1 0)'(0 —1)‘(1 0)‘

Otrzymujemy, ze S- R# R - S.

10.2.7. Macierz jednostkowa

Macierz zwigzana z przeksztalceniem tozsamosciowym, o ktérym wspominali$my juz
w punkcie 7.3.4, bedziemy nazywa¢ macierza jednostkowa. Wzor przeksztatcenia
tozsamosciowego I, lub inaczej identycznosci, to

()= 0) = (03)

Zatem macierz jednostkowa to



Bedziemy ja oznaczac¢ literg I, tak samo, jak przeksztalcenie tozsamosciowe. Macierz
jednostkowa zostala wyrozniona spo$rod innych macierzy, poniewaz pelni ona szcze-
golna role wérod innych macierzy, podobng do roli liczby 1 wérod innych liczb. Dla
liczb bowiem prawda jest, ze

Ve e R lz=z-1=nzx.

Dla macierzy mamy natomiast:
a b a b 10 10 a b a b
=) Ca) G- Ca-=C0

lub krocej M-I =1-M = M.
Mowimy, ze macierz jednostkowa [ jest elementem neutralnym operacji mnozenia
macierzy, gdyz pomnozenie przez nig dowolnej macierzy M, obojetnie z ktorej strony,
daje w wyniku ta sama macierz M.

10.3 Wyznacznik macierzy

Przyponmnijmy, ze wyznacznikiem macierzy M = <Ccl d> nazywamy liczbe
a b
detM:det( ):ad—bc.
c d
Bedziemy takze stosowaé inny zapis wyznacznika:

a b
det M = . d"

Podamy teraz fakt dotyczacy mnozenia wyznacznikow. W dowodzie tego faktu wyko-
rzystamy wiadomogci z rozdziatlu 6smego.

Fakt 10.3.1. Dla dowolnych macierzy M i N zachodzi nastepujgca wltasnosé:
det(M - N) = det M - det N. (10.3.1)

Dowod. Mogliby$my wyliczy¢ bezposrednio iloczyn macierzy i jego wyznacznik, a po-
tem poréwnac z iloczynem wyznacznikoéw tych macierzy. To jednak jest pracochtonne,
wiec zajmiemy sie inng droga dowodzenia tego faktu.

Wykorzystamy dwie informacje jakie niesie za soba wyznacznik macierzy:

e znak wyznacznika decyduje o zachowaniu, badz zmianie orientacji ptaszczyzny;

e wartos¢ bezwzgledna wyznacznika okresla w jakiej proporcji zmienia sie pole
figur przy przeksztalceniu liniowym.

Jesli M, N sa macierzami przeksztaltceri liniowych odpowiednio T"i S, to M - N
jest macierza ztozenia T o S. Prawdziwo$¢ rownosci (10.3.1) sprawdzimy w dwoch
krokach: co do znaku i co do wartosci bezwzgledne;j.
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1. Badamy znak wyznacznika det(M - N).

e det(M - N) > 0, gdy T o S zachowuje orientacje, a to zachodzi kiedy
oba przeksztalcenia T i S zachowuja orientacje, badz oba ja zmieniajg.
W takich przypadkach det M -det N > 0, czyli znaki w rownosci (10.3.1)
zgadzaja sie.

e det(M-N) < 0, gdy T'oS zmienia orientacje, czyli gdy 1" zachowuje orien-
tacje a S zmienia, badz na odwrdot. Wtedy takze znaki po obu stronach
rownosci (10.3.1) sie zgadzaja, bo det M - det N < 0.

2. Badamy wartos¢ bezwzgledna obu stron rownosci (10.3.1), czyli sprawdzamy,
ze

| det(M - N)| = | det M| - | det N]|.

Jest to prawda, poniewaz przeksztalcenie 7' zmienia pola figur w proporcji
| det M|, a S w proporcji | det N|. Zatem zlozenie tych przeszktalcen zmienia
pola w proporcji | det M| - |det N|, co jest rowne |det(M - N)|.

Przeprowadzone rozumowanie wystarcza do zakonczenia dowodu. Jesli bowiem dwie
liczby rzeczywiste sa rowne co do wartosci bezwzglednej oraz maja jednakowe znaki,
to sa one rowne. Zatem z wlasnosci 1 i 2 wynika rownosé (10.3.1). O

10.4 Macierz odwrotna

W zrozumieniu definicji macierzy odwrotnej do danej pomoze nam pojecie odwrot-
no$ci danej liczby. Odwrotnoécia liczby a nazywamy taka liczbe b, ze a-b=b-a =1
(np. % jest odwrotnoscia liczby 5). W podobny sposob, uzywajac macierzy zamiast
liczb, definiujemy macierz odwrotna. Wykorzystujemy tu informaje, ze macierz jed-
nostkowa odgrywa podobna role wérod macierzy, jak liczba 1 wsrod liczb (patrz
punkt 10.2.7).

Definicja 10.4.1. Macierza odwrotna do macierzy A nazywamy taka macierz B,
ze

A-B=B-A=1.
Oznaczamy ja symbolem A~

Fakt, ktory przedstawiamy ponizej méwi o tym, ze dana macierz moze mieé co
najwyzej jedng macierz odwrotna. Stad tez uzasadnione jest stosowanie specjalnego
oznaczenia M ! na macierz odwrotng do M.

Fakt 10.4.2. Jesli macierz M ma macierz odwrotng, to jest ona jedyna.

Dowod. Zatdzmy, ze istnieja dwie rozne macierze My i My odwrotne do danej macie-
rzy M. Pokazemy, ze sa one rowne. Z definicji wiemy, ze My-M = I oraz M - M, = 1.
Korzystajac z tacznosci mnozenia macierzy otrzymujemy:

M1:M1I:M1<MM2):(M1M)M2:[M2:M2

Zatem macierze M; i My sa réwne, a wiec nie ma mozliwodci, by istniata wiecej niz
) )
jedna macierz odwrotna do danej macierzy. O]
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Kolejny fakt informuje nas o powiazaniu macierzy odwrotnej do danej z przeksz-
tatceniem odwrotnym do danego przeksztalcenia liniowego. Przypomnijmy, ze prze-
ksztatcenie odwrotne do przeksztalcenia liniowego, o ile istnieje, tez jest liniowe

(Wniosek 7.4.2).

Fakt 10.4.3. Niech T: R? — R? bedzie odwracalnym przeksztatceniem liniowym.
Woéwczas macierz m(T 1) jest macierzq odwrotng do macierzy m(T). Z kolei, jesli
M jest macierzq przeksztatcenia liniowego T, posiadajgcq macierz odwrotng M !,
to M~ jest macierzq przeksztatcenia T~ odwrotnego do T .

Dowdd. Uzasadnienie pierwszej czesci tego faktu polega na sprawdzeniu z definicja,
ze m(T~1) jest macierza odwrotna do m(T):

I,
1.
Zakladamy teraz, ze M = m(T) i istnieje macierz odwrotna M ~!. Mamy zatem:

m(ToTV)=1 & m(T) m(T™)=

s M-m(TY=1,
m(TtoT)=1 < m(T") -m(T)= =1

s m(TYH-M

Wiemy (z Faktu 10.4.2), ze macierz M ma tylko jedna macierz odwrotna, wiec
7 powyzszych rownoéci wnioskujemy, ze M~ = m(T71). O

Dla niektorych odwracalnych przeksztatcen liniowych mozemy, opierajac sie na
wiedzy z geometrii, latwo wyznaczy¢ przeksztalcenie odwrotne, a co za tym idzie
takze macierz odwrotna. Spojrzmy na ponizsze przyklady.

1. Symetria S wzgledem prostej przechodzacej przez (0,0) jest zarazem sama
swoim przeksztalceniem odwrotnym, a wiec S~ = S. Zatem mamy:

(cosa sin a )‘1 _ (S = m(S) = (cosa sin a )

sinaw —cosa sina —cosq

2. Przeksztalceniem odwrotnym do obrotu o kat « jest obrot o kat —a. Zachodzi
wiec téwno$é macierzy m(R,') = m(R_,), czyli

cosa —sina\ _ [cos(—a) sin(—a) \ [ cosa sina

sina cosa ~ \sin(—a) —cos(—a)) \—sina cosa/’
W obu tych przypadkach mozemy sprawdzi¢, ze otrzymane macierze odwrotne rzeczy-
wiscie spetniaja réwnosci z Definicji 10.4.1. Sprawdzmy dla obrotu, ze obliczenia,

ktore wykonalismy stosujac wiedze z geometrii, zgadzaja sie z obliczeniami alge-

braicznymi. Pokazemy, wiec ze m(R,) - m(R;') = I oraz m(R;') - m(R,) = I:

cosa —sin« cosa  sina\ cos? o + sin® « 0 (1 0

sina  cos« —sina cos« 0 sin? o + cos? 0 1/’
cosa  sina cosa —sina) cos? a + sin® 0 (10

—sina cosa) \sina cosa | 0 sina+cos2a)  \0 1)
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Macierz, ktora ma macierz odwrotna, bedziemy nazywa¢ odwracalng. O tym,

w jaki sposob rozpoznawaé czy dana macierz jest odwracalna, moéwi nastepujacy
fakt.

Fakt 10.4.4. Macierz M jest odwracalna <= det M # 0.

Dowod. Niech M bedzie macierza przeksztalcenia liniowego 7. Na podstawie Faktu
10.4.3 wiemy, ze M bedzie odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztalcenie T’
bedzie odwracalne, a to natomiast zachodzi dokladnie wtedy, gdy wyznacznik tego
przeksztalcenia jest niezerowy (Fakt 7.4.1), czyli gdy det M # 0. O

Przyklad 10.4.5. Macierz (

~3 2
det<_6 4) = -3.4-2.(=6) =0.

-3 2
—6

4) nie jest odwracalna, poniewaz

W rozdziale si6dmym wyznaczyliSmy wzor przeksztalcenia odwrotnego i jego
macierz. Teraz obliczymy ponownie macierz odwrotna do danej, tym razem odwolu-
jac sie do definicji macierzy odwrotnej.

Mamy dana odwracalng macierz M = (CCL 2), czyli det M # 0. Znajdziemy macierz
odwrotng M~! = (3; i) Zgodnie z definicja mamy réwnoscé
a b\ (fxz y\ (1 0 ar+cy br+dy\ (1 0
(c d) (z w) - (O 1)’ a stad (az+cw bz+dw) \0 1)°

Poréwnujemy poszczegolne wyrazy macierzy i tworzymy dwa uklady réwnan, ktore
nastepnie rozwigzujemy metoda wyznacznkow.

ar +cy =1 az+cw =0
br +dy =0 bz +dw =1
a c a c¢

W = det b d)—detM W-det(b d>—detM
1 ¢ 0 c

W, = det (0 d) =d W, = det (1 d> = —c
a 1 a 0

W, = det (b 0) =-b W, = det <b 1) =a

_ _ d _ ___c
{ L= Fet ] { <= qet M
b

y= T det M

Mozemy juz zapisa¢ macierz odwrotng do M:

d _ b
ML= ( det M dgtM) ) (10.4.1)

T det M det M
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Okreslajac iloczyn macierzy przez liczbe jako ¢ - (Z 2) = (ii EZ) mozemy

1 _
O M1t= Y] (_dc a”). O (10.4.2)

zapisaé krocej, ze

Przyklad 10.4.6. Obliczmy macierz odwrotna do M = (5 5):
det M =5, wiee M —1(2 )= 5,
e =5, wiec =zl 5 )=1" i

10.5 Macierzowa interpretacja ukladu rownan linio-
wych

axr +by =p
cx+dy =q

(o) ()-()

Jesli M = (CCL 2), to mozemy zapisa¢ ten uktad krocej M - (z)

Uktad réwnan liniowych { mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

(1)

Zauwazmy, ze jesli pomnozymy ta réwnosé z lewej strony przez macierz odwrotna

M~! to otrzymamy:
()= )
) q

=)= )
()= ()

Rozwiazanie mozemy zatem tatwo wyznaczy¢ wyliczajac macierz odwrotna, poniewaz

jest ono wynikiem dzialania macierzy M ! na wektorze P,
r\ d —=b\ (p
y TodetM \ o g q
r\ _ 4 [ dp—10q
y) W \—-cp+aq
1 W, W,
= ldp—bg) =57, y=qrle—op) =37
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dr + 5y =6
2v+y=-3

4
Zapiszmy go w postaci macierzowej <2 ?) <;§) = <_63) Obliczmy teraz

Przyklad 10.5.1. Znajdzmy rozwiazanie uktadu

macierz odwrotna:

45\ 1 1 -5\ 1(1 -5\ (-1 2
2 1) “a1-25\-2 4) "6\-2 4) "\t -%)

Rozwigzanie otrzymamy w wyniku dziatlania wyliczona macierza odwrotna na

6
wektor utworzony z wyrazow wolnych (_ 3>:

) =0 ) G- (i) - ()
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Rozdzial 11

Wartosci, wektory wtasne
1 diagonalizacja macierzy

11.1 Wartoéci i wektory wlasne

Definicja 11.1.1. Liczbe rzeczywista t nazywamy warto$cig wlasng przeksztal-
cenia liniowego A, jesli istnieje niezerowy wektor v taki, ze

A@) =t 7.

Przyklad 11.1.2.

Wartoscia wlasng symetrii §rodkowej S wokot »
punktu (0,0) jest liczba —1. Istnieje bowiem wek- X
tor X, dla ktorego S(X)=—-X =—-1-X. W tym 0 T
przypadku kazdy wektor spetania ten warunek. 7

Y

i_xf

7 wartod$ciami wlasnymi nierozerwalnie zwigzane jest pojecie wektoréw wtasnych.

Definicja 11.1.3. Kazdy wektor ¢ spelaniajacy A(U) = t - ¥ nazywamy wektorem
wlasnym przeksztalcenia liniowego A odpowiadajacym wartosci wlasnej t.

Przyklad 11.1.4. Wyznaczmy warto$ci wlasne i odpowiadajace im wektory
wlasne symetrii Sy, wzgledem prostej L przechodzacej przez (0,0).

Wektory X lezace na prostej L sa wektorami
wlasnymi odpowiadajagcymi warto$ci wlasnej 1,
poniewaz mamy, ze S,(X) =X =1-X.

Wektory Y, ktore sa prostopadite do prostej L
sa wektorami wlasnymi odpowiadajacymi wartosci
wlasnej —1, poniewaz S (Y)=-Y =—-1-Y.
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11.2 Roéwnanie charakterystyczne

W powyzszym Przykladzie 11.1.4 znalezliSmy dwie wartosci wlasne danego prze-
ksztalcenia, ale nie mamy pewno$ci, czy to juz sa wszystkie wartosci wlasne, czy
istnieja moze jeszcze inne. Odpowiemy na to pytanie po przeprowadzeniu ogblnego
rozumowania pokazujacego jak znalez¢ wszystkie wartosci wtasne dowolnego prze-
ksztatcenia liniowego.

Niech A bedzie dowolnym przeksztatceniem liniowym o wzorze A <Zj) = (ax + by) .

cr +dy
Jesli t € R jest szukang wartoscig wtasna tego przeksztalcenia, to zgodnie z definicja

istnieje taki wektor z # 0, dla ktorego prawdziwa jest rOwnosc:

()= ()= ()
()= ()

axr + by = tx
cr +dy =tx

Mamy wtedy:

(a—t)z+by=0
{ cx+(d—t)y=0

W powyzszym ukladzie rownan potraktujmy na chwile a,b,c,d i t jako dane, za$

x,y jako niewiadome. Dla takiego uktadu rozwigzaniem jest zawsze <Zj) = <8>

. . . —t b
Gdyby wyznacznik macierzy tego uktadu byt niezerowy, tzn. det (a e d— t) # 0,
to nie bylo by innych rozwigzan, bo wtedy uktad ma tylko jedno rozwigzanie (patrz

Twierdzenie 5.2.2), czyli wymienione wczesniej ( ) Wiemy jednak, ze istnieje

0

przynajmniej jedno niezerowe rozwigzanie (x), zatem musi zachodzi¢ warunek
)
a—t b o . . D . .
det e d—t]) = 0, ktory jest konieczny, by istnialo wiecej niz jedno rozwiazanie.
Definicja 11.2.1. Réwnaniem charakterystycznym przeksztalcenia liniowego

) a , .
zadanego macierza <C d) nazywamy réwnanie

det (“;t dft) —(a—t)(d—t)—cb=0. (11.2.1)

W roéwnaniu tym jako niewiadoma traktujemy ¢.
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7 powyzszych rozwazan mozemy wyciggna¢ nastepujacy wniosek.

Whiosek 11.2.2. Kazda warto$¢ wlasna przeksztalcenia liniowego A jest pier-
wiastkiem rownania charakterystycznego tego przeksztalcenia.

Wréémy teraz do Przyktadu 11.1.4 i wyznaczmy na podstawie powyzszego wniosku
wszystkie warto$ci wlasne wystepujacego tam przeksztatcenia.

Przyklad 11.2.3. Znajdzmy wszystkie wartosci wtasne symerii Sy wzgledem
prostej L przechodzacej przez (0, 0).

Macierz przeksztalcenia Sy, jak wyliczyliSmy

w Cwiczeniu 10.2.3, to Y I

cos2a  sin 2«
sin2a¢ —cos2a /)’

m(St) = (

A

Z rownania charakterystycznego wyznaczymy
takie liczby rzeczywiste ¢, ktore moga by¢ wartos-
ciami wlasnymi przeksztalcenia Sy:

cos2a —t sin 2«
det sin2a  — cos 2o — t) =0
(cos2a — t)(— cos2a —t) — sin“2a =0

— 08?20 + 2 —sin®2a = 0
t?—1=0
t=1 lub t=-1.

Wiemy z Przyktadu 11.1.4, ze 1 i —1 s3 wartosciami wlasnymi tego przeksztal-
cenia, a poniewaz réownanie charakterystycznie nie ma innych pierwiastkow, to
takze nie ma wiecej wartosci wlasnych symetrii Sp.

Przytoczymy teraz twierdzenie, ktore jest uzupetieniem Wniosku 11.2.2.

Twierdzenie 11.2.4. Liczba ty € R jest wartoscig wtasng przeksztatcenia liniowego
. b . . . .

A danego macierzq (Z d) &ty jest pierwastkiem rownania charakterystycznego

tego przeksztatcenia.

Powyzsze twierdzenie rézni sie od Wniosku 11.2.2 tym, ze gwarantuje iz kazdy pier-

wiastek rownania charakterystycznego jest wartosciag wtasna. Do dowodu tej nieuza-
sadnionej wczesniej czesci twierdzenia potrzebny nam bedzie nastepujacy fakt.

Fakt 11.2.5. Jesli M jest takqg macierzq, ze det M = 0, to istnieje pewien niezerowy
wektor X, dla ktorego M - X = 0.
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a b
c d

wektory X3 —< >1X2 ( d). Mamy wtedy:
a b\ (—ab+ab\ _ 0 (0
M- Xy = (c d) a) N <—bc+ad> N (detM) N (O) ’
_f(a b\ [—d\ [—ad+Dbc\ [—detM\ (0
M'X2_(c d)(c)_<—cd+cd)_( 0 )_(0)'

Jesli ktorys z wektorow Xy lub X, jest niezerowy, to pokazaliSmy teze faktu. Jesli

. [(—0b . (—d .
za$ oba wektory sa zerowe, czyli ( a ) =0i ( c ) = 0, to mamy, ze

=i a) =00

Wtedy natomiast dla dowolnego wektora X zachodzi M - X = 0 i spelniona jest teza
faktu. O

Dowad. Dla macierzy M = zaktadamy, ze i

Z‘ = ad — bc = 0. Rozwazmy

Mozemy juz przejs¢ do dowodu Twierdzenia 11.2.4.
Dowadd. Pokazemy, ze zachodza dwie implikacje.

(=) Implikacja ta jest po prostu Wnioskiem 11.2.2, ktérego uzasadnienie zawiera
sie w poprzedzajacym go rozumowaniu.

(<) Zaktadamy, ze ty jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, czyli ze

(I—to b
det d— t,

x 0\ . [fa—1tg b T\
wektor (y) # (O)’ ze ( . d—to) (y) = 0. Wtedy mamy

(a —to)x +by =0 - ax + by = tox o (@ b\ [z (7
cx+ (d—1ty)y=0 cx +dy =ty c d)\y)  \y)°
Ostatni zapis oznacza doktadnie to, ze ¢y jest warto$cia wlasng przeksztalcenia

. a b
0 macierzy (c d)'

Przeksztalcenia liniowe utozsamiamy z macierzami, zatem pojecia wprowadzone
w tym rozdziale mozemy takze okresli¢ dla macierzy.
Wartosé¢ wlasna i wektor wlasny macierzy M to warto$¢ wtlasna i wektor
wlasny przeksztalcenia zadanego ta macierza.

= 0. Z Faktu 11.2.5 wiemy, ze wobec tego istnieje taki

O

. . . b . .
Wielomian charakterystyczny macierzy M = (CCL d) to wielomian oznaczany
symbolem y (%) i rowny

xar(t) = det <“gt dg) =(a—1t)(d—1t) —bc=1t*— (a+d)t — bc + ad.
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Korzystajac z tych poje¢ i wcze$niej udowodnionego Twierdzenia 11.2.4 mozemy
sformutowa¢ dwa wnioski.

‘Wniosek 11.2.6.

1. Liczba t; € R jest warto$cia wtasna macierzy M <& ty jest pierwiastkiem
wielomianu x /().

2. Dla dowolnej macierzy M mamy jedng, dwie, lub zero wartos$ci wlasnych.

Drugi wniosek wynika z pierwszego oraz z faktu, ze wielomian charakterystyczny
jest réwnaniem kwadratowym, a wiec moze mie¢ dwa, jedno badz zero rozwiazar.

Przyklad 11.2.7. Znajdzmy wartosci wtasne macierzy M = <3 (1)> Zgodnie

z Wnioskiem 11.2.6 szukamy pierwistkoéw wielomianu charakterystycznego:

win=|'5" 0 [=a-na-n

Jak tatwo zauwazy¢ sa dwa pierwiastki tego wielomianu ¢ = 4 it = 1, zatem te
liczby sa wartosciami wlasnymi macierzy M.

11.3 Macierze symetryczne

W tym podrozdziale oméwimy twierdzenia, ktore nie zachodza dla wszystkich ma-
cierzy, a tylko dla pewnych szczegolnych, zwanych macierzami symetrycznymi.

Definicja 11.3.1. Macierz (Z Z), dla ktorej b = ¢ nazywamy macierza syme-
tryczna.

) b
Posta¢ ogdlna macierzy symetrycznych to zatem <Z c)'

9 4
Przykiad 11.3.2. Macierz (_1 0 ) jest symetryczna, za$ macierz (_92 9)

nie jest symetryczna.

. ) . b
Wyznaczymy teraz warto$ci wlasne dla macierzy symetrycznej M = (Z C).

Obliczmy jej wielomian charakterystyczny:

a—t b

xm(t) = b C_t‘:(a—t)(c—t)—b2:t2—(a+c)t—|—ac—b2.
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Wartosci wlasne to pierwiastki wielomianu x (), zatem znajdujemy je rozwiazujac
rOwnanie
xu(t) =t — (a+ o)t +ac—b* = 0.

Wyréznik A tego rownania kwadratowego wynosi
A =(a+c)?—4-1-(ac—b*) =a*+2ac+ * — dac+ 4* =
=a’?—2ac+c*+4b* = (a —c)* + 4b* > 0.

Rozwazmy dwa przypadki w zaleznosci od tego, czy wyroznik jest rowny 0, czy
dodatni.

e Gdy A =0 wtedy M ma dokladnie jedna wartos¢ wlasng. Mamy wtedy
A=(a—c)+40* =0 stad a=cib=0.

a

0
o skali a. Jej jedyna warto$¢ wlasna to pierwiastek ¢y rowny

Zatem macierz ma posta¢ M = ( i jest to macierz jednokladnosci

a+c_2a_
2 a

to = a.

e Gdy A > 0 wtedy M ma dwie wartosci wlasne. Sg one nastepujace:

o ate— (@ —c)? + 4b?
1= )
2

a+c++/(a—c)?+4b?
5 :

t2:

Z powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 11.3.3. Przeksztatcenie liniowe o macierzy symetrycznej jest albo jed-
noktadnosciq, albo ma dwie rozne wartosci wtasne.

W ponizszym ¢wiczeniu przekonamy sie, ze faktycznie dla przeksztalcenia o macierzy
symetrycznej, roznego od jednoktadodci, istnieja dwie wartoéci wlasne. Wyliczymy
je 1 znajdziemy odpowiadajace im wektory wlasne.
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Cwiczenie 11.3.4. Znajdz wartosci i wektory wlasne macierzy M = (_22 :?)

ROZWIAZANIE:
Szukamy pierwiastkow wielomianu charakterystycznego macierzy M:

2—t -2

XM(t):'_2 _1_t‘ =2-t)(-1—t)—4=-2-2+t+t*—4=
=t*—t—6,
A=1+24=25
1-5 1+5
1 92 ) 2 9 3

Otrzymali$émy dwie wartoSci wlasne, a teraz do kazdej z nich znajdziemy wektory
wlasne. Zgodnie z definicja szukany wektor wtasny X; odpowiadajacy wartosci
wlasnej t; = —2 musi spetnia¢ rownosé M - X; = t; - X;. Mamy zatem

2 —2 T T 2$1 - 2y1 = —21'1 4$1 = 2y1
=-2- & &
<—2 —1> (yl) (yl) { =211 —y1 = 2 2wy =1
Oba rownania powyzszego uktadu sprowadzaja sie do réwnania y; = 2x,. Zatem
wektory wlasne odpowiadajace warto$ci wlasnej t; maja postac:

()= (5) =)

Takich wektorow jest nieskonczenie wiele. Wszystkie one leza na prostej prze-
. . 1
chodzacej przez (0,0) o wektorze kierunkowym (2)

Wektory wlasne X5 odpowiadajace wartosci wtasnej ¢, = 3 znajdujemy w ana-
logiczny sposob. Maja one postac:

()=o) = (7).

Uwaga 11.3.5.

Wektory wlasne odpowiadajace réznym wartos- X,
ciom wlasnym macierzy z powyzszego przykladu o
sa prostopadle. Widaé¢ to z rysunku obok, ale dla X e Y
sprawdzenia obliczmy iloczyn skalarny, ktory dla —2 L T
wektorow prostopadlych ma by¢ rowny zero:

T -2

Powyzsza uwage mozemy uogélni¢ dla dowolnej macierzy symetrycznej.
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Twierdzenie 11.3.6. Niezerowe wektory wtasne odpowiadajgce roznym wartosciom
wltasnym t1, ty przeksztatcenia liniowego A zadanego macierzq symetryczng m(A) =

= (Z g) sq do siebie prostopadte.

Dowdd. Chcemy aby macierz symetryczna m(A) miata dwie rozne wartosci wlasne.
Bedziemy korzysta¢ z obliczen wykonanych na poczatku tego podrozdziatu. Przy-
pomnijmy, ze pierwiastki wielomianu charakterystycznego rowne wartosciom wtas-

. a b
nym dla macierzy (b c) WYNoSsza;

a+c+ VA
751,2—#;

= gdzie A = (a—c)? + 4b%.

Mozemy przyjac, ze A # 0, bo zaktadamy, ze m(A) ma dwa rozne pierwiastki. Jako
ze A jest sumg kwadratow liczb a — ¢ i 2b oraz ze jest rozna od zera, wykluczamy
wiec mozliwo$¢, ze jednocze$nie a —c = 01 b = 0. Wektorow wtasnych szukamy
zatem rozwazajac osobno przypadki dla b =01 dla b # 0.

e Gdy b=0.
Wtedy A = (a — ¢)?, a skoro zakladalismy, ze A # 0, to a # c. Wobec tego

at+cty/la—c)? a+cxla—|
: -

2

lio = , stad t1 = a, ty =c.

Wektory wtasne maja posta¢ odpowiednio (g) , (2), bo:

a 0\ (xz\ [(ar) _ T a 0\ /0y (0Y) (O
0 ¢)\o) Vo)™ %o oraz 0 ¢/ \y) \ey) ¢ y)’
Pary wektorow wtlasnych odpowiadajace roznym warto$ciom wilasnym, czyli

0
skalarny, albo zauwazy¢, ze leza one na prostych wyznaczonych przez wersory,
ktore jak wiemy sa do siebie prostopadte.

np. <—3) : <2>7 sa prostopadte. Mozemy to sprawdzi¢ liczac ich iloczyn

e Gdy b # 0.
Wyliczamy wektory wlasne dla kazdej z wartosci wlasnych. Najpierw zrobmy

to dla t; = M:
(o) ()2 )
b ¢ Y1 2 Y1
(aa:l + byl) _ (M . x1>
bry +cyr ) M'yl '
Poroéwnujac pierwsze wspoétrzedne otrzymujemy rownosé:

c—a—i—\/z c—a—i-\/z .

9 Ty, a St@d hn = 2

by, = 1-
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Porwoénujac drugie wspotrzedne dostaliby$Smy takze po przeksztalceniach taka
sama zalezno$¢ y; od z1, wiec wystarczy tylko powyzsze wyliczenie. Ostate-
cznie mozemy juz zapisa¢ ogdlna posta¢ wektoréw wlasnych odpowiadajacy
wartosci wlasnej ¢;:

i 1
X1= | carva o) 1\ czarvA | -
2b 1 20

Wektory wlasne dla t, = ““g‘/z wyliczamy w podobny sposob, jednak po-

damy od razu og6lng postaé tych wektorow:

) 1
X2:<M.x):x2(ﬂ>'
2b 2 2b

Pozostaje sprawdzi¢, ze kazde dwa wektory odpowiadajace r6znym wartosciom
wlasnym sa do siebie prostopadle, a wiec pytamy, czy kazdy wektory postaci
X jest prostopadly do kazdego wektora postaci Xo. Obliczmy iloczyn skalarny:

1 1 1 1
X10Xy =m (c_a+\/z) T3 <c_a_¢z) =T1- Ty <c—a+\/Z) (c_a_ﬂ) =
2b 2b 2b 2b

c—a)?— 2
:x1.$2<1+07a2+b\/x.67a*\/5):xl_x2 (1+( ) (\/E)):

2b 4b2

c—a)?— c—a)?—((a—c)2+4b2
le-x2(1+%> :xl,@(H( R )+4b)>:

c—a)?—(a—c)%—4b>
:xl-x2<1+( ) (4b2) 4b)>:l‘1'l’2<1—%):0.

[loczyn skalarny jest rowny zero, co oznacza, ze wektory wilasne dla réznych
wartosci wlasnych sg parami prostopadte.

]

Opiszemy teraz pewne szczegblne przeksztatcenie liniowe 7', dzieki ktoremu wy-
ciggniemy nastepnie ciekawy wniosek dotyczacy geometycznej natury przeksztatcen
zadanych macierzami symetrycznymi.

o . . 1y .
Przyjmijmy, ze dla przeksztatenia T" wersor F, = (0) jest wektorem wtasnym

S . . 0\ . i
odpowiadajacym wartosci wtasnej t1, a Fy = ( ) jest wektorem wlasnym wartosci

1
ty. Zachodza zatem rownosci:

r(o)=0lo) = (6) (e ()= ()

Znajac obrazy wersor6w mozemy juz zapisa¢ macierz przeksztatcenia 7"
([t O
m(T) = ( 0 t2> :
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. o i : . t1 0. /1 O
Macierz tego przeksztalcenia jest rowna iloczynowi macierzy <01 1) i (O . )
2

(606 w)-(5)

Wymienione wyzej macierze to kolejno macierze powinowactwa prostokatnego wzgle-
dem osi Oy o skali t; i powinowactwa wzgledem Oz o skali to. Zauwazmy, ze 0§ Oy
jest prostopadita do wektorow wtasnych o wartosci wtasnej t1, a 0§ Ox prostopadta
do wektora wtasnego drugiej warto$ci wlasnej.

Rzeczywidcie mamy, ze

Whiosek 11.3.7. Przeksztalcenie T' o dwoch wartosciach wtasnych tq,t5, zadane
. ti7 O\ . . .
macierza ( 8 ; ) jest ztozeniem dwoch powinowactw prostokatnych o skalach row-
2

nych warto$ciom wtasnym 7' i osiach odpowiednio prostopadtych do wektoréw wias-
nych odpowiadajacym tym wartoSciom wlasnym.

o . . . b
Zajmijmy sie teraz przeksztalceniem T danym macierza symetryczna (Z c>’

gdzie b # 0 (wtedy mamy dwie rozne wartosci wlasne). Niech ¢, 1y beda wartos-
ciami wlasnymi przeksztalcenia 7', a X, Xy odpowiednio wektorami wlasnymi dla
tych wartosci wtasnych. Wiemy z Twierdzenia 11.3.6, ze X5, X5 sa wzgledem siebie
prostopadte, poniewaz odpowiadaja réznym warto$ciom wtasnym. Wyznaczmy za-
tem wspolliniowe z tymi wektorami osie nowego uktadu wspotrzednych. W tym
nowym ukladzie rozwazmy przeksztalcenie S, ktore jest zlozeniem powinowactw
o osiach odpowiednio zgodnych z osiami nowego uktadu i o skalach réwnych odpowie-
dnio warto$ciom wlasnym t; i t5. Poprzez analogie z Wnioskiem 11.3.7 stwierdzamy,

. . . . t .
ze S w nowym ukladzie wyraza sie macierza (01 tO) Do dalszych rozwazan po-
2

trzebny nam bedzie ponizszy pomocniczy fakt.
Fakt 11.3.8. Niech T,S bedq liniowymi przeksztatceniami ptaszczyzny. Jesli dla

pewnych niewspdtliniowych wektoréw X,Y € R? mamy, ze T(X) = S(X) oraz
T(Y)=S(Y), to przeksztatcenia T i S sq réwne.

Dowod. Przypomnijmy najpierw, ze dowolny wektor plaszczyzny mozna roztozyé
w kombinacje liniowa wektorow niewspotliniowych (Fakt 2.10.2). Niech wiec wek-
torami rozktadu beda wektory X i Y takie, jak w zalozeniu. Mamy zatem, ze dla
dowolnego Z € R?

Z=t-X+s-Y dla pewnych ¢, s € R.

Korzystajac z tego, ze przeksztalcenia T i S, jako liniowe, zachowuja kombinacje
liniowe wektorow, a takze z zalozonych rownosci T(X) = S(X) i T(Y) = S(Y)
mamy:

T(Z) =Tt - X+s-Y)=t-T(X)+s -T(Y)=t-S(X)+s-S(Y)=
=St -X+s-Y)=S5(2).

Otrzymalisémy wiec, ze obraz wektora Z przez T i obraz Z przez S sa jednakowe.
Wobec dowolnosci wektora Z mamy, ze T = S. m
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Pokazemy teraz, ze przeksztatcenia 171 S, ktorymi sie zajmujemy sa rowne. W tym
celu postuzymy sie powyzszym faktem. Porownajmy obrazy przez oba te przeksztal-
cenia wektorow wiasnych X, Xs. Mamy oczywiscie, ze

T(X1) =t- X1, T(Xy) =ty Xy,

bo sa to wektory wlasne przeksztatcenia T'. Przeksztalcenie S wyrazone jest w nowym
uktadzie, zatem zapiszmy takze wektory X; i Xy w nowych wspotrzednych. Za-
uwazmy, ze wektory te pokrywaja sie z osiami ukladu, zatem odpowiednig, jedna

/
ze wspolrzednych beda mialy zerowa. Niech wiec X; = (%1) , Xo = yO/ . Mamy
2

ty 0 ! t

0= (3 ()= o (3) v
t1 0 0

S(X3) =

09 =5 1) () = () = (

Vi,

Otrzymalismy wiec, ze T'(X;) = S(X;) oraz T'(Xs) = S(X32), co zgodnie z Faktem
11.3.8, wystarcza aby stwierdzi¢, ze T' = S.

wtedy:

_~

o o

N~

Z powyzszych rozwazan wynikaja nastepujace wnioski.

b
dzie wspolrzednych, ktorego osie wyznaczone sa przez wektory wlasne odpowiada-
jace réznym wartosciom wlasnym %1, 1?5 tego przeksztalcenia, zadane jest macierza

. D . . b
Whniosek 11.3.9. Przeksztalcenie liniowe o macierzy symetrycznej <a c) w ukta-

(tl O) B a+c—+/ (a—c)2+4b2 0

2
0 2 0

a+ct+/(a—c)2+4b2
2

Whiosek 11.3.10. Przeksztatcenie liniowe 1" o macierzy symetrycznej Z c) jest
ztozeniem powinowactw prostokatnych o skalach réwnych wartosciom wtasnym 7°
i 0 osiach odpowiednio wspo6tliniowych z wektorami wtasnymi odpowiadajacymi tym

warto$ciom wlasnym.
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Przyklad 11.3.11. Przeksztalcenie T' o macierzy M = (_22 :i) z Cwiczenia

11.3.4 jest ztozeniem powinowactw prostokatnych:

. . 1Y\ . .

e 0 0si wyznaczonej przez wektor wlasny (2) i skali —2,
. . -2\ . .

e 0 0si wyznaczonej przez wektor wlasny A skali 3.

Dobierajac uktad wspotrzednych o osiach wyznaczonych przez wektory (;)

.2 . . . . -2 0
| ) macierz tego przeksztalcenia zapisujemu jako 0 3/

A

Xo

I'ixy) )

11.4 Diagonalizacja macierzy

W tym podrozdziale zajmiemy sie metoda, zwang diagonalizacja, pokazujaca zwia-
zek pomiedzy dowolng macierza o okreSlonych warto$ciach wtasnych, a macierza
prostszej postaci (macierza diagonalna), ale majaca te same wartosci wlasne.

Definicja 11.4.1. Macierza diagonalng nazywamy macierz kwadratowa, ktorej
wszystkie wyrazy poza gtéowna przekatna sa zerowe.

Przyklad 11.4.2. Macierzami diagonalnymi sa np:
9 0 L 00 0 O
0 -1/ 0 =3 0}, 0 _5]"
0 0 4
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Definicja 11.4.3. Niech X; = <§1>, Xy = (?) beda liniowo niezaleznymi wek-
1 2

X1 X2
Yy Y2

i ((1)) do wektorow X 1 Xo.

. . . o . 1
torami. Macierz P = nazywamy macierza przejsScia od wersorow (0

Podamy teraz trzy fakty, ktore nastepnie prowadza do wniosku opisujacego za-
lezno$¢ miedzy dana macierza a macierza diagonalng o tych samych wartosciach
wlasnych co ta macierz.

Fakt 11.4.4. Dla dowolnej macierzy M = (CCL ) 0raz Macierzy przejscia

d

/ /
P = (931 932) iloczyn M - P = (27,1 x?) jest macierzq, ktdrej kolumny spetniajq
Y1 Y2 Y1 Yo

zaleznosci: / /
()= () ()= ()
Y1 Y1 Ys Y2

Dowdd. Obliczamy iloczyn macierzy M - P:

a b\ [r1 x9 axy + by axs + bys
M. P = = )
c d Y1 Yo cry +dy, cxo+ dys

Pozostaje sprawdzi¢, ze zachodza podane wyzej zalezno$ci:

M (Z) - (CCL Z) (2) = (Zﬁiszi) — pierwsza kolumna macierzy M - P,

M (Z) - (CCL Z) <z;> = (Zijiszz) — druga kolumna macierzyM - P.

Wprowadzmy teraz kilka oznaczen, ktore beda obowigzywaé¢ w dwoch kolejnych fak-
tach i koncowym wniosku.

]

e Niech M bedzie macierza o dwoch réznych wartosciach wlasnych ¢, .

Y1
odpowiadajacymi odpowiednio warto$ciom wtasnym ¢4, to.

e Xj = (xl) 1 Xy = (22) niech beda niezerowymi wektorami wlasnymi
2

. . t1 0 .
e Przez D), oznaczmy macierz diagonalna ( 01 ; ) utworzong z wartosci wlas-
2
nych macierzy M.
Ty T2

Y1 Y2
wyzej wektorow wtasnych Xi, Xo macierzy M.

e Macierz P = ( ) to bedzie macierz przej$cia od wersorow do podanych
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Fakt 11.4.5. Wektory X1, X2 sq lintowo niezalezne.

Dowod. Niech T bedzie przeksztalceniem o macierzy M. Wtedy wektory X, Xy,
jako wektory wtasne tego przeksztalcenia o roznych warto$ciach wlasnych ¢4, %,
spetaniaja rownosci: T'(X;) = t; - X; oraz T(X3) = t5 - Xo. Gdyby wektory te byly
liniowo zalezne, to mieliby$my, ze Xo = s- X;. Korzystajac dodatkowo z jednorod-
nosci przeksztalcen liniowych (Uwaga 10.1.2) otrzymaliby$my:

tz'XzIT(X2>:T(S'Xl)IS'T(Xl):S'tl’Xl:tl'S'Xlztl'XQ.

Stad mieliby$my, ze t; = t5, ale to jest sprzeczne z zalozeniem, ze wartos$ci wlasne
tego przeksztatcenia sa rézne. O

Fakt 11.4.6. Dla dowolnej macierzy M o dwoch roznych wartoSciach wtasnych
zachodzi wzor
M -P=P-Dy. (11.4.1)

Dowdd. Wyliczamy bezposrednio lewa i prawg strone réwnania.

Lewa: M-P—=M- ("' *2) = le xiQ _ lixy towe ,
Y1 Y2 Y1 Yo tiyr  taye

bo z faktu 11.4.4 mamy, ze

! /
Y Y1 (0 b1y Y Y2 Y2 Loy

1 Io tl 0 tlxl t2x2
Prawa: P -Dy = = .
M (?h y?) (0 tz) (tlyl t2yz)
Otrzymalismy rowno$¢ obu stron wzoru (11.4.1). O

Whniosek 11.4.7. Dla dowolnej macierzy M o dwoch réznych wartosciach wtasnych
mamy:

O M=P-Dy-P' 0 (11.4.2)

Dowdd. P jest macierza odwracalna, poniewaz det P = det(X1, X3) # 0, bo X;, X»
sa liniowo niezalezne (Fakt 11.4.5). Zatem istnieje macierz odwrotna P~'. Mnozac
obustronnie réwnosé¢ (11.4.1) z lewej strony przez P~! otrzymujemy réwnosé z tego
wniosku. O

Przedstawienie macierzy M w postaci (11.4.2) nazywamy diagonalizacja.

Uwaga 11.4.8. Dla macierzy symetrycznych diagonalizacja moze by¢ rozumiana
jako algebraiczny sposob wyrazenia Wniosku 11.3.9 z poprzedniego podrozdziatu.

Uwaga 11.4.9. Istnieja macierze, ktorych nie da sie zdiagonalizowa¢. Sa to takie
macierze, ktore nie maja wartosci wtasnych, np. macierz obrotu, lub ktore maja

_1) . Tych faktow

. > . (t O . 2
jedna wartos¢ wlasna, ale nie sg postaci g ¢ ) bp-macierz (o

nie bedziemy dowodzié.

115



11.5 Zastosowanie diagonalizacji

11.5.1. Potegowanie macierzy

Potegowanie macierzy jako mnozenie wiele razy tej samej macierzy przez siebie jest
bardzo pracochtonne. Ograniczmy sie najpierw do prostego przypadku potegowania
a

0
0 b
M2 - a 0\ (a 0\ (a* 0

N0 b)\O b)) \O )’

2 3

3_ a2 (@0 a 0y [a> O
== 3) (5 5) = (0 5)

Mozemy tez udowodni¢ indukcyjnie, ze dla dowolnej potegi n € N mamy:

n_ (a0
M_(O bn).

Dowdd. Warunek poczatkowy zachodzi, bo dla n = 1 mamy M* = M.
Krok indukcyjny rowniez latwo pokazaé. Zaktadamy prawdziwosé tezy dla n — 1,

n—1
czyli, ze M ! = (a 0

O bn—l
bowiem:

-1
n_ -1 qap_ [G" 0 a 0y (a" O
M" =M M_< 0 b”_l) (0 b)_<0 b”)'

Dla dowolnych macierzy M potegowanie jest juz bardziej skomplikowane. Latwiej-
szym sposobem jest wykorzystanie do tego diagonalizacji, jesli oczywiscie dla danej
macierzy diagonalizacja jest mozliwa, a wiec np. dla macierzy o dwoch roéznych
wartosciach tasnych. Zgodnie z Wnioskiem 11.4.7 mamy, ze M = PDy;P~!, a stad:

macierzy diagonalnych, czyli postaci M = . Mamy wtedy:

). Pokazemy, ze teza zachodzi tez dla n. Mamy

]

M? = (PDy P ') (PDyP ') = PDy (P 'P)Dy P! = PD3, P,

M? =M?*-M = PD3, P 'PDyP ' =PD3}DyP = PD} P

Mozemy tez tatwo indukcyjnie dowiesé¢ (pomijamy dowod), ze dla n € N
M" = (PDyP~')" = PDy, P~

Zobaczmy na przyktadzie, w jaki sposob potegujemy macierze, ktére daja sie zdia-
gonalizowag.
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3 4

4 -3

Szukamy najpierw wartosci i wektory witasne dla M. Zatem rozwigzujemy row-
nanie

Przyklad 11.5.2. Obliczmy M* dla macierzy M = (

— — — :2— =
L g =33 —16=1—25=0,

stad t; = 5, t; = —5. Wyznaczmy teraz przykladowe wektory wlasne X, Xo:

B 3 4 T\ (S 3r+4y =5 -
edlat; =5 <4 _3> (y) = (5y> & {4:B—3y:5 & T =2y

2 .
1 Y

L 3 4 r\ (-5 3r+4y = =5 _ 1
¢ dlaty=-5 (4 —3) (y)_(—5y) < {4x—3y:—5 & =y

stad np. Xy = <_21>

2 —1\. . 1
1 9 > i obliczamy P~

1/2 1 2
frg 1 -1 = — — 5
det P=15, wiec P~ = 3 <_1 2) <

‘3—75 4

stad np. X; =

Zatem mamy P = (

(SN

1
5

Mozemy zatem juz obliczy¢ potege M*? stosujac diagonalizacje:
2 =1\ (5" 0 2 1
4_ —1\4 _ Ap-1 _ 5 _
we=woe ot (E5) (G ) (4 )

(2 -1\ (625 0O 2 _ (2 -1\ [ 250 125\ _ (625 0
S\l 2 0 625)\—3 S\l 2 /)\—125 250) "\ 0 625)°

(SN

11.5.3. Ciagi zadane wzorami rekurencyjnymi

Ciagi czesto opisujemy przez podanie wzoru na wyraz ogblny, z ktérego mozemy
wyznaczy¢ dowolny element ciagu. Jednakze niektore ciagi zadane sa tzw. wzorem
rekurencyjnym, czyli zawierajacym pewne wprost podane wyrazy poczatkowe
i rownanie opisujace zalezno$¢ miedzy danym wyrazem ciggu a poprzednim (poprzed-
nimi). Oto przyktad ciagu (z,)2, danego wzorem rekurencyjnym:

ro=1 21=1 =z, =22,+3x,1 dlan>1.
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Taki opis jednoznacznie wyznacza ciag, mozemy wypisaé jego kolejne wyrazy:

To=21x1+3x90=2-14+3-1=5
x3:2I2+3I1:25+31:13
[)34:4]_

T, =7
Niestety nie znamy wzoru na ogblny wyraz ciagu, ale wyznaczymy go postugujac sie

diagonalizacja macierzy. Pomyst polega na tym, ze wyrazamy pare w;“ poprzez

n

n

pare ( v ) korzystajac z rownosci:
Tn—1

Tpi1 = 2T, + 3T, 1 i Tny1) (2 3 Ty
v = , z ktorych mamy ( z, ) = (1 0)\z_, )

Mozemy dalej w sposob analogiczny wyraza¢ kolejne pary, az dojdziemy do pary

utworzonej z wyrazow poczatkowych o

(o) =G ) =G oG oG =-=00) )

Oznaczajac teraz wystepujaca tu macierz jako M = (1 g) mozemy zapisac, ze

Z tej rownosci bedziemy mogli juz wyznaczy¢ wzor na wyraz ogolny z, uzywajac
diagonalizacji macierzy M, by obliczy¢ jej potege. Wartosci wlasne tej macierzy to
—11i 3 (latwo je obliczy¢ jednak rachunek pomijamy), a odpowiadajace im wektory

-1
wlasne to kolejno ( 1 ) i <?> Zatem macierz diagonalna D oraz macierz przejécia
P dla macierzy M sa nastepujace:
-1 0 -1 3
p=(v ) ()

Potrzebujemy jeszcze obliczyé¢ P~

pa_ (13T __ 1 (1 =3\ _ 1/1 -3\ _1
“\1 1 T detP\-1 —-1)  4\-1 —-1) 4

Wykorzystujac diagonalizacje macierzy M obliczamy M™:

o erresi (Y (Y-
(D DD
=i ((_—12n+n3 ' 3: -3 '.(__1)7? 3;371)
(=1 43" 3-(=1)"+3

(1)
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Mozemy juz z rownania (%) obliczy¢ x,:

T :i((—(—l)”JrS”)~1+(3~(—1)”+3n).1) =

=12 - (-)"+2-3") =1 (-1)"+ 33"

7 tego wzoru mozemy np. obliczy¢

1
Ty = 5 . <—1)4 -+
Widzimy, ze wartos¢ ta zgadza sie z wartosciag wyliczona poprzednio bezposrednio

z rekurencyjnej definicji ciaggu.
Ponizsza uwaga to obserwacja wynikajaca z powyzszego przyktadu.

Uwaga 11.5.4. Jesli mamy dane rownanie rekurencyjne x,11 = p -2, + q - Tp_1

. . D q
i macierz (1 0
og6lny x,, wyraza sie wzorem

o dwoch roznych wartosciach wlasnych tq, 15, to woéwczas wyraz

Tn= A"+ B 1],

gdzie A, B sg stalymi, ktore mozna wyliczy¢ podstawiajac do wzoru ogolnego pier-
wsze dwa wyrazy ciagu (bo te sa dane).

Przyklad 11.5.5. SprawdZmy, ze uwaga ta zachodzi dla ciagu, ktory rozwazali-
Smy juz wczesniej:

ro=1 21=1 x,11 =2x,+3x,1 dlan>1.

Wartosci wlasne macierzy (? 3) to —1 i 3 zatem szukamy A i B, dla ktorych

T, =A-(-1)"+B-3".
Podstawmy dwa pierwsze wyrazy ciagu:

l=x=A-(-1)°+B-3"=A+B

1
l=2;=A-(-1)'+B-3'=—-A+3B stad A:57 B =

1

5
Wspoétezynniki te zgadzaja sie z tymi, ktore otrzymaliSmy we wezesniejszych obli-
czeniach.
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11.6 Diagonalizacja ortogonalna macierzy symetry-
cznych

Definicja 11.6.1. Macierz dla ktorej wektory utworzone z kolumn, czyli

)

b
ortogonalng.

(a) i (2) sa wektorami dtugosci 11 s do siebie prostopadte, nazywamy macierza

Mozemy powiedzie¢, jaka posta¢ maja takie macierze, poniewaz jesli (Z) 1 (C)

d
a c c —b c b .
(b)‘ = ’(d) , to <d> = <a> lub (d) = (—a)‘ Zatem macierz

ortogonala to

a —b a b . 2 2
(b a) lub (b —a)’ gdzie a” + b = 1.

. LB\ 10\ (0 1
Przyklad 11.6.2. Macierze \}g 2 0 1) \_1 o) ortogonalne.

2 2

oraz

Definicja 11.6.3. Diagonalizacja ortogonalna to przedstawienie macierzy M
w postaci M = P - D - P71, gdzie D jest macierza diagonalng, a P macierza ortog-
onalna.

Fakt 11.6.4. Kazda macierz symetryczna M posiada diagonalizacje ortogonalng.

Dowdd. Dla dowolnej macierzy symetrycznej M zachodzi jeden z ponizszych dwoch
przypadkow (Twierdzenie 11.3.3):

. . fa 0
(1) M jest postaci (0 a)’
(2) M ma dwie rozne wartosci wlasne.

W pierwszym przypadku diagonalizacja ortogonalna jest bardzo prosta. Macierz
M jest diagonalna, dlatego traktujemy ja jako macierz D wystepujaca we wzorze
M = P-D- P! Jedli za macierz P przyjmiemy macierz jednostkowa (jest ona
ortogonalna), to faktycznie wzor ten bedzie spetniony, bo:

w666 e

Jesli zachodzi przypadek drugi, to mozemy wtedy dokonaé¢ diagonalizacji uzy-
wajac macierzy przejscia P utworzonej z wektoréw wtasnych dla wartosci wtasnych
macierzy M. Wiemy z Twierdzenia 11.3.6, ze wektory wlasne odpowiadajace réznym
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warto$ciom wlasnym dla macierzy symetrycznych sa do siebie prostopadte. Wystar-
czy zatem wziag¢ odpowiednio wektory wspotliniowe z nimi, ale dtugosci 1. Otrzy-
mamy wiec wektory wlasne jednostkowe i prostopadte, z ktorych tworzymy macierz

przejécia P. Macierz ta jest ortogonalna, tak jak chcielismy.

]

Wynaczmy wartosci i wektory wlasne:
—1 2 B o B
’2 —3—t’_ t(=3—t)—4=t+3t—4
A=94+16=25
tl - _47 tQ - 17
0 2 x —4x 0 2 T\ [z
2 =3/ \y —4y 2 =3)\y) \y
2y = —4x 20==x
2v — 3y = -4y 20 =3y =y
B x {2y
6= () o= (5)

Szukamy teraz takich wektorow wlasnych, zeby | X;| = | X3| = 1:

2?4 (22)=1 (29 +y° =1
Sr? =1 5y =1
— 5 _ 15

el
sl

Wektory wlasne dla wartosci wtasnych —4 i 1 to odpowiednio (

Tworzymy z nich macierz przejicia, ktora jest ortogonalna P =

N\
D ot
e

C)‘1|

i wyliczamy do niej macierz odwrotna (wzor (10.4.2)):

o (ﬁ Jﬁ) <@ Jﬁ>
-1 __ 5 5 — 5 5
- 2v/5 V5 | 2v5 V5 )
det P\ =2 2 = ¥

Mozemy juz zapisac:

0 2 V5o 2v5 4 0 V5 _2V6
=pPDP'=| 3} 5 5 5.
> 5) s 5) () s

Przyklad 11.6.5. Przeprowadz ortogonalng diagonalizacje macierzy (0

2
-3

)

2

5

S

sl
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Rozdziat 12

Liczby zespolone

12.1 Definicja i dziatlania na liczbach zespolonych

Liczby rzeczywiste mozemy poszerzyé o takie liczby, ktorych kwadraty sa liczbami
ujemnymi. Jesli oznaczymy przez ¢ liczbe taka, ze

it =i-1=—1,
zwang jednostka urojong, to dowolng liczbe ktorej kwadrat jest liczba ujemnag

mozemy zapisaé¢ jako
r-i=1-x, gdziez € R.

Dla przyktadu: v/—5 = V5 - .

Definicja 12.1.1. Kazdy symbol postaci a + bi, gdzie a,b € R nazywamy liczba
zespolona. Ponadto dwie liczby zespolone a + bi oraz ¢ + di nazywamy réwnymi,
gdy a = c oraz b = d.

Liczby zespolone oznacza¢ bedziemy symbolami literowymi: 2, 21, 29, u, w itp.
Liczby rzeczywiste wystepujace w zapisie liczby zespolonej maja specjalne nazwy.
Jesli z = a + bi, to liczbe a nazywamy cze$cia rzeczywista liczby z, zas b czescia
urojong. Piszemy wtedy, ze a=Re z, b=1Im z.

Uwaga 12.1.2. Kazda liczba rzeczywista a jest szczegélnym przypadkiem liczby
zespolonej, poniewaz mozemy ja zapisa¢ jako a = a + 0 - 7. Jest to taka liczba
zespolona z, dla ktorej Re z = a, Im 2z = 0.

Uwaga 12.1.3. Jednostka urojona 7 jest liczba zespolona postaci 0+ 1-i. W szcze-
golnosci, Rev1=0,alIm:i=1.

12.1.4. Dzialania na liczbach zespolonych

Okreslajac dzialania na liczbach zespolonych bedziemy wykorzystywa¢ nastepujace
zalozenia:

e dodawanie i mnozenie jest przemienne;

e mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.
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Cztery podstawowe dziatania na liczbach zespolonych definiujemy nastepujaco:
L. (a+bi)+(c+di)=a+c+ (b+d)i

2. (a+bi) - (c+di) = ac+ (ad + be)i + bdi? = ac + adi + bei + bd(—1) =
= ac — bd + (ad + bc)i

3. (a+bi)—(c+di)=a—c+ (b—d)i
4. Opiszemy dwa sposoby wykonywania dziatania dzielenia liczb zespolonych
(a+bi): (c+di), gdzie c+di#0, czyli (¢,d) # (0,0).

I sposob:
Szukamy takich liczb x,y € R, ktore utworza liczbe zespolona rowng ilorazowi
danych liczb, czyli takich, ze

(a+bi): (c+di)=x+y-i.

Mnozenie jest operacja odwrotna do dzielenia zatem (c+di)(x +yi) = (a+bi).
Po wymnozeniu i uporzadkowaniu wyrazé6w mamy

cx — dy + (dz + cy)i = a + bi.

Poroéwnujac teraz czesci rzeczywiste i urojone po obu stronach réwnosci otrzy-
mujemy uktad réwnan, ktéry rozwigzujemy metoda wyznacznikowa:

cx —dy =a
der+cy=>
W=c+d*>0, bo(cd)#(0,0).
szz _d‘:ac—i-bd
c a
W, = 4 b =cb—ad
v= 52, y= 3.

Zatem mozemy juz zapisa¢ dziatanie dzielenia:

ac—l—bd_l_cb—ad,
1.
E+ @ 2t

(a+bi):(c+di) =

11 sposob:

Zapisujemy iloraz w postaci utamka i korzystajac z réwnosci wyliczonej ponizej
(c+di)(c— di) = * — cdi + cdi — d** = & + d°

mnozymy licznik i mianownik przez odpowiednie wyrazenie:

a+bi (a+0bi)(c—di) ac+bd+ (bc—ad)i ac+bd cb—ad.
- = . <~ = = + 2
c+di  (c+di)(c—di) 2+ d? A+d?>  A+d?
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Prze¢wiczmy teraz poznane dzialania na liczbach zespolonych wykonujac kilka obli-
czen.

Przykltad 12.1.5. Obliczmy:
a) 3—4i+(2+3i)=34+2+(—4+3)i=5—1;

b) 34+i _ B4d | 244i _ 6—4+(1242)i _ 24148 _

1 7
24  2—4i  2+4i 1116 0 — 10 T 10

W nastepnym ¢wiczeniu wykorzystamy fakt, ze dwie liczby zespolone sa rowne, jesli
ich czesci rzeczywiste i urojone sa rowne.

Cwiczenie 12.1.6. Znajdz liczbe zespolona z spelniajaca rownosé (54 2i) + 2 =
21.

ROZWIAZANIE:

Zapiszmy liczbe z jako a + bi. Mamy wtedy:

(5+2i) + (a+ bi) = (a+ bi)i
(54 a)+ (2 +b)i = ai + bi?
(b+a)+(2+0b)i=—b+ai.

Porownujac teraz czesci rzeczywiste i urojone liczb po obu stronach réwnosci
otrzymujemy uktad réwnan:

{5+a:—b {a+b:—5

1 1 -5 1 1 -5
w_’1 _1‘ W, ‘2 _1‘ 3, W, ‘1 2‘ 7
We 3 7
zatem a:W:—§, b:%:_5
Szukang liczba jest z = —% — %@

12.2 Interpretacja geometryczna liczb zespolonych

Uporzadkowana para liczb rzeczywistych wyznacza je-
dnoznacznie liczbe zespolona. Pierwsza z nich oznacza

czes¢ rzeczywista, a druga cze$¢ urojona tej liczby. [m
Mozemy zatem liczbe zespolona z = a + bt utozsamiac br------- z=a+bi
z punktem (a,b) lub jego wektorem wodzacym |[a,b].
Dzieki takiej interpretacji liczb zespolonych, mozemy
je zaznacza¢ w uktadzie wspotrzednych o osiach Re
(0$ rzeczywista) i Im (o$ urojona), tak jak to przed-
stawia rysunek obok. Punkty z osi Re to po prostu
liczby rzeczywiste.

A
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W dalszej czesci przekonamy sie takze, ze w takim uktadzie wspotrzednych tatwo
interpretowa¢ dzialania na liczbach zespolonych. Teraz natomiast poznamy dwie
definicje, ktore odnosza sie do interpretacji liczby zespolonej jako wektora.

Definicja 12.2.1. Modulem liczby zespolonej z = a + bi nazywamy dtugos¢ wek-
tora [a, b], z ktorym utozsamiamy te liczbe. Oznaczamy go przez |z|. Zatem

O lzl=latbil=|ab)]=vVEZTER O (12.2.1)

Uwaga 12.2.2. Modutl jest uogélnieniem pojecia wartosci bezwzglednej liczb rze-
czywistych. Dla z € R mamy bowiem, ze |z| = |a +0-i| = Va? = |a].

Definicja 12.2.3. Argumentem liczby zespolonej z = a + bi, oznaczanym arg z,
nazywamy kat biegunowy wektora [a, b].
A
Na rysunku obok zaznaczony jest kat ¢ bedacy ar-
_ gumentem liczby zespolonej z. Wyznaczamy go ana-
2= a+bi : : .
pl----- logiczne do wyznaczania kata biegunowego wektora
[a, b]. Korzystajac z rysunku obok mozna uzasadnic,
ze argument ¢ liczby z spetnia ponizszy uklad row-

Im

o) I

nan:
a __ Rez __
P . N (12.2.2)
Re VaziE | J S

Uwaga 12.2.4. Argument ¢, podobnie jak kat biegunowy wektora, nalezy do prze-
dziatu [0,27). Jednak istnieja takze inne katy spelniajace warunek (12.2.2). Sa to
katy rowne ¢ + 2km, gdzie k € Z.

Przyklad 12.2.5. Znajdzmy modut i argument liczby z = —1 + 3.
Modut wyliczamy wprost z definicji:

2l = V(-1)2 +12 = V2.
Argument wyznaczymy z warunku (12.2.2):
Rez

—argr o { P T L o ] OPE T O
v & sinnp:ﬂ’:lz sing = sing = %

[y

S
S
o[

W drugiej ¢wiartce uktadu wspolrzednych warto$é cosiunsa jest ujemna, a sinusa
dodatnia. Zatem

= — cos 45° = cos(180° — 45°),
2 — sin45° = sin(180° — 45°),

ool

a stad dostajemy, ze p = 135°.
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12.2.6. Postaé trygonometryczna i wykladnicza liczby zespolonej

Zapis liczby zespolonej 2z jako a+bi nazywamy postacia algebraiczng. Jest mozliwy
takze inny zapis liczby zespolonej, uzywajac jej modutu i argumentu. Te dwie
wielkosci jednoznacznie wyznaczaja liczbe zespolona, podobnie jak diugos¢ i kat
biegunowy wyznaczaja wektor. Dla z = a + bi mamy bowiem (z rownosci (12.2.2)):

a=|z|-cosp, b=|z|-siny, gdzie p = argz.
Zatem z=a+bi=|z| -cosp+|z| sing-i=|z|(cosp + isingp). Zapis
O z=r(cosp+isiny), gdzier=|z|, p =argz. O (12.2.3)

nazywamy postacia trygonometryczng liczby zespolonej z.

Przyklad 12.2.7. Zapiszmy liczbe z = 1 4+ v/3i w postaci trygonometryczne;.
Obliczmy najpierw modut 7, a takze argument ¢:

r=|z| = \/12+\/§2:2,
cos p =
sin g =

Liczba z w postaci trygonometrycznej to 2 (cosg + 2 sin %) .

™

N[ =
o
[

Wprowadzmy oznaczenie e*¥ na wystepujace w trygonometrycznej postaci liczby
zespolonej wyrazenie cos p+1 sin . Skoro wiec przyjmujemy, ze €¥ = cos @+ sin ¢,
to wzor (12.2.3) zapisujemy nastepujaco:

O z=re®. O (12.2.4)

Taki zapis nazywamy postacia wykladniczg liczby zespolonej z.

Przyklad 12.2.8. Liczbe z =2 (COS% + ¢sin %) mozemy zapisaé¢ jako z = 2¢'5.

Posta¢ trygonometryczna lub tez wykladnicza liczby zespolonej jest niekiedy
wygodniejsza do uzycia niz jej postac algebraiczna. W najblizszym punkcie wyko-
rzystamy te postacie do interpretacji geometrycznej mnozenia liczb zespolonych.

12.2.9. Geometryczna interpretacja dodawania i mnozenia liczb zespolo-
nych

Dodawanie liczb zespolonych zinterpretujemy geometrycznie uzywajac postaci alge-
braicznej. Jesli mamy dane liczby 2y = a + bi, 2o = ¢+ di, to

21+ 2= (a+c)+ (b+d)i.
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Pamietamy, ze kazda liczbe zespolona mozemy

traktowac¢ jako wektor wodzacy punktu, ktorego A

wspolrzedne to kolejno czesé rzeczywista i urojona  Im 21+ 29
tej liczby. Zatem zapisujac wektorowo sume 21 + 2o ~ -

mamy, ze - '

la,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+ d].

Oznacza to, ze dodawanie liczb zespolonych ge- Re s
ometrycznie wyraza sie dodawaniem wektorow im '
odpowiadajacych.

Do interpretacji geometrycznej mnozenia liczb zespolonych wykorzystamy liczby
zespolone zapisane w postaci trygonometrycznej: z; = r1(cos ¢ + isin ¢y),
2o = 19(C0OS g + i sin g). Wyliczmy iloczyn z - 2

21 - 29 = r1(cos o1 + isinpy) - ro(cos ps + isinpy) =

=11 - 9(COS ] - COS Py + 0 SIN Py + COS Py + 1 COS P * SN Pg + 12 8iN Py SiN Yy ) =
=7 - TQ((COS 1 - COS g — SiN 1 sin g + i(sin @y - cos Yy + €os g - sin 902)) =
=11 - ro( cos(p1 + p2) + isin(pr + p2)).

Na podstawie powyzszych obliczeri mozemy wyciagnaé¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 12.2.10. Dla dowolnych liczb zespolonych z; = ri(cos ¢ + isin ¢y),
2o = 1r9(COs o + 18in o) prawda jest, ze:

® |21 - 2| = 11 -rg = |z1] - |22] (modul iloczynu liczb zespolonych jest rowny
iloczynowi modulow tych liczb);

o arg(z - 22) = @1 + o = arg z; + arg z; (argument iloczynu liczb zespolonych
jest rowny sumie argumentow tych liczb).

Uwaga 12.2.11. Gdy liczby 21, 29, dla ktorych przeprowadzaliSmy powyzsze obliczenia,
zapiszemy w postaci wykladniczej z; = r1e'!, 25 = r9e’¥2, to otrzymamy, ze

21 - 2p = 1€ - 12 = pypyel($1F92),

Mnozenie liczb zespolonych uzywajac postaci wyktadniczej jest bardzo wygodne,
poniewaz jak widzimy okazuje sie, ze mnozenie symboli e!® zgadza sie z prawami
dotyczacymi mnozenia poteg o jednakowych podstawach.

Z prawej strony na rysunku zaznaczone sg liczby
zespolone zy, 29, a takze ich iloczyn z; - 29. Za-
uwazmy, ze liczba z; - 2o powstala z pomnozenia
21 przez zy. 'To za$ oznacza, ze argument liczby z;
zostal zwiekszony o 9, a jej modut zwiekszyl sie
ro-krotnie.
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Korzystajac z geometrycznej interpretacji liczb zespolonych mozemy uzasadnié¢
w prosty sposob pewne fakty bez potrzeby rachunkoéw algebraicznych, a tylko stosu-
jac zdobyta wczes$niej wiedze na temat wektorow. Ponizsze ¢wiczenie to obrazuje.

Cwiczenie 12.2.12. Pokaz, ze dla dowolnych liczb zespolonych 21, 2, zachodzi
|Zl + 22’ < |21| -+ |ZQ|. (1225)

Dowod. Narysujmy w uktadzie wspotrzednych
wektory  wodzace  odpowiadajace  liczbom /
z1, %2, 21 + z3. Dorysujmy pozostate boki fm
rownolegloboku rozpietego na wektorach zp,2s.
Rozwazmy trojkat o wierzchotkach O, 2y, 21 + 2.
Zauwazmy, ze moduly |21, |22, |21 + 22| wystepu-
jace w nierownosci (12.2.5) sa dlugosciami bokow
tego trojkata. Zatem z nieréwnodci trojkata otrzy- O
mujemy nier6wnos¢, ktorg chcieliSmy pokaza¢. [

12.3 Potegowanie i pierwiastkowanie liczb zespolo-
nych

Oprocz podstawowych dziatan na liczbach zespolonych wprowadzonych wcezesniej,
mozemy je takze potegowac i pierwiastkowacé. Potegowanie to nic innego jak wielo-
krotne mnozenie przez siebie danej liczby. Aby jednak potegowaé szybciej i latwiej,
wyprowadzimy og6lny wzor na potege liczby zespolonej. Skorzystamy z Wniosku
12.2.10 dotyczacego interpretacji geometrycznej mnozenia liczb zespolonych.
Zbadajmy najpierw modutl i argument drugiej i trzeciej potegi liczby zespolonej
z =r(cos g+ isiny):

22| = |2 - 2] = |2] - [2] = | 2%,

arg(z?) = arg(z - 2) = argz + argz = 2 - arg 2;
3 =

2% = [2% - 2] = |22] - |2] = |2]* - [2] = |2,

arg(z®) = arg(z? - z) = argz? +argz = 2-argz + argz = 3 - arg 2.

Mozemy dowie$¢ indukeyjnie (dowod nie sprawia trudnosci, wiec go pomijamy), ze
dla dowolnego n € N zachodzi:

12" = |2|", arg z" =n - argz. (12.3.1)

Dzieki tym réwnosciom mozemy juz zapisa¢ wzér na n-tg potege liczby ze-
spolonej wykorzystujac jej posta¢ trygonometryczng:

O 2" = (r(cosgp + isin cp)) = r"(cos(n - ¢) +isin(n - @)). O (12.3.2)

Uwaga 12.3.1. Powyzszy wzor (12.3.2) nazywamy wzorem de Moivre’a. Jest on
prawdziwy takze dla wykladnikow ujemnych.

128



Przyklad 12.3.2. Obliczmy (1 + )%. Posta¢ trygonometryczna liczby 1 + i to
V2(cos 45° + i sin 45°),

bo mamy |14 4| = V12 + 12 = /2, za§ arg(1 + i) = 45°, bo

{\%:\/752008450
5 .
L=y

Mozemy zatem juz korzystajac z wzoru de Moivre’a wyliczyé potege:

(1+1)® =2 - (cos(8-45°) + isin(8 - 45°)) =
— 16(cos 360° + i sin 360°) = 16(1 + 0 - i) = 16.

Uwaga 12.3.3. Uzywajac symbolu ¢*? wzoér de Moivre’a zapisujemy jako

2= lee,
Wzo6r de Moivre’a postuzy nam takze do znalezienia pierwiastka z liczby ze-
spolonej. Najpierw jednak wprowadzmy jego definicje, gdyz odbiega ona nieco od
pojecia pierwiastka z liczby rzeczywistej.

Definicja 12.3.4. Pierwiastkiem n—tego stopnia z liczby zespolonej w, gdzie
1 < n € N, nazywamy kazda taka liczbe z, ze 2" = w.

Uwaga 12.3.5. Dana liczba zespolona ma wiecej niz jeden pierwiastek. Przyktad-
owo liczba —4, traktowana jako zespolona, ma dwa pierwiastki drugiego stopnia: 2¢
oraz —2i.

Szukajac pierwiastka stopnia n z liczby zespolonej w = R(cos ) + isin ) bedziemy
dazy¢ do wyznaczenia wszystkich takich liczb z = r(cos + isinp), ze 2" = w.
Zapiszmy te rownosé stosujac wzor (12.3.2) i przyjmujac postaé trygonometryczna
liczby w:

r"(cos(n - p) +isin(n - p)) = R(cosy + isin).

Poniewaz powyzej zapisane liczby zespolone sa réwne , zatem ich moduly i argu-
menty sa rowne. Porownujac wiec te wielkosci dostajemy rownosci, z ktorych wyz-
naczymy nieznane 7 i @:

r" =R, stad r= VR;

2k
n-@ =1+ 2km, stad @zu, dla k € Z.
n
Dla k£ =0,1,...,n — 1 otrzymamy rézne wartosci argumentow, a co za tym idzie

rozne pierwiastki n-tego stopnia z w. Dla innych niz podane wartosci &, argumenty
beda sie powtarzac¢. Ponizszy fakt opisuje wszystkie pierwiastki stopnia n.
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Fakt 12.3.6. Niezerowa liczba zespolona w = R(cosv + isint) ma doktadnie n
roznych pierwiastkow stopnia n. Dane sqg one wzorami:

2= R- (cos (%) +isin (1/1)) ’

n

5= VR (cos (£ + 1 -2m) +isin (£ 4+ 1-2m) .

Zn1 = VR- (cos(%+”7_1-27r) +isin(%+”7_1-27r)).
Uwaga 12.3.7. Pierwiastki stopnia n z liczby zespolonej w = Re zapisuja sie
W postaci:
. 2km
zk:(l/}_B-eZ(wn ) dlake{1,...,n}.

Wyznaczmy teraz dla konkretnej liczby zespolonej jej pierwiastki.

Przyklad 12.3.8. Obliczmy i narysujmy pierwiastki szostego stopnia z liczby
z = 2i.
Przedstawmy najpierw ta liczbe zespolong w postaci trygonometrycznej:

— 0 _
|Z|:\/§:2, {COSSOE_O
2

sinp =3%=1 = =90

zatem z = 27 = 2(cos 90° + isin 90°).

Korzystajac z Faktu 12.3.6 wyliczamy pierwiastki:

20=v2" (cos 2 +isin %) = V2 - (cos 15° +isin 15°)
21 = V2 (cos (15° + $-2m) +isin (15° + ¢ - 2m)) = V/2 - (cos 75° +isin 75°)
70 = V2 (cos (15° + 2 - 27) +isin (15° + 2 - 27)) = v/2 - (cos 135° + isin 135°)
73 = V2 (cos (15° + 2 - 2m) +isin (15° + 2 - 27)) = v/2 - (cos 195° + isin 195°)
=2 (cos (15° + % . 27r) + 7 sin (15O + é 27r)) = 2. (cos 255° + i sin 255°) ,
25 = V2 (cos (15° 4+ 2 - 2m) +isin (15° + 2 - 27)) = v/2 - (cos 315° + isin 315°).
A
Bez trudu mozemy takze narysowac¢ wszystkie hil R
pierwiastki w ukladzie wspoétrzednych. Za- 29 -7 ~
uwazmy, ze wektory odpowiadajace tym pier- ’ AN
wiastkom sa jednakowej dtugosci (maja rowne ," \ 20
moduly). Zatem wszystkie pierwiastki leza na ! .
okregu o promieniu v/2 i srodku w poczatku , Re
uktadu wspotrzednych, w réwnych katowych =3 ‘\ /!
odstepach co %”, czyli 60°, poczawszy od kata N \/
biegunowego 15°. S YL =5
Z4

W powyzszym przyktadzie zauwazyliSmy, ze pierwiastki z liczby zespolonej uktadaja
sie w szczegblny sposob na plaszcezyznie. Zapiszemy te obserwacje jako ogolna uwage.
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Uwaga 12.3.9. Pierwiastki stopnia n z liczby zespolonej w znajduja si¢ na okregu
o $rodku w O i promieniu W w rownych odstepach, co kat %’T, zaczynajac od
punktu VR - (COS (%) + 7 sin (%)), ktorego wektor wodzacy ma kat biegunowy %
Jesli potaczymy wszystkie pierwiastki, to otrzymamy n-kat foremny wpisany w ten
okrag.

12.4 Zasadnicze twierdzenie algebry

Poszerzenie zbioru liczb rzeczywistych o pierwiastki kwadratowe z liczb ujemnych
spowodowalo, ze otrzymaliémy dla kazdej niezerowej liczby n réznych pierwiastkow
stopnia n, dla dowolnego n € N (Fakt 12.3.6). Ponadto okazuje sie, ze dzieki
temu dostajemy takze pierwiastki dowolnych réownan wielomianowych. Jest to tym
bardziej zaskakujace, bowiem w liczbach rzeczywistych nie zawsze istnieja rozwigza-
nia danego réwnania, np. réwnanie 22 4+ 1 = 0 nie ma rozwigzan. Gdy jednak dopu-
Scimy, by rozwiazania rownan byly liczbami zespolonymi, to dostaniemy dwa pier-
wiastki: ¢, —2. O istnieniu zespolonych pierwiastkow réwnan wielomianowych mowi
nam ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 12.4.1 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazde réwnanie postaci
" + Q12" P a9 =0

o wspotczynnikach a,,...,aq zespolonych i niewiadomej x ma co najmniej jeden
pierwiastek zespolony.

Nie bedziemy podawa¢ dowodu tego twierdzenia, gdyz wykracza on poza ramy tego
skryptu. Jednak dla dwoch szczegbdlnych przypadkéw pokazemy, ze twierdzenie jest
prawdziwe.

1. Rownania postaci 2" — w = 0, gdzie n € N, a w jest liczba zespolona.
Takie roéwnania rzeczywiscie maja pierwiastek zespolony, a doktadniej jest ich
n, gdyz sa to pierwiastki stopnia n z liczby w (patrz Fakt 12.3.6).

2. Rownania postaci ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a,b, ¢ sa zespolonymi wspo6lczynni-
kami.
Rownanie kwadratowe rozwiazujemy tak, jak dla wspotczynnikow rzeczywi-
stych. A = b? — 4ac jest liczba zespolona, ktéra ma dwa pierwiastki drugiego
stopnia, oznaczmy je przez pi,ps. Zatem istnieja dwa pierwiastki réwnania

kwadratowego, ktore sa liczbami zespolonymi postaci x; = _;;”1, To = %ﬁ;pz.

Przyklad 12.4.2. Znajdzmy zespolone pierwiastki rownania 22 — 2z + 5 = 0.
Obliczamy kolejno:
A=(-2)?—4-5=-16,

zatem pierwiastkami drugiego stopnia z A sa liczby zespolone 47 oraz —4i. Stad
szukane pierwiastki tego rownania sa nastepujace:

244
)

24

=1-2i
5 l

:1+2Z, )

T
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Oproécz rownan tych szczeg6lnych wymienionych wyzej postaci, potrafimy takze
wyznacza¢ rozwigzania rownan takze niektorych innych postaci. Zobaczmy na przy-
ktady ponizej.

Cwiczenie 12.4.3. Znajdz pierwiastki rownania 2* 4+ 322 4+ 2 = 0.
ROZWIAZANIE:

Sprowadzimy to réwnanie czwartego stopnia do réwnania kwadratowego przez
podstawienie za 22 liczby zespolonej w. Mamy wtedy

w? +3w+2=0,
A=32-4-1-2=9-8=1,

_ —3-1 _ _ =341 _
w1 = 3 ——2, Q,UQ—T——l
Podstawmy teraz z powrotem:
22 = W1 22 = Wy
22 = -2 22 =1

2 = \/527 22 = _\/527 z3 = 7/-7 2y = —1.

Otrzymaliémy zatem cztery pierwiastki zespolone tego rownania.

Rozwiazmy jeszcze jedno rOwnanie, tym razem trzeciego stopnia.

Przyklad 12.4.4. Rozwiaz rownanie 2% — 222 + 42 — 8 = 0.
ROZWIAZANIE:
Zauwazmy, ze rOwnanie to mozna przeksztatci¢ do postaci:

22(z—=2)+4(2—2) =0,
(z—2)(z*4+4) =0.

Widzimy zatem, ze liczba 2 jest jednym z pierwiastkow tego réwnania. Kolejne
wyznaczymy z rownania 22 + 4 = 0. To natomiast nie sprawia problemu. Ostate-
cznie pierwiastkami réwnania z® — 222 4+ 42 — 8 = 0 s liczby: 2, 2i, —2i.

12.5 Sprzezenie liczby zespolonej

W tym podrozdziale oméwimy pewna operacje na liczbach zespolonych a takze jej
wlasnosci. Sprzezeniem bedziemy nazywac przyporzadkowanie liczbie zespolonej
z = a+ bi liczby Z = a — bi. Liczbe Z nazywamy sprzezeniem liczby z (liczba
sprzezona do z lub z sprzezone).
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Przyklad 12.5.1. Sprzezeniem liczby zespolonej 3 —7i jest liczba 3 — 71 = 3+ 7.

A
7 Im
T" b Z rysunku obok widaé¢, ze liczby =z
! - i z sprzezone sa polozone symetrycznie
aQ Re™ wzgledem osi rzeczywistej.
L,

Fakt 12.5.2. Sprzezenie posiada nastepujgce wtasnosci:
(a) 21 F 2 =71 + 7;
b) 5 —m=m—%
(¢) zi~ 2 =71 - Za;

(d) 1]z =71/%;

Dowod. Pokazemy tylko ostatniag réwnos$¢, poniewaz wszystkie pozostate mozna
rownie tatwo udowodnié.
Niech z = a + bi, zatem Z = a — bi. Wtedy rzeczywiscie zachodzi (f):

z-Z=(a+bi)(a—bi)=a*—b%* —abi + abi = a® + b* = |z|.
[

Prze¢wiczmy poznane wlasnosci sprzezenia wykorzystujac je w ponizszych oblicze-
niach.

Przyklad 12.5.3. Obliczmy:

(3+4i)(—2+3i) = (3+4i)-(—2+ 310)
=(3+4i)(—2—-3i)=—6+12—9i —8 =6 — 17i.

12.6 Funkcje zespolone

Wiemy, ze liczby zespolone mozemy utozsamia¢ z punktami na ptaszczyznie. Zbior
wszystkich liczb zespolonych stanowi cala plaszczyzne, zwana plaszczyznag ze-
spolong i oznaczmy go przez C. W tym zbiorze mozemy takze okresla¢ funkcje,
zwane zespolonymi.

Definicja 12.6.1. Funkcje f: C — C, ktorej argumenty i wartosci sa liczbami
zespolonymi, nazywamy funkcja zespolona.
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Przyklad 12.6.2. Funkcjami zespolonymi sa np. f(2) = 2% -2, g(2) = 2+ 3 — 1.

Okazuje sie, ze funkcje zespolone opisuja pewne przeksztalcenia plaszczyzny.
Mozemy je w ten sposéb traktowaé poniewaz przeprowadzaja punkty plaszczyzny
zespolonej (reprezentujace liczby zespolone) na punkty tej samej ptaszczyzny. Zdefi-
niujemy teraz pewne szczegblne funkcje i na kilku przyktadach sprobujemy okresli¢
jakimi sg one przeksztalceniami.

Definicja 12.6.3. Zespolong funkcja liniowa nazywamy funkcje f: C — C,
ktora ma posta¢ f(z) = az+b, gdzie a i b sa pewnymi zespolonymi wspotczynnikami.

Zbadamy kilka konkretnych zespolonych funkcji liniowych.

Przyklad 12.6.4. Rozwazmy funkcje f(z) = z + b.

Narysujmy w ukladzie wspolrzednych wartosci ~9/
funkcji f dla kilku liczb zespolonych (punk- }
tow). Obraz danego punktu z powstaje przez do- N
danie wektora wodzacego punktu b do wektora -
wodzacego z. Przeksztalcenie, jakie tu obserwu- !
jemy, to przesuniecie o wektor odpowiadajacy licz- ] -

bie zespolonej b. O /’~3+ b

Przyklad 12.6.5. Niech f(z) = iz.

Zbadajmy wartos¢ funkcji f dla liczby zespolonej z.
7. Wniosku 12.2.10 mamy, ze

[f) =i 2] = i] - 2] = |2],

arg f(z) = arg(i - z) = argi + argz = g + arg z,

poniewaz argi = 5, bot = 0+ 1.4 = cos§ +
isin 7. Widzimy wigc, ze wektor wodzacy reprezen-
tujacy liczbe f(z) ma taka sama dlugos¢ jak wek- 0 [{(‘>
tor reprezentujacy liczbe z oraz kat biegunowy wiek- '
szy o 5. Stad mozemy juz wywnioskowac, ze f jest
obrotem wokot O o kat 7.

2

Powyzszy przyktad byt szczegélnym przypadkiem liniowej funkcji zespolonej, o ktorej
bedzie mowa w nastepnym przyktadzie.
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Przyklad 12.6.6. Zbadajmy jakimi przeksztalceniami ptaszczyzny sa funkcje
dane wzorem f(z) = a - z, gdzie a = cosp + isiny, tzn. |a| = 1,arga = .

Tak jak w Przykladzie 12.6.5 korzystamy

z wniosku dotyczacego modulu i argumentu Im‘\
iloczynu liczb zespolonych. Mamy zatem: U
- - ‘;1
[f() =la-z[=la|-|z] = 1-]2] = |z], SR
arg(a - z) = arga + arg z = ¢ + arg z. % o
\ Y ¥ .
Zauwazmy, ze modut obrazu punktu z nie zmienit N A PR
sie, a argument zwiekszyl sie o kat (. Zatem NS Bl
funkcja f(z) = a -z dla |a| = 1,arga = ¢ jest T

obrotem o kat ¢ wokol punktu O.
Na rysunku zaznaczone sg punkty 21, 25 a takze ich obrazy przez funkcje f odpo-

wiednio f(z1) = 2] i f(22) = 25.

W poprzednich trzech przyktadach okreslaliémy jakimi przeksztatceniami sa dane
funkcje zespolone liniowe na podstawie geometrycznej interpretacji. Teraz natomiast
zobaczmy w jaki sposob algebraicznie mozna rozwiazywaé¢ podobne zadania.

Przyklad 12.6.7. Zbadajmy, jakim przeksztalceniem jest funkcja f(z) = 3z +i.
Ustalmy pewna liczbe zespolona z = x + yi. Niech obrazem tej liczby przez f
bedzie f(z) = 2/ = 2’ 4+ y'i. Wstawmy do wzoru funkcji te oznaczenia:

r+yi=3+yi)+i & ' +yi=3x+ By+1)i.

W otrzymanej réwnosci porownujemy czesci rzeczywiste i urojone liczb zespolo-
nych wystepujacych po obu stronach. Mamy wiec uktad réwnan:

7 = 3x
Yy =3y+1

Jest to wzor przeksztalcenia odpowiadajacy funkeji f(z) = 3z 4. Jest nim zloze-
nie jednokladnosci o srodku w punkcie O i skali 3 oraz translacji o wektor [0, 1].

Wszystkie przeksztalcenia, ktore otrzymalismy w tych czterech przyktadach sa prze-
ksztatceniami afinicznymi. Pokazemy teraz, ze dowolne inne liniowe funkcje ze-
spolone s3 przeksztalceniami afinicznymi.

Mamy dang funkcje zespolona f(z) = az + b. Niech a = ay + agi, b = by + boi,
za$ 2z’ = x' 4+ y/i niech bedzie wartosciag funkcji f dla liczby zespolonej z = = + yi.
Wtedy mamy:

2o =2+ yi=f(z) =az+ b= (a1 + ai)(x + yi) + (by + bei) =
= a1 — Aoy + a1yt + asxi + by + byt =
= (mx — agy + by) + (agx + a1y + b)i.
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Zatem pordéwnujac czesci rzeczywiste i urojone otrzymujemy wzor przeksztalcenia,
ktorym jest liniowa funkcja zespolona:

' = ayx — asy + by
. 12.6.1
<> {y’:a2x+a1y+b <> ( 6 )

Na podstawie wyprowadzonego wzoru mozemy wyciaggnacé nastepujace wnioski.
Whniosek 12.6.8.
1. Kazda zespolona funkcja liniowa jest przeksztalceniem afinicznym ptaszczyzny.

2. Macierz M czesci liniowej przeksztalcenia danego wzorem (12.6.1), a doktad-
niej jej wyznacznik, niesie za soba duzo informacji. Mamy bowiem, ze

det M = det <a1 —a2) =al + a3 = |al’.
a9 ay

Z faktow zawartych w podrozdziale 8.2 wnioskujemy, ze przeksztalcenie f jest
odwracalne, jesli a # 0, (bo wtedy det M # 0). Ponadto, gdy a # 0, to
przeksztalcenie f:

e zachowuje orientacje plaszczyzny, (bo det M > 0);
e zmienia pola figur w stosunku |a|?.
3. Badajac obrazy [ay, as] i [—asg, a1] wersorow przez czesé liniowa przeksztalcenia
f przekonujemy sie, ze f jest podobieristwem o skali |a|. Wystarczy bowiem

zgodnie z Definicja 8.6.1, by byty one rownej dhugosci i do siebie prostopadte
(czyli ich iloczyn skalarny rowny zero). Dla obrazéow wersorow zachodza te dwa

warunki:
a1, as]| = y/ai + a3 = |a] = |[~az, ai]l,

la1,as) o [—ag,a1] = a1 - (—az) + az - ay = 0.

12.6.9. Funkcje antyzespolone liniowe

Funkcje, ktore sa ztozeniem funkcji liniowych zespolonych ze sprzezeniem nazywamy
funkcjami antyzespolonymi liniowymi. Wyrazaja sie one wzorem

f(z) =az+0b lub f(z)=az+b.

Funkcje antyzespolone liniowe podobnie jak zespolone liniowe sa pewnymi prze-
ksztalceniami ptaszczyzny. Przykladem takich funkcji jest sprzezenie. W podroz-
dziale 12.5 mowilimy, ze sprzezeniu liczby zespolonej odpowiada przeksztalcenie
punktu plaszczyzny przez symetrie wzgledem osi rzeczywistej. Sprawdzmy, ze jest
tak faktycznie.
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Przyklad 12.6.10. Niech f(z) = Zz. Sprawdzmy jakim przeksztalceniem jest ta
funkcja. Mamy, ze

/

' +y'i=f(z) = flx+iy) =z —yi, astad {;,:_y.

=T

Zatem przeksztalcenie f wyrazone powyzszym wzorem jest symetria wzgledem
osi rzeczywistej Re.

Fakt 12.6.11. Kazda liniowa funkcja antyzespolona f(z) = az + b jest podobienist-
wem o skali |a|, zmieniajgeym orientacje ptaszczyzny.

Dowdd tego faktu przebiega analogicznie do uzasadnienia Wniosku 12.6.8, wiec
go pomijamy. Czytelnik moze przeprowadzi¢ go sam, jako ¢wiczenie. Tres¢ Faktu
12.6.11 ilustrujemy natomiast konkretnym przyktadem.

Przyklad 12.6.12. Zbadajmy jakim przeksztalceniem jest funkcja f(z) = iz.
Niech z = z + yi, a f(2) = 2/ = 2’ 4+ ¢/i. Zapiszemy wtedy, ze
o +y'i = f(z) =i(z +yi) = i(x — yi) =y + zi.

Stad poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone dostajemy wzor przeksztalcenia:

=y

y=a
Tym przeksztatceniem jest odbicie wzgledem prostej y = x. Przekonajmy sie,
ze zmienia ono orientacje plaszczyzny, badajac wyznacznik macierzy tego prze-

ksztalcenia:
0 1
det (1 0) =-1<0.

Ponadto jest to izometria, poniewaz wersory przechodza na wektory jednostkowe
i prostopadte (wersor [1,0] przechodzi na wersor [0,1] i odwrotnie). Izometria
natomiast jest podobienstwem o skali 1. Mamy zatem zgodno$¢ z Faktem 12.6.11,
bo wspolezynnik a dla tej funkcji antyzespolonej jest rowny i, za$ |i| = 1.
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