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Rozdzial 1

Wstep

1 O skrypcie

Stochastyczne symulacje i teoria Monte Carlo sa bardzo czesto sa nazwami
tej samej teorii. Jednakze w opinii autora tego skryptu warto je rozroz-
ni¢. Pierwszy termin bedzie wiec dotyczyl teorii generatoréw oraz metod
generowania liczb losowych o zadanych rozktadach. Wtasciwie powininno sie
mowicé o liczbach pseudo-losowych, bo tylko takie moga byé generowane na
komputerze, ale w tekscie czesto bedziemy moéwili o zmiennych lub liczbach
losowych. Natomiast przez teorie Monte Carlo bedziemy tutaj rozumieé¢ teo-
retycznymi podstawami opracowania wynikéw, planowania symulacji, kon-
struowaniu metod pozwalajacych na rozwigzywanie konkretnych zadan, itp.

W przeciwiennstwie do metod numerycznych, gdzie wypracowane algo-
rytmy pozwalaja kontrolowa¢ deterministycznie btedy, w przypadku obliczen
za pomocg metod stochastycznych dostajemy wynik losowy, i jest wazne aby
zrozumie¢ jak taki wynik nalezy interpretowac, co rozumiemy pod pojeciem
btedu, itd. Do tego przydaja sie pojecia i metody statystyki matematycznej.

Skrypt jest pisany z my$la o studentach matematyki Uniwersytetu Wro-
ctawskiego, w szczegdlnosci studentach interesujacych sie informatyka oraz
zastosowaniami rachunku prawdopodobienstwa. Dlatego, idea przewodnia
tego skryptu, jest przeprowadzanie symulacji rozmaitych zadan rachunku
prawdopodobienstwa, przez co czytelnik poznaje przy okazji obszary, ktore

!Poprawiane 17.1.2018
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trudno poznaé bez specjalistycznej wiedzy z rachunku prawdopodobienistwa
i procesow stochastycznych. Dlatego tez nie zaktada sie od czytelnika szcze-
gotowej wiedzy z tych przedmiotow, a tylko zaliczenie podstawowego kursu
uniwersyteckiego z rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycz-
nej. Natomiast po ukonczeniu kursu, oprécz znajomosci symulacji stocha-
stycznej i teorii Monte Carlo, autor skryptu ma nadzieje, ze czytelnik bedzie
zaznajomiony z wieloma klasycznymi zadaniami teorii prawdopodobienistwa,
modelami stochastycznymi w badaniach operacyjnych i telekomunikacji, itd.
W dzisiejszej literaturze rozroznia sie generatory liczb losowych od ge-
neratorow liczb pseudoloswych. W tym wyktadzie zajmiemy sie liczbami
pseudolosowymi, to jest otrzymanymi za pomoca pewnej rekurencji matema-
tycznej. Natomiast ciagi liczb losowych mozemy otrzymacé na przyktad przez
rzuty moneta, rzuty kostka, obserwacji pewnych zjawisk atmosferycznych,
zapisu rejestrow itp. Rozréznia sie hardwerowe generatory licz” losowych
od sofwerowych genratoréow liczb losowych. Jednakze tutaj nie bedziemy sie
tym zajmowali. Oprocz liczb pseudolosowych mamy tez liczby quasi-losowe.
Sa to ciagi liczbowe ktore maja ktore spetniaja wlasnosc low discrepacy”.
Skrypt sktada sie z rozdzialéow dotyczacych:

e zarysu teorii generatoréw liczb pseudolosowych,
e sposobéw generowania zmiennych losowych o zadanych rozktadach,

e podstawowych poje¢ dotyczacych bledow, poziomu istotnosci, liczby
replikacji i ich zwiazkow,

e przyktadowych zadan rozwigzywanych metodami symulacji stochastycz-
nej,

e metodami zmniejszenia liczby replikacji przy zadanym poziomie bledu
i poziomie istotnosci.

Istotnym sktadnikiem tego skryptu jest dodatek, w ktorym znajduja sie
pojecia z rachunku prawdodobienstwa, przeglad rozkladéw i ich wtasnosci,
potrzebne wiadomosci ze statystyki matematyczne, zarys teorii kolejek, itd.
Niektore fragmenty znajdujace sie w dodatku musza zostaé przerobione na
wykladzie, bowiem trudno zaktadac¢ ich znajomo$¢, a bez ktorych wyktad
bytby niepelny.

Obecna wersja skryptu jest wynikiem wieloletnich wyktadow przedmiotu
na Uniwersytecie Wroctawski dla studentow matematyki i informatyki. Na
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ksztatt skryptu, w szczegdlnosci zadan laboratoryjnych miat wptyw dr Pawet
Lorek, prowadzacy czasami wyktad, ¢wiczenia lub laboratorium.

2 Symulacje prostych zadan probabilistycznych

Liczby losowe generujemy na komputerze. Na przyklad w MATLAB’ie przez
komende

rand

Na podstawie liczb losowych mozemy generowac liczby losowe o zadanym
rozkladzie. W MATLABIE jest rowniez komenda

randi (M)

2.1 Wlasnosci symetrycznego bladzenia przypadkowego

W rozdziale 3-cim ksiazki Fellera [13] rozwaza sie zadania zwiazane z ciagiem
rzutow symetryczna moneta. Jest dwoch graczy A i B. Jeden z nich obsta-
wia orta a drugi reszke. Jesli gracz A odgadnie wynik, to wygrywa +1 od
gracza B, w przeciwnym razie gracz B wygrywa 1 od gracza A. Zakladamy,
ze wyniki kolejnych rzutow sa niezalezne. Przypuscmy, ze gracze zaczynaja
gra¢ z pustym kontem; tj So = 0. Niech S, bedzie wygrang gracza A po
n rzutach (tj. przegrana gracza B po n rzutach. Zauwazmy, ze wygodnie
bedzie rozpatrywanie 2N rzutoéw, i remisy moga by¢ jedynie w momentach
2,4,...,2N. Mozemy postawi¢ rozne pytania dotyczace przebiegu gry, tj.
przebiegu (Sy)n=1,.2nv. Mozemy tez przedsatwi¢ bladzenie w postaci la-
manej, taczac prostymi punkty (i — 1,59;,1), (¢,5;). Wtedy bedziemy mieli
segment powyzej osi z-w, tj. A prowadzi na segmencie (i — 1,5;_; — (4,.5;)
jesli S;_; > 01lub S; > 0.2

1. Niech Ryy = max{i : S; = 0} bedzie ostatnim momentem remisu. Co
mozna powiedzie¢ o rozkladzie Ron?

2. Jakie jest prawdopodobienistwo P(«, 3) , ze przy 2N rzutach gracz A
bedzie prowadzil pomiedzy 100 a 1003 procent czasu?

3. Jak wygladaja oscylacje (Sy)o<n<an-

2Feller t.1 str 79
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4. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jeden z graczy bedzie caty czas pro-
wadzil.

Tego typu zadania formalizujemy nastepujaco, co nastepnie pozwoli na
symulacje. Niech &1, &, ..., bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozkladzie IP({; = 1) = P(§; = —1) = 1/2 i definiujemy

So=0, S,=>» &, n=1..
7j=1

Ciag Sy = 0,51, ... nazywamy prostym symetrycznym blgdzeniem przypad-
kowym.
Zauwazmy, ze formalnie definiujemy

Lo, = sup{m < 2n: S, =0}.

Przez
L;n:#{jzl,,Qnsjflzo lub 5]20}

Inna charakterystyka moze by¢, ze gracz A ostro prowadzi w momencie m
jesli S,, > 0. Laczny czas ostrego prowadzenia A jest

#{1 <k <2N:8;, >0}

Przyktadowa symulacje prostego symetrycznego btadzenia przypadkowego
So=0,5),...,Sy mozna otrzyma¢ za pomoca nastepujacego programu. >

Proste symetryczne bladzenia przypadkowego

% N number of steps;
xi=2*floor (2*rand(1,N))-1;
A=triu(ones(N));

y=X1*4;

s=[0,y]1;

x=0:N;

plot(x,s)

Przyktadowy wykres btadzenia przypadkowego podany jest na rys. 2.1

3dem2-1.m
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Rysunek 2.1: Przykladowa realizacja prostego btadzenia przypadkowego;
N = 1000.

Na wszystkie pytania znane sg odpowiedzi analityczne w postaci twier-
dzen granicznych gdy N — oo; patrz Feller [13]. Na przyktad wiadomo, ze
(patrz ksiazka Fellera [13] lub Durreta [12])

B
P(a < Liy/2N < B) — / (1 — )" Y2 da,

dla 0 < a < 8 < 1. Jest to tak zwane prawo arcusa sinusa. Nazwa bierze sie
stad, ze
K 2
/ N az(l —2)) Y2 de = %(arcsin(\/f)) .
0

Podobny rezultat jest dla Loy ; patrz Durret str. 197. My sprobujemy znalez¢
odpowiedzi przez symulacje. Majac algorytm na symulacje btadzenia przy-
padkowego proponujemy zrobic histogramy dla powtorzeri L, — lacznego
czasu prowadzenia przez A, Loyn. Jest jasne tez, ze gdy N — oo, to wielkosci
L3, L2N rosna do nieskoriczonosci. Ale jak sie okazuje nalezy rozpatrywac
frakcje czasu, czyli te wielkosci podzieli¢ przez 2N. Metoda Monte Carlo
polega na wielokrotnym powtorzeniu eksperymentu, tj. w naszym wypadku
obliczenia powyzszych wielkosci. Niech R bedzie liczba przeprowadzonych
eksperymentow, zwanych w teorii Monte Carlo replikacjami . Na rys 2.2
mamy histogram dla Ly, przy R = 1000000 replikacjach.
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Rysunek 2.2: Histogram dla L{y,,;R=100000 replikacji, 25 klas

2.2 Zagadnienie sekretarki

Jest to problem z dziedziny optymalnego zatrzymania. Rozwigzanie jego jest
czasami zwane reguly 37%. Mozna go wystowi¢ nastepujaco:

e Jest jeden etat do wypelnienia.
e Na ten 1 etat jest n kandydatow, gdzie n jest znane.

e Komisja oceniajgca jest w stanie zrobi¢ ranking kandydatow w Scislym
sensie (bez remisow).

e Kandydaci zglaszaja sie w losowym porzadku. Zaklada sie, ze kazde
uporzadkowanie jest jednakowo prawdopodobne.

e Po rozmowie kwalifikacyjnej kandydat jest albo zatrudniony albo od-
rzucony. Nie mozna potem tego cofnac.

4Plik arcsinNew3.m Oblicza prawdopodobienstwo, ze prowadzenie bedzie krotsze niz
100*x % czasu, plik arcsinNew.m podaje histogram dla Lplus/2N 7z R = 100000, D =
2N = 1000, i n = 25 jednakowej dtugosci klas; obrazek arcsin.eps
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e Decyzja jest podjeta na podstawie wzglednego rankingu kandydatow
spotkanych do tej pory.

e (Celem jest wybranie najlepszego zgloszenia.

Okazuje sie, ze optymalna strategia, to jest maksymizujaca prawdopodobien-
stwo wybrania najlepszego kandydata jest, nalezy szuka¢ wérod nastepuja-
cych strategi: opudci¢ k£ kandydatéw i nastepnie przyjac pierwszego lepszego
od dotychczas przegladanych kandydatow. Jesli takiego nie ma to bierzemy
ostatniego. Dla duzych n mamy k ~ n/e kandydatow. Poniewaz 1/e ~ 0.37
wiec stad jest nazwa 37 %. Dla matych n mamy

n ‘ 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
k 0 0 1 1 2 2 2 3 3
P | 1.000 0.500 0.500 0.458 0.433 0.428 0.414 0.410 0.406

To zadanie mozna prosto symulowaé jesli tylko umiemy generowaé losowa
permutacje. Mozemy tez zada¢ inne pytanie. Przypusémy, ze kandydaci
maja rangi od 1 do n, jednakze nie sa one znane komisji zatrudniajacej. Tak
jak poprzednio komisja potrafii jedynie uporzadkowaé¢ kandydatow do tej
pory starajacych sie o prace. Mozemy zada¢ pytanie czy optymalny wybor
maksymizujacy prawdopodobienstwo wybrania najlepszego kandydata jest
rowniez maksymizujgcy wartos$¢ oczekiwang rangi zatrudnianej osoby. Na to
pytanie mozna sobie odpowiedzie¢ przez symulacje.

2.3 Zagadnienie komiwojazera

Komiwojazer opuszcza miasto 0 i musi odwiedzi¢ wszystkie miasta 1,...,n
zanim powr6ci do miasta 0. Odleglosci pomiedzy miastem ¢ a miastem j
sa zadane macierza (c;j);j=o,.n- Jesli nie ma drogi z i do j to ¢;; = oo.
Nalezy znalez¢ droge, ktora minimizuje odlegtose H(w), gdzie dla zadanej
permutacji 7 liczb 1,...,n

H(ﬂ-) = Cory + Crymy T oo+ Crpy iy, T iy 0

Zadanie to dla duzych n jest trudne do wykonania metoda deterministyczna
ze wzgledu na duza liczbe obliczenn. Natomiast okazuje sie, ze zrandomizo-
wane algorytmy daja niespodziewanie dobre rezultaty. Oczywiscie na po-
czatku mozna poszukaé¢ 'dobrej’ drogi przez symulacje.
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2.4 Obliczanie calek metoda MC.

Metoda MC jest czesto wykorzystana do liczenia calek. Oczywiscie w nie-
trywialnych zadaniach sa to catki wielowymiarowe, czesto po obszarze nie
zadanym prostym wzorem, ktére wykluczaja uzycie standardowych metod
numerycznych. Uzywajac metody MC do obliczania tej catki, korzystamy
z tego, ze jesli U jest liczba losowa z [0,1)? (tzn. sktadowe wektora U sa
niezalezne o jednakowym rozkladzie jednostajnym na [0,1)), to z mocnego
prawa wielkich liczb, z prawdopodobienstwem 1

[0,1)

LS SU) S EAU) = [ fw) du

Szybkos¢ tej metody jest rzedu O(\/iﬁ niezaleznie od wymiaru d. Ten fakt
pokazemy po6znie;j.

3 Informacja o metodach quasi Monte Carlo

Alternatywna metoda do Monte Carlo (MC) uzywajaca liczb pseudo-losowych
sa metody quasi-MC uzywajaca liczb quasi-losowych. Jest to metoda szcze-
go6lnie uzyteczna przy obliczeniu calek f[O,l)d f(u) du. Zamiast generowania
ciagu liczb losowych, lub pseudolosowych teraz przy uzyciu metody quasi-MC
dany jest ciagg deterministyczny @1, @s, . . ., ktéry posiada pewne wlasnosci o
ktorych za chwile, i obliczmy szukang catke korzystajac z tego, ze

A w) B0 = [ du

0,1)d

Jesli ciag (x;) jest ciagiem quasi-losowym, to wtedy szybkosé¢ zbieznosci jest
rzedu O(n=079), gdzie 0 < € < 1 jest dowolne. Doktadniejsza postaé¢ rzedu
zbieznosci bedzie podana za chwile. Oczywiscie potrzebne sa tez pewne za-
tozenia z funkcji f, ktére w praktyce sa spelnione. Metody quasi MC sa
szeroko stosowane do wycen produkow finansowych.

Teoria liczb quasi-losowych opiera sie na pojeciu dyskrepancyji ciagu @1, xs, . . .

[0,1)?. Zacznijmy od dowolnego ciagu x1, T, ..., x, € [0,1)? i niech A be-
dzie pewng rodzing podzbioréw z [0, 1)¢. Wtedy przez dyskrepancje rozumie

sie wielkosé . A
D(z; A) = sup #liizc Ay

vol(A
AcA n ( )
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gdzie vol(A) jest objetoscig zbioru A. W tym szkicu bedziemy rozpatry-
waé rodzing A* podzbioréw postaci H;l:l[O,uj), gdzie 0 < u; < 1. Wtedy
mowimy o gwiazdkowej dyskrepancji i oznaczamy D*(x) = D(x; A*). Dla
kazdego ustalonej dtugosci ciggu n, mozemy to zadanie wariacyjne rozwia-
za¢ 1 mamy D*(x) > 5=, 1 rOwno§¢ jest osiagnieta dla z; = (2i — 1)/(2n),
18 =1,...,n. Rozwazmy teraz dowolny ciag @y, s, . ... Okazuje sie, ze teraz
problem jest duzo trudniejszy niz w przypadku skoficzonego ciagu.

Glowny konceptem tej teorii jest nastepujace pojecie. Mowimy, ze ciag
T1, Ty, ... € [0,1)¢ jest niskiej dyskrepancyi jesli

D*(z1,...,20) ~ O ((1°g”)d) .

n
Okazuje sie, ze istnieja takie ciagi. Na przyktad ciag Haltona, ciag Sobola,
czy ciag Faure. Dla tych ciagéw mozna pokazaé, ze

1 d 1
(ogn)! ,  (logn
n n

)d—l

D*(xy,...,x,) < Cy ).

W MATLABie w toolboxie Statistics and machne learning sa zaimplemento-
wane procedury generujace ciagi haltona i sobola (haltonset i sobolset).

4 Uwagi bibliograficzne

Na rynku jest sporo dobrych podrecznikéw o metodach stochastycznej symu-
lacji i teorii Monte Carlo. Zacznijmy od najbardziej elementarnych, jak na
przyktad ksiazka Rossa [40]. Z posrod bardzo dobrych ksiazek wykorzystu-
jacych w petni nowoczesny aparat probabilistyczny i teorii proceséw stocha-
stycznych mozna wymieni¢ ksiazke Asmussena i Glynna [4], Madrasa [33],
Fishmana , Ripleya [38]. Wsrod ksiazek o symulacjach w szczegolnych dzie-
dzinach mozna wymienié¢ ksigzke Glassermana [16] (z inzynierii finansowej),
Fishmana [15] (symulacje typu discrete event simulation. W jezyku polskim
mozna znalez¢ ksiazke Zielinskiego [50] oraz bardziej wspotczesna Wieczor-
kowskiego i Zieliiskiego [48]. Wyklady prezentowane w obecnym skrypcie
byly stymulowane przez notatki do wykladu prowadzonego przez J. Resinga
[37] na Technische Universiteit Eindhoven w Holandii. W szczegolnosci autor
skryptu dziekuje Johanowi van Leeuwaardenowi za udostepnienienie mate-
riatbw. W szczegdlnosci w niektorych miejscach autor tego skryptu wzoruje
sie na wyktadach Johana van Leeuwardena i Marko Bono z Uniwersytetu
Technicznego w Eindhoven.
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Teoria generatorow

1 Wstep

Podstawa symulacji stochastycznej jest pojecie liczby losowej. Nie bedziemy
tutaj wdawacé sie szczegétowo w filozoficzne dysputy znaczenia stowa “lo-
sowy”. Zacytujmy tylko co na ten temat pisze Knuth w swoim fundamental-
nym dziele [23], str 2: “W pewnym sensie nie ma czego$ takiego jak liczba
losowa; czy na przyktad 2 jest liczba losowa. Mozna natomiast mowic o ciggu
niezaleznych zmiennych losowych o okre$lonym rozktadzie, a to oznacza, z
grubsza rzecz biorgc, ze kazda z liczb zostata wybrana zupelie przypad-
kowo, bez zadnego zwigzku z wyborem pozostatych liczb w ciagu, i ze kazda
liczba miesci sie w dowolnym ustalonym zakresie warto$ci z okreslonym praw-
dopodobienistwem.” W skrypcie terminy liczba losowa i zmienna losowa sa
uzywane wymiennie.

Podstawowym rozktadem w tej teorii jest rozklad jednostajny U(0,1).
Jednakze na komputerze nie mozemy otrzymac¢ wszystkich liczb z odcinka
[0, 1]. Dlatego tak naprawde generujemy liczby przyjmujace wartosci

0,1/M,2/M,.... (M —1)/M

dla pewnego M = 2* i bedziemy oczekiwa¢, zZe ona ma rozktad jednostajny
na tym zbiorze. W tym wypadku bedziemy moéwili czesto o liczbie loso-
wej bez wymieniania nazwy rozktadu , tj. zmiennej losowej U o rozkladzie
jednostajnym U(0,1) na (0,1). Oznaczenia rozktadéow, wraz definicjami, ich
podstawowymi charakterystykami sa podane w dodatku XI.1.1 oraz tablicy
XI1.4.

13
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Przed nastaniem ery komputerowej, tworzono tablice liczb losowych. Naj-
prostsza tablice mozna zrobi¢ samemu, wyciagajac na przyktad kule z urny,
rzucajac kostka, itd, nastepnie te wyniki zapisujac. Mozna tez uzywac “kostki”
dajacej wyniki od 0,1 do 9; patrz Rys. 1.1 i przez kolejne rzuty produko-

Rysunek 1.1: Kostka z Eurandom

waé ciag cyfr losowych. Nastepnie grupujac wzgledem ustalonej liczby cyfr,
poprzedzajac je zerem i kropka ! otrzymaé zadane tablice liczb losowych. Ta-
kie tablice maja czesto “dobre wtasnosci” (co pod tym rozumiemy opowiemy
pozniej) ale gdy potrzebujemy bardzo duzo liczb losowych (na przyklad setki
tysiecy) opisana metoda jest bezuzyteczna.

Dzisiaj do tworzenia ciagu liczb losowych (lub jak sie mowi do ich ge-
nerowania) stosuje sie komputery. Chyba pierwszym, ktory to zrobil byt
John von Neumann okoto 1946 r. Zaproponowal on aby tworzy¢ nastepna
liczbe podnoszac do kwadratu poprzednig i wycieciu $rodkowych. “Metoda
srodka kwadratu” okazala sie niezbyt dobra; bowiem ma tendencje do wpa-
dania w koleine — krotki cykl powtarzajacych sie elementow. Na przyktad
ciag dwucyfrowych liczb zaczynajacych sie od 43 wedtug tego algorytmu jest
84,05,00,00,.... Mianowicie mamy 432 = 1849, 842 = 7056 i 052 = 25.
Powstala cala obszerna teoria dotyczaca generatoréow, tj. algorytmow pro-
dukujacych ciagi “liczb losowych”, analizy dobroci generatoréw. Teoria ta
wykorzystuje osiggniecia wspolczesnej algebry i statystyki.

W skrypcie uzywamy konwencje 0.1234 na zapis liczby z przedziatu (0,1) a nie 0,1234.
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Niestety komputer nie jest w stanie wygenerowa¢ idealnego ciagu nie-
zaleznych zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym. Dlatego czasem
mowi sie o liczbie pseudo-losowej generowanej przez komputer. Rozumiejac
te ograniczenia bedziemy przewaznie dalej pisa¢ o ciggu zmiennych losowych
o rozktadzie U(0,1).

Ogolny schemat generowania liczb losowych na komputerze mozna scha-
rakteryzowa¢ nastepujaco przez piatke: (S, so, f,U, g), gdzie

e S jest skonczong przestrzenig stanow,

So € S jest wartoscia poczatkowa rekurencji (ziarno),

Siv1 = f(s;), gdzie f: S — S,

natomiast U skonczong przestrzenig wartosci oraz

g:S—=U,iu;=g(z;) (i=0,1,... jest wygenerowanym ciagiem liczb
pseudolosowych.

Wtedy mowimy, ze (S, so, f,U, g) jest generatorem liczb losowych (GLL).

Latwo zauwazy¢, ze ciag generowany przez X,.1 = f(X,,) zawsze wpada
w petle: w koricu pojawia sie cykl, ktéry nieustannie si¢ powtarza. Diugosé
takiego cyklu nazywa sie okresem. Dobro¢ generatora zalezy od okresu. Za-
lezy nam na bardzo dhugich okresach. Zauwazmy, ze teoretycznie cykl nie
moze by¢ dtuzszy niz moc S.

1.1 Formalna definicja ciggu liczb losowych; liczby pseudo-
losowe

Przez ciag liczb losowych rozumiemy ciag U; (j = 1,...) zmiennych losowych
(U; : (2, F,P) — [0,1]) o jednakowym rozktadzie jednostajnym U[0, 1], tzn.

(i) U; ma rozklad jednostajny, tzn.

0 t<0,
P(U,<t)={ t 0<t<1
1 t>1,
(ii) Uy, Us, . .. sa niezalezne o jednakowym rozkladzie, tj. dlan =1,2,...

P(Uy <ty,...,U, <ty)=tity -ty
dla 0 <ty,...,t, <1
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Przez losowy cigg bitow rozumiemy cigg zmiennych losowych &,&,, ...
(& (Q,F,IP) — {0,1}), taki, ze

() P(g; = 0) =P(§; = 1) = 0.5,
(i) zmienne losowe &1, &, . .. sa niezalezne o jednakowym rozkladzie.

Zauwazmy wazna i nietrywialna wtasnos¢ takich ciagow liczb (bitow) lo-

sowych. Jesli ny < ny < ... jest podciagiem liczb naturalnych, to ciag
Unyy Uny, - .. jest ciagiem lezb losowych. Podobnie jest dla losowego ciagu
bitow.

Przedmiotem dalszych rozwazan w tym wyktadzie beda ciagi liczb (bitow)
pseudo-losowych, tj. takich ktore imituja ciagi liczb (bitow) losowych. Takie
ciagi mozna otrzymywacé na rbézne sposoby, ale my zajmiemy sie generowa-
nymi przez odpowiednie algorytmy na komputerach. Méwi sie o generatorach
liczb pseudolosowych (w jezyku angielskim pseudo-random number genera-
tor (PRNG). Poniewaz te dwa pojecia sie zlewaja, w dalszej czes¢ wykladu
bedziemy opuszczali stowo pseudo. W literaturze czesto pisze sie po prostu
random number generator (RNG), ktory oczywiscie musi by¢ generatorem
liczb pseudolosowych. Czlowiek nie jest bowiem w stanie generowac idealny
cigg liczb ktore sa realizacjami ciggu niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie. Kontynujgc rozwazania terminologiczne, zauwazmy, ze
jesli jest mowa o R replikcacjach liczby losowej U, to jesli nie bedzie powie-
dziane co innego, mamy ciag Uy, ..., Ug zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie jednostajnym U(0, 1).

1.2 Rozklad jednostajny na {0,..., M — 1}

W niektorych zadaniach potrzebny jest cigg liczb losowych Y1, Y5, ... przyj-
mujacych wartoséci od 0,..., M — 1. Ciag tem nazywamy losowy, jesli jest
realizacja z proby niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
jednostajnym na M = {0,..., M — 1}, tj.

P(Y;=i)=— i=0,...,M—1.

Majac do dyspozycji generator, na przyktad MATLABowski

rand
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mozemy takie liczby w prosty sposob otrzymaé nastepujaco: Y; = | MU;].
Jesli wiec chcemy otrzymaé ciag 100 elementowy z M = 10 to piszemy skrypt
hGenerate uniform integers on the set 0:M-1:

n = 100; M=10;

Y = floor(M.*rand(n,1));

Polecamy zastanowié sie, jak zmieni¢ powyzszy skrypt aby otrzymac cyfry
losowe réwnomiernie roztozone na 1,..., M.

2 Losowe permutacje

Niech S, bedzie zbiorem wszystkich permutacji zbioru [n] = {1,...,n}.
Przez losowa permutacje rozumiemy taka operacje ktora generuje kazda per-
mutacje z S,, z prawdopdobieristwem 1/n!.

2.1 Algorytm na losowa permutacje

Podamy teraz algorytm na generowanie losowej permutacji liczb 1,... ,n. A
wiec celem jest wygenerowanie 'losowej’ permutacji tych liczb, tj. takiej, ze
kazdy wynik mozna otrzymac z prawdopodobieristwem 1/n!. Zaktadamy, ze
mamy do dyspozycji generator liczb losowych Uy, Us,, ..., tj. ciag niezalez-
nych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie jednostajnym U(0,1).
Podajemy teraz algorytm na generowanie losowej permutacji ciggu 1,...,n

Losowa permutacja

1. podstaw t = n oraz A[i] =idlai=1, . . ., n;
2. generuj liczbe losowa u pomiedzy O i 1;
3. podstaw k = 1 + \1floor tu\rfloor ; zamien A[k] z A[t];
4. podstaw t =t - 1;
jesli t > 1, to powrdt do kroku 2;
W przeciwnym razie stop i A[1], . . . , Aln ]
podaje losowyg permutacje.

Ztozonosé tego algorytmu jest O(n) (dlaczego 7). Algorytm jest konsekwencja
zadania 5.2.
W MATLAB-ie generujemy losowa permutacje za pomoca instrukcji

randperm
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2.2 Tasowanie kart

Tasowanie kart jest procedura ktora prowadzi do permutacji losowej. Mia-
nowicie, powiedzmy mamy talie 52 kart. Chcemy aby byly uporzadkowane
“losowo”, tzn. kazda konfiguracja miala prawdopodobienistwo 1/52!. W kar-
tach przeporwadza sie procedure tasowania kart aby dosta¢ uporzadkowanie
losowe. Oczywiscie musimy formalnie zdefiniowa¢ matematycznie jak zdefi-
niowa¢ tasowanie.

W ostatnich latach napisano sporo prac o teoretycznych wtasnosciach
tasowania kart. Talie kart mozna utozsamic z ciagiem liczb [m] = (1,...,m),
ktore mozna uporzadkowaé na m! sposobdw, noszacych nazwy permutacji.
Rozpatrzmy zbior S, wszystkich permutacji ciagu [m]. Permutacja losowa
bedziemy nazywali odwzorowanie X : () — S, z przestrzeni probabilistycznej
(Q, F,IP) takie, ze IP(X = 7) = 1/m! dla dowolnej permutacji m € S,,,. Takie
odwzorowanie mozemy otrzyma¢ przez algorytm na permutacje losowa z 2.1
na podstawie zadania 5.2. Mozemy tez wprowadzaé rozne sposoby tasowania
kart, ktore nasladuja tasowania prawdziwych kart. Kazde tasowanie jest
losowe, a wiec zaczynajac od Xy = m, po n tasowaniach mamy permutacje
X,. Pytaniem jest jak daleko X, jest od permutacji losowej. Mozemy na
przyktad zmierzyc odleglos¢ wahania

1 1
dn = > [P(X, =7) = —.
TI’GSm
Mozna wymy$la¢ rézne schematy tasowania kart. Niech 7, mo, ..., 7T,

bedzie talia m kart.

Proste tasowanie kart 2 W kazdym kroku bierzemy karte z gory i wkla-
damy ja losowo do talii. Mozemy to sformalizowa¢ nastepujaco. Oznaczmy
miejsca miedzy kartami ki Uk - - kU, W kazdym kroku wybieramy losowo
jedno z tych miejsc i nastepnie wktadamy w to miejsce gorna karte.

Losowe inwersje ° Przez losowa inwersje permutacji m# = (m,...,Tn,)
nazywamy wylosowanie pary m;, 7;. Mozemy to robi¢ albo wyciaggajac dwie
jednoczesnie (pare losowa), lub pojedynczo, i wtedy gdy dwie sg takie same
to nic nie robimy. Powtarzamy losowania n razy. Poniewaz na kazdym etapie
wynik jest losowy, a wiec po n krokach mamy permutacje X,.

2top-to-random
3random exchange
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Time reverse riffle shuffle Generujemy odwrotne tasowanie. Oznaczamy
tyl kazdej karty losowo i niezaleznie liczba 0 lub 1. Nastepnie wyciagamy z
talii wszystkie oznaczone zerem, zachowujac ich uporzadkowanie i ktadziemy
je na pozostatych kartach.

Pytaniem jest ile nalezy zrobi¢ tasowan aby by¢ "blisko"permutacji loso-
wej.

Dla time reverse riffle shufle z m = 52 tak jak jest to w prawdziwej talii
dokladne wielkosci d,, sg nastepujace:

n| 1 | 2 [ 3 | 4 |56 |7 ]8]9]10
d, [ 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | .924 | .614 | .334 | .167 | .085 | .043

(wg. pracy Diaconisa [11]). Te wyniki sugeruja, ze n = 7 powinno wy-
starczy¢ do otrzymania w miare bliskiego permutacji losowej (czyli dobrze
potasowanej talii). To bylo trescig artykutu w New York Times (|24] pod
takim tytulem. Tabela powyzsza pokazuje pewien problem z ktorym czesto
spotykamy sie gdy symulujemy charakterystyke procesu, ktory sie stabilizuje,
i chcemy obliczy¢ wielkos¢ w warunkach stabilnosci. Jest wiec pytanie kiedy
osiagneliémy warunki stabilnosci. Do tego powrdcimy poédzniej. Symulacja
liczb w tabelce bylaby trudna dla m = 52, ale mozemy sprobowa¢ policzy¢
d,, przez symulacje dla mniejszych m.

Wspolng cechg tych schenmtow losowan, jest to, ze po formalizacji mate-
matycznej, prowadza do teorii tancuchéw Markowa. To, ze tasowania zbie-
gaja do permutacji losowej jest prosta konsekwencja podstawowych twierdzen
tej teorii. Natomiast odpowiedZ na pytanie jak szybka jest ta zbiezno$é jest
nietrywialna i wokét niej koncentrujg sie badania.

3 Generatory liczb losowych

3.1 Generatory kongruencyjne

Najprostszym przykladem generatora liczb pseudo-losowych jest ciag u,, za-
dany przez x,/M, gdzie

ZTpi1 = (ax, +¢) mod M. (3.1)
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Nalezy wybrac

M, modul; 0< M
a, mnoznik; 0<a< M
¢, krok 0<ec< M

T, warto$¢ poczatkowa; 0 < zo < M,
(ang. odpowienio modulus, multipler and increment). Aby otrzymac ciag z
przedziatu (0,1) musimy teraz wybraé¢ u, = x,/M. Ciag (x,) ma okres nie
dtuzszy niz M.
Nastepujace twierdzenie (patrz twierdzenie A na stronie 17 swojej ksiazki
Knuth [23]) podaje warunki na to aby kongruencja liniowa miata okres M.

Twierdzenie 3.1 Niech b=a — 1. Na to aby cigg (x,) zadany przez (3.1)
mial okres rowny M potrzeba 1 wystarcza aby

e ¢ jest wzglednie pierwsze z M,
o b jest wielokrotnoscig p dla kazdej liczby pierwszej p dzielgcej M,
o jesl 4 jest dzielnikiem M, to a =1 mod 4.

Podamy teraz przyktady generatoréw liczb pseudolosowych otrzymanych
za pomocg metody konguencji liniowej.
Przyklad 3.2 Mozna przyja¢ M = 231 — 1 = 2147483647, a = 7° = 16867,
¢ = 0. Ten wybér byl popularny na 32-bitowych komputerach. Innym
przyktadem proponowanego ciggu o niezlych wtasnosciach jest wybor M =
2147483563 oraz a = 40014. Dla 36-bitowych komputeréow wybor M =
235 — 31, a = 5° okazuje si¢ dobrym. *
Przyktad 3.3 [Resing [37]]. Jesli (a,c, M) = (1,5,13) 1 X, = 1, to mamy
ciag (X,): 1,6,11,3,8,0,5,10,2,7,12,4,9,1,..., ktory ma okres 13.
Jesli (a,c, M) = (2,5,13), oraz Xy = 1, to otrzymamy ciag
1,7,6,4,0,5,2,9,10,12,3,11,1, ... ktéry ma okres 12. Jesli natomiast X, =
8, to wszytkie elementy tego ciggu sa 8 i ciag ma okres 1.

Uogdlniona metoda kongruencyi liniowej generuje ciggi wedlug rekurencji
Tpi1 = (1Tp_1 + a2Tp_o+ ...+ apx,_) mod M

Jesli M jest liczba pierwsza, to odpowiedni wybdr stalych a; pozwala na
otrzymanie okresu M*. W praktyce wybiera sie M = 23! —1 na komputerach
32 bitowych.

4Podajemy za Asmussenem i Glynem oraz Rossem (str.37)
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Terminologia i skroty Generatory oparte o metode konguencji liniowej
nosza nazwa liniowych generatorow konguencji liniowej (ang. linear congu-
ential generator). Bedziemy je oznacza¢ przez LCG(M,a,c). W przypadku
generatorow opartych o uogélniona konguencje bedziemy je oznaczali przez
GLCG(M, (ay,...,ax)).

Za L’Ecuyer [29] podamy teraz kilka popularnych generatoréw uzywanych
w komercyjnych pakietach.

Przyklad 3.4

Java
T = (25214903917x; +11) mod 2%
wp = (2°720:/2%] + |@2ig1/27"]) /2% .
VB
r; = (1140671485z; 1 + 12820163) mod 2**
u; = 171‘/224.
Excel

u; = (0.9821U;_; + 0.211327) mod 1 .

Jesli ¢ = 0, to generator nazywa sie liniowy multiplikatywny kongru-
encyjny. W Lewis et al ® zaproponowano nastepujace parametry takiego
generatora: M = 231 — 1, a = 1680.

Spotyka sie tez generatory bazujace na kongruencjach wyzszych rzedow,
np. kwadratowych czy szesciennych. Przyklady takich generatoréw mozna
znalez¢ w w Rukhin et al 2010.°

Generator kwadratowej kongruencji I (QCG I). Ciagi zadan sg reku-
rencjg
i1 = a7 mod p

’Lewis, P.A.P., Goodman, A.S. and Miller, J.M. (1969)

6Rukhin, A., Soto, J. Nechvatal, J, Smid, M., Barker, E., Leigh, S., Levenson, M.,
Vangel, M., Banks, D., Heckert, A., Dray, J. and Vo, S. 2010, A statitical test suite fro
random number generators for cryptographic applications.National Institute of Standard
and Technology, Special Publication 800-22, Rev 1la.
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gdzie p jest 512 bitowa liczba pierwsza zadang w uktadzie szenastkowym

p = 987b6a6b f2c56a97291c445409920032499 f9eeTad128301b5d0254aala9633
fdbd378d40149 f1e23a13849 f3d45992 f 5c4c6b71040990¢301 6005 f9d8115el

Generator kwadratowej kongruencji II (QCG II). Ciag jest zadany
rekurencja
Tit1 = 2:1012 +3z; +1 mod 2°%2.

Generator szesciennej kongruencji (CCG). Ciag jest zadany rekurencja

T = 227 mod 2°%2,

Generator Fibonacciego. Generator Fibonnaciego zadany jest rekurencja
Ty = Tp_1+ Tp_o mod M (n > 2).

Modyfikacja dajaca lepsze wtasnosci niezaleznoéci jest opdzniony generator
Fibonnaciego (lagged Fibonnaci generator) zadany rekurencja

Ty = Ty + xny mod M (n > max(k,l)).

Inna modyfikacja jest substractive lagged Fibonnaci generator zadany reku-
rencja
Ty = Ty — Ty mod M (n > max(k,l)).

Knuth zaproponowal ten generator z k = 100, [ = 37 oraz M = 2%,

3.2 Generatory w MATLABie

W MATLABie” sg zaimplementowane 3 generatory: 'state’, 'seed’ i "twister’.
Jesli nic nie zostanie zadeklarowane to jest w uzyciu 'state’. W przeciwnym
razie musimy zadeklarowa¢ wpisujac komende rand(method,s), gdzie

e w 'method’ nalezy wpisaé¢ jedna z metod 'state’, 'seed’ lub 'twister’,

e warto$¢ ’s’ zalezy od zadeklarowanej metody:

w przypadku ’state’ or 'twister’, s musi by¢ albo liczba catkowita
od 0 do 2% — 1 lub wartos$cia wyj$ciowa rand(method),

w przypadku 'seed’ wielko$¢ s musi by¢ albo liczba catkowita od 0
do 23! — 1 lub wartoscia wyj$ciowa rand(method).

"TMATLAB Version 7.2.0.294 (R2006a).
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Przyktad 3.5 Proponujemy na poczatek nastepujacy eksperyment w MA-
TLABie. Po nowym wywotaniu MATLAB napisa¢ rozkaz

rand
a nastepnie
rand(’state’,0).
W obu przypadkach dostaniemy taka sama liczbe 0.9501. Natomiast

rand(’twister?’,0)

Przyklad 3.6 Dla generatora ’state’ znaleziono przyktady na odchylenie od
losowosci, o ktorych chcemy teraz opowiedzie¢. Nalezy jednak zdawaé sobie
sprawe, ze podobne przyktady mozna znalez¢ dla wszystkich generatorow.
Rekomendujemy czytelnikowi zrobienie nastepujacego eksperymentu, w kto-
rym dla kolejnych liczb losowych Uy, ..., U, bedziemy rejestrowa¢ odstepy

X1, Xs, ... pomiedzy liczbami mniejszymi od §. Oczywiscie z definicji takie
odstepy maja rozklad geometryczny z funkcja prawdopodobienstwa §(1—3)*,
k = 0,1,.... Ponadto kolejne odstepy Xi, Xo,... sg niezalezne o jednako-

wym rozkladzie geometrycznym. Jesliby wiec zrobi¢ histogram pojawiania
sie poszczegolnych diugosci to powinien dla duzej liczby wygenerowanych
liczb losowych przypominaé¢ funkcje §(1 — §)*. Polecamy wiec czytelnikowi
przeprowadzenie nastepujacych eksperymentéw w MATLABIE; najpierw dla
metody ’state’ a potem ’twister’, z roznymi n,d wedlug nastepujacego algo-
rytmu:

rand(’state’,0);

n = 5%x10°7;

delta = .01;

runs = diff(find(rand(n,1)<delta))-1;

y = histc(runs, 0:100) ./ length(runs);
plot(0:100, (1-delta) .~ (0:100) .*delta,’k--’, 0:100,y,’b-");
title(’Distribution of run lengths’)

xlabel(’Run Length’); ylabel(’Relative Frequency’);

legend ({’Expected (Geometric) Distribution’ ’Actual Distribution’})

Dla pierwszej z tych metod mozemy zaobserwowadé tajemnicza odchytke przy
k = 27; patrz rys. 3.2. 8

8plik przykladZlyGenState.m
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x107° Distribution of run lengths

T T T T T T
— — — Expected (Geometric) Distribution|
Actual Distribution

Relative Frequency
~

. . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Run Length

Rysunek 3.2: Histogram pojawiania sie malych wielkosci; generator ’state’,
n=5%107, 5 = 0.01

Jest to spowodowane tym, ze generator niepoprawnie generuje male war-
tosci. Mozna sie o tym przekona¢ eksperymentujac z 6. Tak naprawde,
dobrze dopasowang do zadanego n = 5 x 107 jest § = 0.05 jednakze wtedy
rysunki sie zlewaja. Natomiast dla bardzo malych 6 nalezatoby zwiekszy¢
n. Wyjasnieniem jak dobiera¢ n zajmiemy sie¢ w nastepnych rozdziatach.
Dla poréwnania na rys. 3.3 pokazujemy wynik dla podobnej symulacji ale z
generatorem ’twister’. °

Dla kontrastu na rys. 3.4 podajemy wynik symulacji jesli zamiast od-
stepow pomiedzy liczbami mniejszymi od 6 = 0.01 rozwazamy odstepy po-
miedzy liczbami wickszymi od § = 0.99. ' W tym przypadku odstepy
X1, Xo,... maja ten sam rozklad geometryczny.

Generator Mersenne Twister Jednym z generatoréw uzywanych przez
MATLAB (ale nie tylko bo jest zaimplementowany w wielu innych pakietach)
jest generator Mersenne Twister MT19937, ktory produkuje ciggi 32 bitowe
liczb calkowitych. Charakteryzuje sie on bardzo dlugim okresem 219937 — 1.
Jest to liczba pierwsza tzw. Mersenne’a. Dla wielu zastosowan wystarczy juz
krotszy okres. GGenerator wymaga bardzo duzej przestrzeni CPU i jest przez
to powolny. Problemem jest tez wyboér ziarna, ktore powinno byé¢ wysoce

plik przykladZlyGenTwister.m
10plik przykladZlyGenStateAnty.m
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Rysunek 3.3: Histogram pojawiania sie matych wielko$ci; generator "twister’,

n="5%107, § = 0.01

nieregularne, poniewaz w przypadku zbyt regularnego, aby otrzyma¢ wyniki
zblizone do postulowanej imitacji losowego ciagu bitow, musi sie wykonac

wiele iteracji.

3.3 Inne generatory

Wiele probleméw przy rozwigzaniu wymaga bardzo dtugich okresow. Takie
zapewniajg na przyktad tzw. generatory mieszane.

Generator mieszany '!' Na przy

klad niech

1. Tp = (Alxan — AQ.Infg) mod M1

2. Yy, = (Blyn—l — Byy,—3) mod

3. zp = (rp —yn) mod M,

M

4. jesli z, > 0, to u, = 2,/(M; + 1); w przeciwnym razie u, = M /(M +

1).

HKelton et al (2004) W.D. Kelton, R.P.Sadowski and D.T. Sturrock (2004)
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x107° Distribution of run lengths
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Rysunek 3.4: Histogram pojawiania si¢ duzych wielko$ci; generator ’state’,
n=5%107, 5 = 0.01

z wyborem M; = 4294967087, M, = 4294944443, A; = 1403580, Ay =
810728, By = 527612, By = 1370589. Jako warunki poczatkowe nalezy
przyjaé pierwsze trzy x-sy oraz trzy y-ki. Algorytm zostal stworzony przez
[’Ecuyera [28] przez komputerowe dopasowanie parametrow zapewniajace
optymalne wtasnosci generatora.

RC4 RC4 generuje pseudolosowy strumieri bitow (tzw. strumien szyfru-
jacy) 1 jest uzywany do szyfrowania. Nas interesuje tutaj jedynie czesé¢ doty-
czaca generowania. Bedziemy rozwazali algorytm RC4 ktoéry generuje liczby
x; € M, gdzie M = 2. W standardowej wersji k = 8. W pamieci wewnetrz-
nej przechowuje sie (5,14, j), gdzie S jest permutacja M ii,j € M.

W celu wygenerowania strumienia szyfrujacego wykorzystuje sie tajny
stan poczatkowy, tzw. zewnetrzny klucz K = (K(1),..., K(M)). Czasami
K jest M bitowa liczba; K (i) € {0,1}. W przypadku k = 8, K jest 32-bitowa
liczba. Klucz moze tez mieé¢ inng dtugosé - keylen. W przypadku k& = 8 poleca
sie keylen pomiedzy 40 a 128 bitow. Mozna tez otrzymaé K z aktualnego
czasu komputera. Kluczem tez moze by¢ ciag K(i) € M. Na podstawie
klucza generuje sie poczatkowe S,i,j (tzw. KSA key scheduling algorithm.
Nastepnie tworzony jest strumieri bitow wyjsciowych za pomoca algorytmu
pseudolosowej generacji (PRGA - pseudo-random generation algorithm.
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e (i) Procedura inicjowania klucza - KSA. Poczatkowo w tablicy S
tworzona jest permutacja identycznosciowa. Nastepnie S jest przetwa-
rzane w 256 iteracjach i mieszane jednoczesnie z bajtami klucza. Przez
K oznaczamy klucz; keylen jest jego dlugoscia.

for i=0:M-1
S(i)= 1

j= 0

for i=0:M-1
j= (j + S(i) + K(i mod keylen)) mod M
zamien(S(i),5(j))

e (ii) Algorytm pseudolosowej generacji - PRGA Algorytm pseu-
dolosowej generacji modyfikuje stan tablicy S i generuje bajt strumie-
nia szyfrujacego tyle razy, ile wynosi dtugos$¢ tekstu oryginalnego. Za
kazdym razem algorytm zwieksza i o 1, dodaje do j wartos¢ w S wska-
zywang przez i, zamienia ze soba wartosci S(i) 1 S(j) oraz jako wynik
daje wartos¢ z S wskazywana przez S(i) + S(j)( mod M). Kazda
wartos$¢ S jest zamieniana co najmniej raz na kazde 256 iteracji.

i=20
j=20
r =1

while true do :
i=(i+ 1) mod M
(j + S(i)) mod M
r +1
zamien (S(i),S(j))
wynik x_r = S((S(i) + S(j)) mod M)
end while

K .
I

3.4 Generatory pseudolosowych ciggéw bitow.

Przez ciagi pseudolosowe bitéw rozumiemy ciagi zero-jedynkowe. Wiele ge-
neratoréw liczb pseudo-losowych jest generowany przez losowe ciggi bitow,
ktore sa dzielone na bloki zadanej dtugosci, i nastepnie zamieniane na odpo-
wiedni format. Na przyktad na liczby z przedziatu [0, 1]. Pytanie odwrotne
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jak z ciagu niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie U(M)
otrzymaé o wartoéciach w M otrzymac losowy ciag bitéw. Mozna to zrobi¢
jesli M = 2%, Szczegolty mozna znalezé w zadaniu 5.1.

Innym powodem dla ktérego potrzeba rozpatrywaé (pseudo)losowe ciagi
bitow jest kryptografia.

Zanim podamy konkretne generatory musimy przypomnie¢/wprowadzi¢
kilka poje¢. Bedziemy mieli do czynienia z ciggami bitoéw, tj. z ciggami zero-
jedynkowymi, zazwyczaj ustalonej dtugosci. Jest to zwiazane z konstrukcja
komputera, gdzie takie ciagi sa trzymane w tzw. rejestrach. NajczeSciej
spotykane sa rejestry 32 lub 64 bitowe.

Zrobimy teraz przeglad operacji na rejestrach. Niech p,q € {0,1} a p =
(P1y-son)iq=(q1,---\qn)-

e XOR (lub EOR, EXOR, @®). XOR jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy
gdy nieparzysta liczba zdan na wejsciu jest prawdziwa. Operacje mo-
zemy zapisa¢ w postaci tabelki

P q|\PDyq
0 0] O
01 1
10 1
11 0

W przypadku dwoch ciggéow bitow operacje wykonujemy na kolejych
parach. Na przyktad ...

e Przesuniecia. Bit shifts. Lewy szift jest czesto oznaczony przez <<,
natomiast prawy przez >>. Krotnoé¢ jest zaznaczona przez drugi ar-
gument. Na przyktad

rT=1y << 2

oznacza, ze T jest otrzymana przez przesuniecie w lewo o dwa bity. W
lewym przesunieciu na opuszczone miejsca podstawia sie 0-ra.

Teraz podamy kilka przyktadéw generatorow wykorzystujacych operacje
D1i<<.
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Exclusive OR Generator (XORG) Zaczynamy od 2'°—1 = 127-bitowego
ziarna

Liy...,2T127
=0001011011011001000101111001001010011011011010001000000101011111101010010
0001010110110000000000100110000101110011111111100111

Nastepne bity orzymujemy stosujac algorytm:

Ty = Ti—1 D xi_127 J = 128.

4 Testowanie dobrych wtasnosci generatora

Ciag liczb pseudolosowych otrzymany za pomoca generatora “ma wygladac¢”
jak ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym. Po wy-
generowaniu probki liczacej tysiace, trudno co$ sprawdzi¢ jak wyglada i dla-
tego trzeba sie odwola¢ do metod statystycznych. Przygotowywaniu testow
do sprawdzenia tosowosci¢iagu liczb zajmowano sie od poczatku istnienia
teorii generatorow. Jednakze obecnie teoria nabrala rumiencow gdy zauwa-
zono, jej uzyteczno$é¢ w kryptografii. Zauwazono bowiem, ze idealng sytuacja
jest gdy zaszyfrowany ciag wyglada zupelnie losowo, poniewaz odstepstwa od
losowosci moga zwickszy¢ szanse ztamania protokutu kryptograficznego, od-
krycia klucza prywatnego, itp. Ze wzgledu na wspomniane zapotrzebowanie
przygotowywane sa zestawy testow. Najbardziej znane to

e Diehard tests. Jest to zestaw opracowany przez George’a Marsaglia z
1995 r.

o TestUOLl. Zestaw opracowany przez Pierre L’Ecuyer i Richard Simard
z 2007 .

o NIST Test Suite Zestaw opracowany przez organizacje Natonal Insti-
tute of Standards and Technology Zestaw ten jest napisany pod katem
zastosowan w kryptografii.

Dla ilustracji zrobimy teraz przeglad kilku podstawowych metod. Mu-
simy wpierw sprawdzi¢ czy generowane liczby przypominaja zmienne losowe
o rozkladzie jednostajnym. Do tego stuza w statystyce testy zgodnodci: >
oraz test Kolmogorowa-Smirnowa.
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Bedziemy przyjmowac hipoteze Hy mowiaca, ze zmienne losowe Uy, . .. sa
niezalezne o jednakowym rozkladzie U(0,1). Przypomnijmy, ze dla zmien-
nych losowych Uy, ... definiujemy dystrybunate empiryczng

n

A 1
Fn(t):EZMUigt), 0<t<1.
=1

W uzyciu sa, miedzy innymi, nastepujace typy testow:

testy rownomiernosci — sprawdzajacy czy wygenerowane liczby sg row-
nomiernie rozmieszczone miedzy zerem a jedynka,

test serii — podobnie jak réwnomiernodci tylko dla kolejnych ¢-rek,

test odstepéw — notujemy odstepy pomiedzy liczbami losowymi, ktore
nie naleza do [a,b], gdzie 0 < a < b < 1, i sprawdzamy zgodnos¢ z
rozkladem geometrycznym.

testy oparte na klasycznych zadaniach kombinatorycznych,

testy oparte na wtasnosciach relizacji btadzenia przypadkowego.

Od generatora pseudolosowych ciggu bitow nalezy wymagaé:

4.1

Jednostajnosci: jakikolwiek badany podciag powinien $rednio zawierac¢
potowe zer i potowe jedynek,

Skalowalnosci: Test zastosowany do catego ciagu powinien daé¢ te same
rezultaty dla dowolnego wybranego podciagu.

Zgodnoéci: Dobro¢ generatora powinna by¢ testowana dla dowolnych
ziaren. Jest to szczegdlnie wazne w kontekscie zastosowan kryptogra-
ficznych. Sa znane generatory (np. Mersenne twister), ktorego "do-
bre"wtasnosci zaleza od tosowego"wybrania ziarna.

Funkcja p-wartosé

Uzywajac metod statystyki mozemy weryfikowaé¢ hipoteze. W naszym przy-
padku weryfikujemy hipoteze dotyczaca niezaleznosci i jednakowosci rozkta-
dow (jednostajnych) sprawdzanego ciagu. Przyjmuje sie poziom istotnosci
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(blad pierwszego rodzaju « - prawdopodobienstwo odrzucenia hipotezy zero-
wej, jesli jest ona prawdziwa) i nastepnie dla ustalonej statystyki testowej T
znajduje sie obszar akceptacji. Najczesciej mamy do czynienia z testami jed-
nostronnymi z obszarami akceptacji T > zg lub T' < zq lub |T'| < to. Wtedy
xo jest dobierane tak aby odpowiednio IP(T" ¢ obszaru akceptacji) = a.

W przeciwienistwie do tego co si¢ uczy na statystyce, ze najpierw ustala
sie poziom istotnodci testu i obszar akceptacji, do testowania generatorow
zalecana jest nastepujaca procedura. Niech 7' ma dystrybante G(z) i w za-
gadnieniu obszar akceptacji testu jest postaci (—oo, a]. Obliczamy statystyke
testowa T dla bardzo duzej liczby prob (na przykiad n = 2'°) i nastepnie
jesli T =ty to obliczamy wartoéci tzw. p-wartodci'?:

p=1-CGlto) . (4.2)

Czasami spotykamy testy z obszarem akceptacji postaci (a, 00) i wtedy obli-
czamy lewa p wartosc¢

p = G(to) - (4.3)

Jesli jedna z tych wartosci jest bardzo bliska 0 to moze wskazywac jakis
problem z generatorem. Przez malg liczbe L'Ecuyer poleca p = 1071510719,
Natomiast mamy przypadek “podejrzany” gdy p sa bliskie 0.005. Jednakze
wydaje sie, ze te zalecenia sa zbyt ostre.

Ogolnie zalecane jest wygenerowanie m = 1000 — 10000 ciagéw dtugosci
n = 220 — 232, Mozna powtarza¢ eksperyment dla réznych n = 2 zwieksza-
jac k i obserwujac czy nie ma zalamania si¢ wartosci p. Po przeprowadzeniu
eksperymentu otrzymujemy ciag p1, . . ., pm p-wartosci. Przyjmujemy wartosé
krytyczna, na przyklad zalecane w raporcie NIST [41] o = 1/100 — 1,/1000.
W przypadku o = 1/100 to spodziewamy sie ze co najwyzej okoto 1% ekspe-
rymentow obleje test (to znaczy poda mata p-wartosé). A wiec w przeciwnym
przypadku mamy podejrzenie, ze generator jest kiepski.

Powtarzamy ten eksperyment dla n = 2¥ obserwujac czy nie ma zalama-
nia sie wartosci p.

Zgodnos$é z rozkladem jednostajnym; test A\ Kolmogorowa

Teraz zajmiemy sie testowaniem hipotezy, ze rozktad brzegowy U jest U(0,1).
Do tego stuza testy zgodnosci, na przyktad test Kolmogorowa-Smirnowa.
Generujemy liczby Uy, ..., U,, i definiujemy odpowiadajaca im

12y value
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Pamietajac, ze nasza hipoteza jest rozktad jednostajny U(0, 1), tj. F(t) =
t dla t € (0, 1), nasza statystyka testowa jest

Dy = sup |Fu(t) 1] -

0<t<1

Z twierdzenia Gliwienko—Cantelli mamy, ze jesli U; sg rzeczywiscie o rozkta-
dzie jednostajnym, to z prawdopodobienstwem 1 ciagg D, zmierza do zera.
Natomiast unormowane zmienne /nD,, zbiegaja wedlug rozkladu do roz-
ktadu A\-Kolmogorowa, tj.

o0

lim P(vnD, <t)=K(t)= > (=17 exp(=25*t*),  t>0.
n—oo
j==00

Rozktad ten jest stablicowany, patrz np tablice Zielinskich [52]. W szczegdl-
noéci mamy Ag; = 1.224, Mg o5 = 1.358 oraz A1 = 1.628, gdzie

1-K(\) =a.

Do wyznaczenia D,, mamy nastepujacy algorytm. Niech Uy, ..., Uy bedzie
statystyka porzadkowa z proby Uy, ..., U,, tj. ich niemalejace uporzadkowa-
nie oraz

DY = max (i - U@) ,

1<i<n

, — 1
D, = max (U(i) ! > .
1<i<n n

Wtedy
D, =max(D;,D,) .

Innym testem zgodnosci jest test x2. Pokazemy jego zastosowanie do
sprawdzenia nie tylko zgodnosci z rozkladem jednostajnym ale réwniez nie-
zaleznodci.

Test czestosci par '3 Chcemy przetestowaé czy ciag ug,us,... € [0,1]
jest realizacja z proby prostej rozktadzie jednostajnym na [0,1] Uy, Us, .. ..
Zamiast ciagu liczb rzeczywistych uq,... € [0,1] przechodzimy do ciagu

13Knuth v. ang. str. 60.
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Y1, Y2, ... € {0,1,..., M — 1} stosujac przeksztalcenie y; = [Mu;|. W za-
leznosci od komputera musimy wybra¢ M = 2¥. Na przyklad stosuje sie
M = 64 = 25 gdy komputer pracuje w systemi dwojkowym, i wtedy i re-
prezentuje 6 najbardziej znaczacych bitéw w dwojkowej reprezentacji u;. Dla
naszego testu par rozpatrujemy ciag n elementowy

(yla 3/2)7 (y37 y4)a sy (anfla ZUZn)

Wtedy liczymy X, liczbe powtorzen ys;_1 = q,y2; = r dla kazdej pary
0<gq,r<M-—1istosujemy test x> z M? — 1 stopniami swobody z praw-
dopodobienistwem teoretycznym 1/M? dla kazdej pary (q,r).

Test odstepéw Przyklad pokazujacy nieprawidtowosci generatora ’state’
w MATLABIe (patrz podrozdziat 3.2 wykorzystywal odstepy pomiedzy ma-
tymi wielkoéci. Ogolnie test odstepow bada odstepy pomiedzy pojawieniem
sie wielkosci u; € (v, f], gdzie 0 < a < f < 1. Rozklad odstepu jest geome-
tryczny z prawdopodobienstwem odstepu rownym j wynoszacym p(1—p)/~!
(j=1,2,...). Tutaj p = f — « i testujemy zgodnos¢ rozktadem chi kwadrat.

4.2 Testy oparte na schematach urnowych

Cata grupa testow jest oparta na schemacie rozmieszczenia n kul w &k urnach.
Zdefiniujemy najpierw kostke w przestrzeni [0, 1)’. Dzielimy kazdy z ¢ bokow
na d (najlepiej d = 2¢) réwnych odcinkéw [i/d, (i +1)/d), i =0,...,d — 1,1
nastepnie produktujac je ¢ razy otrzymujemy d' malych kostek. Oznaczmy
k = d*, i ponumerujmy kostki od 1 do k. To beda nasze urny. Teraz generu-
jemy nt liczb losowych Uy, ..., Uy, i grupujemy je w n wektorow z [0, 1)":

Ul - (Ub ceey Ut)7U2 - (Ut—‘rl) sy UQt)a
cey Un = (U(n—l)t—i-lu ceey Unt) .

Kazdy taki d wymiarowy wektor traktujemy jako kule.

Test serii Niech X, bedzie liczba wektorow U;, ktore wpadng do kostki j
=1,...,k i zdefiniujmy statystyke

b —nk
Z /

J=1
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Jesli jest prawdziwa hipoteza Hy mowigca, ze zmienne losowe sa niezalezne
o jednakowym rozkladzie U(0,1), to x* ma éredniag Ex? = p = k — 1 oraz
Vary? = 02 =2(k — 1)(n — 1). W przypadku, gdy ¢t = 1 mamy test zgodno-
Sci z rozkladem brzegowym jednostajnym, bez testowania niezaleznosci. Ze
wzgledu na duza liczbe kostek gdy t jest duze, uzywa sie testu dla t = 2,
tj. gdy testujemy jednostajno$é¢ poszczegdlnych liczb i parami niezaleznosé.
Jesli chcemy sprawdzié¢ niezalezno$é dla wickszych ¢ to stosujemy inne testy,
jak np. test kolizji czy test urodzin. Na czym one polegaja wyjasnimy w
nastepnym podrozdziale. Wiadomo, ze

e jesli n — oo i k jest ustalone to ¥? dazy do rozktadu chi-kwadrat z
k — 1 stopniami swobody,

o jeslin — oo i k — oo tak aby n/k — v, to T = (x> — u)/o dazy
do rozkladu standardowego normalnego. Zalecane jest aby 0 < v < 5,
bo w przeciwnym razie Y2 jest lepiej aproksymowany przez rozklad
chi-kwadrat. 4

Do przyjecia lub odrzucenia hipotezy stosujemy test przy k > n, odrzucajac
hipoteza jesli x? jest bardzo male lub duze.

Teraz przejdziemy do testow powstatych na bazie klasycznych zadan kom-
binatorycznych rachunku prawdopodobienstwa.

Test pokerowy Tak jak w tescie czestotliwosci par rozpatrujemy ciag liczb
Y1, Y2, -, Ysn € M, ktory przy zalozeniu hipotezy zerowej, jest realizaca
ciggu zmiennych losowych Y7, Y5, ... o jednakowym rozkltadzie jednostajnym
U(M). Rozpatrzmy pierwsza piatke Yi,...,Ys. Wprowadzamy nastepujace
wzorce, ktore sg rozsadna modyfikacja klasyfikacji pokerowych. Chociaz ideg
byty wzorce z pokera (patrz zadanie 5.9), ale te wzorce sa trudne w imple-
mentacji. Definiujemy wiec za Knuth’em [23]'

5 roznych = wszystkie rézne,
4 r6zne = jedna para,

3 rozne = dwie pary lub trojke,

MSprawdzi¢ w ksiazkach statystycznych
15 Referencje
16w ang wydaniu 1981 sekcja 3.3.2, p. 62
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2 rézne = full lub czworke
1 rozna = wszystkie takie same.

Musimy policzy¢ prawdopodobienistwo teoretyczne p,., ze w piatce Y7, ..., Y;
bedziemy mieli  réznych (r = 1,...,5). Niech Sy(5,7) oznacza liczbe moz-
liwych sposobow podziatu zbioru piecio elementowego na r niepustych pod-
zbioréow (sa to tzw. liczby Stirlinga 2-go rodzaju). Zostawiamy czytelni-
kowi do pokazania, ze Sy(5,1) = 1,55(5,2) = 15,55(5,3) = 25,55(5,4) =
10, 55(5,5) = 1. Poniewaz liczba réznych ciagdéw 5 elementowych wynosi
d(d—1)---(d —r+1), wiec szukane prawdopdobiefistwo rowna sie

MM —1)-- (M —r+1)
M5

br = 52(5, T).

Dzielimy obserwacje na piatki (ysi—1)+1, Ysi-2)+1,---,¥si) (¢ = 1,...,n)
i nastepnie obliczamy probkowe czestotliwosci 7y, ..., m.. Testujemy zgod-
nos¢ z prawdopdobienstwami teoretycznymi p, testem chi kwadrat z 4 ma
stopniami swobody.

W nastepnych testach bedziemy rozwazaé tosowezozmieszczenie kul w
komorkach. Za wzorzec przyjmiemy zadanie o urodzinach znane z wyktadow
rachunku prawdopodobienistwa.

Test kolizji Nastepujace zadanie jest podstawa tzw. testu kolizji, uzywa-
nego do sprawdzania generatoréw. Rozmieszczamy ’losowo’ po kolei n kul w
k (tak jak w zadaniu o urodzinach) komoérkach (interesuje nas przypadek gdy
k >> n). Rozwazamy liczbe wszystkich kolizji C, gdzie kolizje definiujemy
nastepujaco. Po rozmieszczeniu kolejnej kuli, jesli komorka do tej pory bytla
pusta, to zapisujemy, ze od tego momentu jest zajeta. Jesli dla kolejnej wylo-
sowanej kuli ktoras komorka jest zajeta, to odnotowujemy kolizje. Podobnie
jak w tescie pokerowym mozna plokazac, ze

k(k—1)...(k—n+c+1)
kn

IP(C=c) = Sa(n,n —c),
gdzie Sy(n,d) jest liczba Stirlinga drugiego rodzaju.

Polecamy czytelnikowi sprawdzenie czy jest prawdziwa aproksymacja n?/(2k)
dla IEC przy czym k jest duzo wieksze niz n(patrz Knuth ||) . Na przy-
ktad dla k = 2% i k = 2! mozna pokaza¢ nastepujace prawdopodobiefistwa
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p=IP(C <¢):

c 101 108 119 126 134 145 153
p .009 .043 .244 476 .742 946 .989

W zadaniach o kulach i urnach rozpatruje sie problem zajetosci, to znaczy
rozpatruje si¢ zmienna Z niezajetych kul. Zostawiamy czytelnikowi do po-
kazania, ze

Z=k—n+0C

co pozwala wykorzystac¢ znane fakty z klasycznego zadania o rozmieszczeniu.
I Mianowicie wiadomo (patrz zadanie 5.10), ze gdy gdy k,n rosng tak,ze
)\ = ke™ % pozostaje ograniczone, to dla kazdego ¢

A wiec

skad mamy

EC=EZ—-k+n
~keTF —k+n=k(1-24+2 40o(%)—k+n

Na tej podstawie zbudowano nastepujacy test do zbadania losowosci ciagu
Y1, .. Y20n. Na przyklad niech n = 2 i k = 229, Wtedy mozemy uzy¢
testu do sprawdzenie generatora dla 20-sto wymiarowych wektorow: v; =
(Y20(j—1)+15 - - - s Y20j) dla 1 < j <n. '8

Dni urodzin W rozdziale 2-gim ksiazki Fellera [13] mamy zadanie o dniach
urodzin. Rozwazamy grupe (na przykltad studencka) n osob i notujemy ich
dzien urodzin. Przyjmujemy, ze jest k& = 365 dni w roku. Zakladajac stata
czestosc urodzin w ciggu roku, zadanie to jest zadaniem o rozmieszczeniu
tosowym"n kul w k& komoérkach. Klasycznym pytaniem jest o prawdopodo-
bienstwo przynajmniej jednej sytuacji wielokrotnych urodzin, tj. o praw-
dopodobienistwo, ze przynajmniej w jednej komoérce mamy wiecej niz jedng

7Uzupetnic z Fellera t.1
8Knuth str. 73-75. Praca Tsang et al
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kule. To prawdopodobiefistwo tatwo da sie obliczy¢

365!
365 — n)!(365)"

pzl—(

Inne mozliwe pytanie, na ktére mozna tatwo odpowiedzie¢ przez symula-
cje sa nastepujace.

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsréd n losowo wybranych oséb
przynajmniej dwie maja urodziny w przeciagu r dni jeden od drugiego?

2. Przypu$émy, ze osoby pojawiaja sie kolejno. Jak dtugo trzeba czekaé
aby pojawity sie dwie majace wspolne urodziny?

Test odstepé6w dni urodzin Innym znanym testem sprawdzajacym do-
bro¢ generatoréw jest tzw. test odstepow dni urodzin. ° Test ten jest oparty
na statystyce K zdefiniowanej nastepujaco. Zapisujemy dni urodzin kolej-
nych oso6b Yi,...,Y, € k= {1,...,k}iustawiamy w porzadku niemalejacym
Yq) < ... <Y, Nastepnie definiujmy, tzw. odstepy

S1=Yo = Yu), ..., %1 =Yun — Yu-1

i K bedzie liczba rownych odstepow Tj. ile razy mamy rownosé¢ pomiedzy

S-ami. Okazuje si¢, ze jesli n jest duze i A\ = n®/(4k) jest male, to przy

zalozeniu naszej hipotezy Hy, zmienna K ma w przyblizeniu rozktad Poissona

z parametrem \. Jednym z wyborow jest n = 2101 k = 22%, Wtedy \ = 16.
20 A wiec jedli K = vy, to p-warto$¢ wynosi

y—1

N
T@ /\.

P(K > y|Ho) =~ 1 -
§=0

Okazuje sie, ze wtedy blad przyblizenia jest rzedu O(A\?/n). W pracy L’Ecuyera
i Simarda [30] zalecane jest aby n® < k°/4,

9birthday spacing test
20Trzeba poszukaé gdzie jest dowod; Knuth z roku 1997; Exercises 3.3.2-28-30



38 ROZDZIAE II. TEORIA GENERATOROW

4.3 Testy dla ciaggéw bitow

Niech ey, eq, ... bedzie ciagiem zero-jedynkowym, ktéry przy zatozeniu hipo-
tezy zerowej jest realizacjalosowego ciagu bitow &1, &, . ... Oznaczmy zmienne
losowe n; = 2§; — 1, ktore przyjmuja wartosci —1, 1 z prawdopodobietistwem
1/2 oraz przez symetryczne blgdzenie przypadkowe rozumiemy ciag

SO’Sl:n17"'75n:n1+"'+7]n.
W dalszej czesci oznaczamy f; = 2e; — 1. so = 0,81 = f1, 80 = f1+ fo,.. ..

Test czestotliwo$ci Przy zatozeniu hipotezy zerowej, ze ciagi pochodza

z obserwacji losowego ciagu bitéw, z centralnego twierdzenia granicznego

mamy, ze zmienna losowa S, /y/n ma w przyblizeniu rozktad normalny A/(0, 1),
natomiast 7' = |S,,/v/n| ma rozklad normalny poléwkowy. Mianowicie za-

uwazamy, ze [En; = 0 oraz Varn; = 1. Niech F(t) = IP(T < t). Dla

danego ciggu ey, ... weryfikujemy hipoteze o jego losowosci obliczajac staty-

styke T' = to 1 nastepnie obliczamy p-wartos¢ z wzoru 1 — F'(t).

Test czestotliwosci w blokach Niech n = bm. Testowany ciag &, ..., &y,
ktory przy zalozeniu hipotezy Hg jest losowym ciagiem bitéw, dlugosci n
dzielimy na m blokéw dlugosci b. W kazdym kolejnym bloku obliczamy
frakcje jedynek:

b
1 .
D N

Mamy

1 1
]EHZ:§, VarHi:@.

Dla odpowiednio duzych m, zmienna

b

D (Eavprs — (b/2)),

J=1

b
Vb/2

ma w przyblizeniu standardowy rozktad normalny N (0, 1). Niech 71, ..., Z,,
bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie standarowym
normalnym, i jesli oznaczymy przez ~q - rozklad w przyblizeniu, to
1
HZ—bQN _Zu 121,,7’)1
/)~ 5
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A wiec
ZZZ ~d 4b2 —1/2)2,

i stad mamy, ze przy zalozeniu hipotezy H, statystyka

T = 4bz i —1/2)?

ma rozktad chi-kwadrat z m stopniami swoboty. Jak zwykle teraz obliczamy
p-wartosc.

Test absolutnego maksimum bladzenia przypadkowego Dla pro-
stego symetrycznego bladzenia przypadkowego S, nastepujace twiedzenia
Erdosa — Kaca jest prawdziwe:

e~

exp —(27 4+ 1)*x?/827), x>0

hmlP(maXS/\/_<x —Z
=0

n—o00 1<5<n

>]

21

Test oparty na wycieczkach bladzenia przypadkowego. Dla ciaggu
sg = 0,81, 89,...,5, niech j; < jo < j3 < ... beda indeksy kolejnych powro-
tow (s,,) do zera; tj. s; #0dla j, <i < jiyg dlal =1,2,.... Przez wycieczke
rozumie sie (So, $1,.-.,55,), (Sj1s---,54,), --.. Niech dla prostego symetrycz-
nego bladzenia przypadkowego (S;)i<j<, niech J bedzie liczbg wycieczek.
Test budujemy korzystajac z twierdzenia granicznego

lim ]P \/7/ —2 g (4.4)
n—oo

Rozwazmy teraz liczbe wizyt L(z) do stanu z podczas jednej wycieczki.
Wtedy

1— - dla k=0
1) — 2|z]
]P(L<$> = k) = { ;_2(1 . ﬁ)k_l dla k> 1 (4.5)

21Bull. Amer. Math. Soc. Volume 52, Number 4 (1946), 292-302. On certain limit
theorems of the theory of probability P. Erdés and M. Kac
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Testujemy generator na bazie twierdzenia granicznego (4.4) oraz korzystajac
z (4.4) stosujemy test chi-kwadrat.

Do podrozdziatu II podstawowym tekstem jest monografia Knutha [22];
wydanie polskie [23]. W literaturze polskiej sa dostepne ksigzki Zieliniskiego
[51, 48|, czy artykul przegladowy Kotulskiego [26]. Wiecej na temat kon-
strukcji generatorow mozna znalez¢ w artykutach przegladowym L’Ecuyera
[27, 30]. Omowienie przypadkow efektu 'nielosowosci’ dla generatora state w
MATLABie mozna znalez¢ w pracy Savicky’ego [42] Natomiast przyklad 3.6
jest zaczerpniety z
http://www.mathworks.com /support /solutions/en/data/1-10HYAS /index.html?solution=1-
10HYAS. Testowanie dobrych wtasno$ci generatora jest bardzo obszerna dzis
dziedzina. Podstawowym zrodtem informacji jest monografia Knutha [23],
rozdzial 111, rowniez prace L'Ecuyera [27, 29, 30]. Podrozdzial 4.3 jest oparty
na raporcie [41]. Podrozdzial 2.2 jest oparty na pracy Diaconisa [11]. Arty-
kul w New York Times byl autorstwa Giny Kolaty [24]. Temu tematowi, i w
ogo6lnosci szybkosci zbieznosci do rozkladu stacjonarnego tanicucha Markowa
po$wiecona jest ksiazka [31].

Metoda quasi MC jest opisana w ksiazce Niederreitera [35] i Glasserman

7).
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5

22

Zadania

Zadania teoretyczne

5.1

5.2

5.3

0.4

Niech Xy, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednako-
wym rozktadzie (M), gdzie M jest liczbg naturalng oraz M = {0,1,. ..
1}. Niech M = 2* oraz b(z) dla z € M bedzie rozwinigciem dwojko-
wym przedstawionym w reprezentacji k cyfr zero lub jeden. Pokazaé,
ze cigg zmiennych losowych zero-jedynkowych zdefiniowany przez

517527 cee = b(Xl),b(Xg) e

jest ciggiem prob Bernoulliego. Pokazaé na przyktadzie, ze tak nie musi
by¢ jesli M nie jest potega dwojki.

Uzasadni¢, ze procedura generowania losowej permutacji z wykladu
daje losowa permutacje po rozwigzaniu nastepujgcego zadania z ra-
chunku prawdopodobienistwa, w ktorym indukcyjnie definiujemy ciag
n permutacji zbioru [n|. Zerowa permutacja o jest permutacja iden-
tycznosciowa. Dla k = 1,2,...,n — 1 definiujemy indukcyjnie m;-ta z
Tk_1-Szej nastepujaco: zamieniamy element k-ty z Ji-tym gdzie Jj, jest
losowe (tj. o rozkladzie jednostajnym) na {k,...,n}, niezaleznie od
Ji, ..., Jy_1. Pokazac, ze m,_1 jest permutacja losowa.

Dla przykladu 4.2, przy n = 2 i k = 220 uzupekié¢ tabelke:

liczba kolizji < 100 110 120 130 140 150 160 170
z prawdopodobiestwem 7 ? ? ? ? ? ? ?

Dany jest nastepujacy ciag zero jedynkowy : 101011011111100001010100

0101100010100010101110110
1001010100110101010111111
0111000101011000100000001
0011100111101001111001111
0001110110001011100111000
1011000001111001110001011

22Poprawiane 13.10.2017
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5.5

5.6

5.7

ROZDZIAL II. TEORIA GENERATOROW

0100110110100101011010100
1111000010011011001000001
0001010001100100001100111
1111011110011001001001110

Przeprowadzi¢ testy sprawdzajace zgodnosé¢ z hipoteza, ze pochodzi z
ciggu symetrycznych prob Bernoulliego.

Przez funkcje bledu erf(x) rozumie sie

2 T
erf(:v) = ﬁ/o e_t dt,

oraz przez uzupelniajgcq funkcje bledu erfe(x)

2 e
erfe(x) = 7/ e " dt.
™ x

Pokaza¢, ze jesli ®(x) jest dystrybuanta standardowego rozktadu nor-
malnego, to

O(z) = % + %erf(:v/\/ﬁ) = %erfe(—x/\/ﬁ).

Udowodni¢ nieréwnosé¢ Czernowa. Niech S, = & + ... + &,, gdzie (&)
sa probami Bernoulliego Ber(p). Pokaza¢, ze dla § < 1

P(S, > (1+6)np) < ((HSW) ,

e "
P(S, < (1—-9 < | — .
Si<-0m) < ()
Obliczamy catke f = Jioaya [ () du przy zalozeniu, ze o} = Var f(U) <

0o. Korzystajac z nieréwnoéci Czebyszewa pokazaé, ze z prawdopodo-
biefistwm co najmniej 6 mamy

L C <L
!n;fw» 1< 75
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5.8 Rzucono pare kostek n = 144 razy i otrzymano nastepujace wyniki. W
tabelce przez E oznaczamy liczbe oczekiwanych obserwacji a przez O
liczbe zaobserwowanych.

s {1234 (567 ]8]9]10|11]12
Eg1418(112116120|24120|16 (12| 8 | 4
Os|[214]10]12]22129 2115|149 | 6

Zweryfikowaé testem chi-kwadrat hipoteze, ze rzuty sa niezalezne i na
kazdej kostce wyniki sg jednakowo prawdopodobne. Obliczyé p-funkcje.

5.9 Pokazac¢, ze dla ukladéw pokerowych mamy nastepujace prawdopodo-
bienstwa: Losujemy 5 kart z 52 i liczymy liczbe wystapien okreslonych
sekwencji. Liczba wszystkich mozliwych sekwencji wynosi W = (552) =
2 598 960 Prawdopodobienstwa wystapient sekwencji kart w pokerze: -
Jedna para: 1098240/W = 0.422569 = 1/2,4
- Dwie Pary: 123552/W = 0.047539 — 1/21
- Trojka: 54912/ = 0.0211 = 1/44
- Full: 3744/W = 0.00144 = 1/694
- Kareta: 624/W = 0.00024 = 1/4165
- Kolor: 5148/W = 0.00198 = 1/50
- Strit: 9% 45/W=9216/W = 0.003546 = 1/282
- Poker: 9x4/W = 36/W = 0.0000138 = 1/72193.

5.10 [Feller, t. 1, p.94] Klasyczne zadanie o rozmieszczeniu n kul w m komor-
kach zaktada ich “losowo$¢”, tzn. kazde rozmieszczenie ma prawdopodo-
bienstwo m~". Pokazaé, ze prawdopodobienstwo p.(n, m) znalezienia

doktadnie ¢ pustych wynosi

(1) () (-5

J=0

Pokazaé, ze gdy m,n rosna tak, ze A\ = me~ = pozostaje ograniczone,
to dla kazdego c

Zadania laboratoryjne

Zadania na wykorzystanie instrukecji MATLAB-owskich: rand, rand(m,n),
rand(’state’, 0), randperm, randn.
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5.11 Przeprowadzi¢ test szybkosci generatora: rand, rand(’state’),rand(’seed’),
rand ("twister’) przy uzyciu nastepujacego skryptu:

clc; clear;

tic

for j=1:1000000
rand;

end

toc

5.12 Napisa¢ program na sprawdzenie generatorow MATLABowskich przy
uzyciu
a. testu Kolmogorowa—-Smirnowa,
b. testu serii z t = 3. Obliczy¢ p-wartos¢ dla d = 4, n = 2™; (m =
10,11,...,20).

5.13 [Savicky| Uruchomié¢ procedure

5.14 Bedziemy rozwazali tablice U;—1, . 2s.j=1,...,100000 liczb losowych z ktore;
wytniemy wszystkie kolumny poza takimi dla ktérych w pierwszym
wierszu wynik jest mniejszy od 1/16. W przypadku, gdy ta tablica
sktada sie z niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
otrzymamy tablice o losowej liczbie kolumn, sktadajacej sie z niezalez-
nych zmiennych losowych o rozkltadzie U(0, 1]. Teraz przeprowadzimy
eksperyment z generatorami MATLABowskim ’state’ i 'twister’:

Z=rand (28,100000) ;
condition = Z(1,:)<1/16;
scatter(Z(2,condition),Z(28,condition),’.’);

i poréwnac z

Z=rand (28,100000) ;
condition = Z(1,:)<1/16;
scatter(Z(16,condition),Z(28,condition),’.?);

W przypadku generatora 'state’ otrzymujemy ewidentnie rozne obrazki.
A co sie dzieje gdyby uzy¢ metody “twister’. Zastanowi¢ sie jak powinna
wyglada¢ chmura w wypadku ’idealnym’.
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5.15 Napisa¢ procedure na losowanie
1. z n obiektéw wybieramy losowo k ze zwracaniem,
2. z n obiektow wybieramy k bez zwracania.
3. wybierajaca losowy podzbior k elementowyz {1,...,n}.

5.16 Napisac¢ procedure generowania losowej permutacji randpermmy na pod-
stawie algorytmu z podrozdziatu 2.1. Poréwnaé szybkosé swojej proce-
dury z matlabowska randperm.

5.17 Obliczy¢ przez symulacje prawdopodobienstwo p,, tego, ze w permutacji
losowej liczb 1,...,n, zadna liczba nie jest na swoim miejscu. Zrobié
obliczenia dla n = 1,...,10. Do czego moze zdazac p, gdy n — oo.

5.18 Napisa¢ procedure n rzutéw moneta (&1, ..., &,).
Jesli orzel w i-tym rzucie to niech & = 1 jesli reszka to & = —1. Niech
So = 0oraz S = &1+ .. +&. Obliczy¢ pierwszy moment i wariancje &;.
Zrobi¢ wykres Sp, S1, . . ., S1000- Na wykresie zaznaczyc linie: +Var(§)/n,
+2Var(n)+/n, £3Var(&)/n.

Zrobi¢ zbiorczy wykres 10 replikacji tego eksperymentu.

5.19 Rzucamy N razy symetryczng moneta i generujemy bladzenie przy-
padkowe (Sy,)o<n<n. Napisa¢ procedury do obliczenia:
1. Jak wyglada absolutna réznica pomiedzy maximum i minimum bta-
dzenia przypadkowego gdy N rosnie?

5.20 Rozwazamy ciag (S,)o<n<on. Przez prowadzenie w odcinku (i,7 + 1)
rozumiemy, ze S; > 0 oraz S;11 > 0. Niech X bedzie taczna dlugoscig
prowadzen dla N rzutow.

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jeden gracz bedzie przewazat
pomiedzy 50% a 55% czasu? Lub wiecej niz 95% czasu? Zrobi¢ ob-
liczenia symulacjg. Eksperymentalnie sprawdzi¢ ile powtorzen nalezy
zrobi¢ aby osiggnac stabilny wynik.

3. Niech N = 200. Zrobi¢ histogram wynikéw dla 10000 powtorzen
tego eksperymentu.

5.21 Napisa¢ procedure do zadania dni urodzin.
1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrod n losowo wybranych oséb
przynajmniej dwie maja ten sam dzien urodzin?
2. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wérod n losowo wybranych oséb
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przynajmniej dwie maja urodziny w przeciggu r dni jeden od drugiego?
3. Przypusémy, ze osoby pojawiaja sie kolejno. Jak dtugo trzeba czekaé
aby pojawily sie dwie majace wspolne urodziny? Zrobi¢ histogram dla
1000 powtorzen.

[Test odstepow dni urodzin| Uzywajac symulacji znalez¢ funkcje praw-
dopobienistwa statystyki R. Sprawdzi¢ czy wyniki sie pokrywaja jesli
do obliczen uzywa sie réznych generatorow.

[Zagadnienie komiwojazera] Komiwojazer opuszcza miasto 0 i musi od-
wiedzic wszystkie miasta 1,...,n przed powrotem do punktu wyjscio-
wego. Odlegtosci pomiedzy miastem 7 a miastem j jest ¢;;. Jesli nie ma
drogi do ktadziemy c;; = co. Jest n = 100 miast do odwiedzenia, kto-
rych odleglosci sa zadane w nastepujacy sposob. Zaczaé od rand(’state’,
0). Przydzieli¢ odlegtosci kolejno wierszami ¢;; gdzie ¢ = 0, ..., 100 oraz
j =0,1,...,100 - odlegtos¢ miedzy adresem i oraz j. (W ten sposob
wszyscy beda mieli taka sama macierz odleglosci). Znalezé jak najlep-
sza droge 0,71, ..., T100, 0 minimizujaca przejechana trase. Czy uda sie
odnalez¢ najkrotsza trase. Znalez¢ najkrotsza po 100, 200, itd. loso-
waniach.
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Projekt

Projekt 1 Bob szacuje, ze w zyciu spotka 3 partnerki, i z jedna sie ozeni.
Zaklada, ze jest w stanie je porownywac. Jednakze, bedac osoba honorowa,
(1) jesli zdecyduje sie umawia¢ z nowg partnerka, nie moze wroci¢ do juz od-
rzuconej, (ii) w momencie decyzji o $lubie randki z pzostalymi sa niemozliwe,
(iii) musi sie zdecydowaé na ktoras z spotkanych partnerek. Bob przyjmuje,
ze mozna zrobi¢ miedzy partnerkami ranking: 1=dobra,2=lepsza, 3=najlep-
sza, ale ten ranking nie jest mu wiadomy. Bob spotyka kolejne partnerki w
losowym porzadku.

Napisz raport jaka stategie powinien przyjac Bob. W szczeg6lnosci w ra-
porcie powinny sie znalez¢ odpowiedzi na nastepujace pytania. Przy sporza-
dzaniu raport przeprowadzi¢ analize btedu, korzystajac z fundamentalnego
WZzOoru

1.960
- Vn
(patrz podsekcja IV.1.3, gdzie b - btad, n - liczba replikacji, oraz o wariancja
estymatora). A wiec jesli chcemy wyestymaowa¢ r z bledem mniejszym niz
b = 0.02 mozemy skorzysta¢ z fundamentalnego wzoru z wariancja uzyskana
wczesniej z pilotazowej symulacji 1000 repliacji.

b

(a) Bob decyduje sie na §lub z pierwsza spotkang partnerka. Oblicz praw-
dopodobienstwo P (teoretyczne), ze ozeni sie z najlepsza. Oblicz tez
oczekiwany range r

(b) Uzyj symulacji aby okresli¢ P i r dla nastepujacej strategii. Bob nigdy
nie zeni sie z pierwsza, zeni sie z drugg jesli jest lepsza od pierwszej, w
przeciwnym razie zeni sie z trzecia.

(c) Rozwazy¢ zadanie z 10-cioma partnerkami, ktore maja rangi 1,2, ... 10.
Obliczy¢ teoretycznie prawdopodobienstwo P i oczekiwana range r dla
strategii jak w zadaniu (a).

(d) Zdefiniowa¢ zbior strategii, ktore sa adaptacja strategii z zadania (b) na
10 partnerek. Podac jeszcze inng strategic dla Boba. Dla kazdej stategii
obliczy¢ P i r. Wsk. Nalezy pamieta¢, ze jak sie nie zdecydujemy na
jakas$ kandydatke, to nie ma potem do niej powrotu.

Projekt 2 Rozpatrzy¢ nastepujace generatory liczb losowych: “state”, “twi-
ster” oraz excellowski u; = (0.9821u;_; + 0.211327) mod 1. Ponadto
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rozpatrzy¢ pseudo-losowe ciagi bitow date.e, date.sqrt2 (z strony www.math.uni.wroc.pl /Tolski).
(i) Dla tych ciagow przeprowadzi¢ analize ich “losowosci”, korzystajac z

przynajmniej 3 testow (odpowiednio dla kazdego ciagu). Na przyklad
Kolmogorowa-Smirnow, test serii i test odstepéw dni urodzin. Zamiast

tego ostentiego mozna skorzystaé z tesu kolizji.

(ii) Dla generatora “twister” zbada¢ dwa przypadki. Pierwszy gdy ge-

nerator startuje z ziarna u, = 0, a drugi gdy z ziarna uy = 1812433253.



Rozdzial 111

Symulacja zmiennych losowych

1 Metoda ITM; rozklad wykladniczy i Pareto

Naszym celem jest przeprowadzenie losowania w wyniku ktorego otrzymamy
liczbe losowa Z z dystrybuantg F' majac do dyspozycji zmienng losowa U
o rozkladzie jednostajnym U(0,1). W dalszym ciggu bedziemy czesto bez

wyjasnienia pisali Uy, Us, ... dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozktadzie U(0, 1).
Niech

Fo@t)=inf{z: t < F(x)}.

W przypadku gdy F'(x) jest funkcja $cisle rosnaca, F* (t) jest funkcja od-
wrotng F~1(t) do F(x). Dlatego F (t) bedziemy nazywaé sie uogdlniong
funkcjg odwrotng Zbadamy teraz niektore wlasnosci uogoélnionej funkeji od-
wrotnej F<(x). Jesli F jest $cisle rosnaca to jest oczywiscie prawdziwa
nastepujaca rownowaznosc:
o ¢ = F(x) wtedy i tylko wtedy gdy F* (t) = x.

Jednakze mozna podac przyktad taki, ze F<(t) = x, ale t < F(z) (patrz
rysunek [??72rys1??]). Natomiast jest prawda, ze zawsze F* (F(z)) = =,
chociaz tatwo podaé przyktad, ze nie musi by¢ F(F* (t)) # t (zostawiamy
czytelnikowi znalezienie takiego przyktadu w formie rysunku takiego jak w
[?72rys1?7?]).

!Poprawiane 17.1.2018
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W skrypcie bedziemy oznaczaé ogon dystrybuanty F(z) przez
g(x) = F(z) = 1 - F().
Przydatne beda nastepujace whasnosci F* (u).

Lemat 1.1 (a) u < F(x) wtedy i tylko wtedy gdy F* (u) < x.
(b) Jesli F(x) jest funkcjq ciaglq, to F(F<(x)) = x.
(¢) F" (z) = F=(1 — ).

Fakt 1.2 (a) Jesli U jest zmienng losowq, to F~(U) jest zmienng losowq
z dystrybuntq F'.

(b) Jesli F jest ciggla i zmienna X ~ F, to F(X) ma rozktad jednostajny
U(o,1)

Dowdd (a) Korzystajac z lemat 1.1 piszemy

P(FC(U) < 2) = P(U < F(z)) = F(x) .

(b) Mamy
P(F(X)>u)=P(X > F~(u)) .

Teraz korzystajac z tego, ze zmienna losowa X ma dystrybuante ciagta, a
wiec jest bezatomowa, piszemy

P(X > F7(u)) = P(X > F"(u)) =1 = F(F"(u)) ,

ktore na mocy lematu 1.1 jest réwne 1 — w. 0
Oznaczmy przez

g(t) = F(t)
git) = g(1—-1)
Zauwazmy, 7e
g(t) =inf{u: F(u) <1—1t}.

Korzystajac z powyzszgo faktu mamy nastepujacy algorytm na genero-
wanie zmiennej losowej o zadanym rozktadzie F' jesli mamy dana funkcje
g(t).
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Algorytm ITM
Z=g(rand) ;

Zauwazmy jeszcze co$ co bedzie przydatne w dalszej czesci, ze jesli Uy, U, . . .
jest ciggiem zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie jednostajnym,, to
U, U,y. .., gdzie Uj'- =1 —Uj, jest tez ciagiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozktadzie jednostajnym.

Niestety jawne wzory na funkcje g(z) czy g(z) znamy w niewielu przy-
padkach, ktore omowimy ponizej.

Rozklad wykladniczy Exp()\). W tym przypadku

0, z <0
F(x) = (1.1)
1 —exp(—Az), x>0.

Jesli X ~ Exp(A), to EX = 1/X oraz Var X = 1/(\?). Jest to zmienna z

lekkim ogonem poniewaz

A
A—S

Ee =
jest okreslona dla 0 < s < A\. W tym przypadku funkcja odwrotna
_ 1
() = — log(x)

Zmienng losowa Exp()) o rozkladzie wykltadniczym generujemy nastepu-
jacym algorytmem.

Algorytm ITM-Exp.

/» Dane lambda. Otrzymujemy Z o rozktadzie wyktadniczym z par. lambda
Z=-log(rand) /lambda;

Zajmiemy sie teraz przykladem zmiennej ciezko-ogonowe;.
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Rozklad Pareto Par(«). Rozktad Pareto definiujemy przez

0, x <0

F(z) = - i 20, (1.2)

Jesli X ~ Par(a), to EX = 1/(a — 1) pod warunkiem, ze o > 1 oraz
EX? =2/((a — 1)(a — 2)) pod warunkiem, ze o > 2. Jest to zmienna z
ciezkim ogonem poniewaz

Ee™ =00

dla dowolnego 0 < s . Funkcja odwrotna
glz) = a7V — 1.

Zauwazmy, ze rozktad Pareto jest tylko z jednym parametrem ksztaltu a.
Dlatego jesli chcemy miec szersza klase dopuszczajaca dla tego samego para-
metru ksztaltu zadana srednia m skorzystamy z tego, ze zmienna m(a—1)X
ma $rednia m (oczywiscie zaktadajac, ze a > 1. Mozna wiec wprowadzi¢
dwuparametrowa rodzine rozktadéw Pareto Par(o,c¢). Zmienna Y ma roz-
klad Par(a, c) jesli jej dystrybunata jest

0, z <0

F(z) = - (cfx)a’ >0, (1.3)

W literaturze nie ma jednoznacznej definicji rozktadu Pareto, i dlatego w
porecznikach mozna znaleZ¢ inne warianty podanej definicji.

Algorytm ITM-Par.

% Dane alpha. Otrzymujemy Z o rozktadzie Par(alpha).
Z=rand~{(-1/\alpha)}-1.

2 Metoda I'TM oraz ITR dla rozkladéw krato-
wych; rozklad geometryczny

Przypu$émy, ze rozktad jest kratowy skoncentrowany na {0,1,...}. Wtedy
do zadania rozktadu wystarczy zna¢ funkcje prawdopodobieristwa {py, k& =
0,1,...}.
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Fakt 2.1 Niech U bedzie liczbg losowq. Zmienna

k
Y = min{k : UﬁZpi}

=0

ma funkcje prawdopodobieristwa {py}.

Dowod Zauwazmy, ze

i odcinek (Zi;é Dis 2220 pi] ma dtugosé p;. O
Stad mamy nastepujacy algorytm na generowanie kratowych zmiennych
losowych Y.

Algorytm ITM-d. =z

%» Dane p_k=p(k). Otrzymujemy Y z funkcja prawd. {p_k}.
U=rand;
Y=0;
S=p(0);
while S<U
Y=Y+1;
S=S+p(Y);
end

Fakt 2.2 Niech N bedzie liczbg wywotan w petli while w powyzszym algoryt-
mie. Wtedy N ma funkcje prawdopodobieristwa

P(N = k) = pr_1,
dla k =1,2,..., skqgd Srednia liczba wywotan wynost EN =1E Z + 1.
W powyzszego faktu widzimy wiec, ze jesli zmienna Z ma $rednia nie-

skoniczona, to liczba wywolan ma réwniez Srednia nieskoficzona i algorytm
nie jest dobry.
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Rozklad geometryczny Geo(p) ma funkcje prawdopodobienstwa
e = (1 —p)p, kE=0,1,...
Zmienna X ~ Geo(p) ma srednig IE X = p/q. Zmienna
X = |logU/logp|
ma rozktad Geo(p). poniewaz

P(X >k) = P(|logU/logp| > k)
— P(logU/logp > k)
= IP(logU) < klogp)

(U <ph)=p".

|
=

W niektorych przypadkach nastepujaca funkcja

Prk+1
Pk

Ck+1 =

jest prostym wyrazeniem. Podamy teraz kilka takich przyktadow.

e X ~ B(n,p). Wtedy

p(n— k)
=(1-p)" = k . —1
o X ~ Poi(\). Wtedy
_ A
po=e", Ck—H:k——i—l’ kE=0,1,...
e X ~NB(r,p). Wtedy
, r+k
po=(1-p), Ck+1:( ) k=0,1,...

E+1 7

W przypadki gdy znana jest jawna i zadana w prostej postaci funkcja cgi1q
zamiast algorytmu ITM-d mozemy uzywac¢ nastepujacego I'TR. Oznaczamy

cry1 =c(k+1) i po =p(0).
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Algorytm ITR.

% Dane p(0) oraz c(k+1l), k=0,1,... Otrzymujemy X z f. prawd. {p_k}.
S=p(0);
P=p(0);
X=0;
U=rand;
while (U>S)
X=X+1;
P=Pxc(X);
S=S+P;
end

3 Metody ad hoc.

Sa to metody specjalne, ktore wykorzystuja wlasnosci konkretnych rozkta-
dow.

3.1 B(n,p)
Niech X ~ B(n,p). Wtedy

X e Z 5]'7
j=1

gdzie &1, ...,&, jest ciagiem prob Bernoulliego, tj. ciag niezaleznych zmien-
nych losowych IP(§; =1) =p, P(§; =0) =1 —p.

Algorytm DB

%» Dane n,p. Otrzymujemy X z f. prawd. B(n,p)
X=0;
for i=1:n
if (rand<= p)
X=X+1;
end
end

Polecamy czytelnikowi poréwnaé¢ ta metode z metoda wykorzystujaca
ITR.
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3.2 Erl(n,\)

Jesli &, ..., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie Exp()), to
X=+...+&

ma rozktad Erlanga Erl(n, \). Wiadomo, ze rozktad Erlanga jest szczegdlnym
przypadkiem rozktadu Gamma(n, \) z gestoscia

1
— A" n—1_-—Az >0.
f(x) T © ¢ w2
Przez proste rozniczkowanie mozna sie przekonaé, ze ogon dystrybuanty roz-
ktadu Erlanga Erl(k + 1,1) wynosi
B 2 ok
e (1+ZB+§+...—|—H).

Bedziemy tego faktu potrzebowaé ponizej.
Poniewaz liczbe losowa o rozkladzie wyktadniczym Exp(\) generujemy
przez — log(rand)/\, wiec X ~ Erl(n, \) mozemy generowaé przez

—log(Uy-...-Uy)/\.

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku duzych n istnieje ryzyko wystapienia btedu
zmiennnopozycyjnego niedomiaru przy obliczaniu iloczynu Uy - ... - U,.

3.3 Poi()).

Teraz podamy algorytm na generowanie zmiennej X ~ Poi(\) o rozkladzie
Poissona. Niech 71,7, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-
kowym rozkltadzie Exp(1). Niech

N=#{i=1,2,...:11+...+ 1, < A} (3.4)

Fakt 3.1 Mamy
N =4 Poi(\).
Dowdd Zauwazmy, ze

k+1

{(N<Ey={) 7>\
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Poniewaz
2 k

k
. x
]P(ZTj>x):e (1+x+§+...+g),
j=1

i pamietajac o konwencji 29:1 = 0, mamy wiec

P(N=0)=P(N<0)=¢",
oraz

P(N=k) = P{N<kIN{N<k-1}9)
PN <k}) —PHN <k -1}

PUEN

H@ .

Wzér (3.4) mozna przepisa¢ nastepujaco:

0, T > A
N = . . .
max{i >1:7 +...+7 <A}, w przeciwnym razie.

Na tej podstawie mozemy napisa¢ nastepujacy algorytm.

Algorytm DP

% Dane lambda. Otrzymujemy X o rozktadzie Poi(lambda) .
X=0;
S=-log(rand) ;
while (S<=lambda)
Y=-log(rand);
S=S+Y;
X=X+1;
end

Algorytm DP mozne jeszcze uproscié¢ korzystajac z nastepujacych rachun-
kow. Jesli 71 < A co jest rownowazne —logU; < A co jest rownowazne
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Uy > eXp(—)\), many

X=max{n>0:1+...+7, <A}
= max{n >0:(=logl;)+... 4+ (=logU, < A}

= max{n >0: logHUi > —\}

=1

= max{n >0: HUZ' > e_’\} .
i=1
Powyzej przyjmujemy konwencje, ze jeslin =0, to 7y + ...+ 7, = 0.

3.4 Rozklad chi-kwadrat

Jesli € ma rozklad normalny N(0,1) to prosty argument pokazuje, ze £ ma
rozklad Gamma(1/2,1/2). Jesli wiec zmienne i, ...,§, sa niezalezne o jed-
nakowym rozktadzie N(0, 1) to

4. +& (3.5)

ma rozklad Gamma(n/2,1/2). Taki rozktad nosi nazwe chi kwadrat z n stop-
niami swobody, ktory jest jednym z fundamentalnych rozkltadow statystyki
matematycznej. Jak generowa¢ zmienne losowe o rozktadzie N(0,1) bedziemy
si¢ uczy¢ dalej. W MATLABie generuje sie takie liczby losowe za pomoca
instrukcji

randn

4 Rozktad jednostajny

Bedziemy rozwazali wektor losowy X przyjmujacy wartosci w obszarze A C
E, gdzie A jest podzbiorem R?. Przezvol(D) oznaczamy miare podzbioru
D. Na przyklad w przypadku d = 1 jest to dtugoé¢, itd. Zaktadamy, ze
vol(A) < co. Mowimy, ze wektor losowy X ma rozktad jednostajny U(A) w
obszarze A C R", jesli

vol(D)

P(X € D) = ol
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Nasza podstawowa zmienna jest U o rozktadzie jednostajnym U(0,1) na od-
cinku (0,1). Jesli wiec potrzebujemy zmiennej V' ~U(a,b) jednostajnej na
odcinku (a, b) to musimy przeksztalci¢ zmienna U liniowo:

V=0b-aU+a.

Zostawiamy uzasadnienie tego faktu czytelnikowi. Aby generowaé rozklad
jednostajny w dowolnym obszarze A, np. kuli lub elipsoidy, zrobimy naste-
pujaca obserwacje. Przypuscy, ze A i B beda pozdbiorami R" dla ktérych
istnieje objetosé vol(B) = [, dx = |B| i vol(A) = [, dx oraz niech A C B.
Kluczem do napisania algorytmu na generowanie Y ~U(A) jest nastepujaca
obserwacja. Jesli X ma rozklad jednostajny U(B), to Yg = (X|X € A) ma
rozktad jednostajny U(A). Mianowicie trzeba skorzystaé, ze dla D C A

vol(D)/vol(B) _ vol(D)
vol(A)/vol(B)  vol(A)’

P(YeD)=P(XeDXecA-=

Stad mamy nastepujacy algorytm na generowanie wektora losowego X =
(X1,...,X,) o rozkladzie jednostajnym U(A), gdzie A jest ograniczonym
podzbiorem R". Mianowicie taki zbior A jest zawarty w pewnym prostokacie

B = [ay,b1] X ... X [an,b,]. Latwo jest teraz wygenerowaé wektor losowy
(Vi,...,V,) o rozktadzie jednostajnym U(B) poniewaz wtedy zmienne V; sa
niezalezne o rozkladzie odpowiednio Ula;, b;] (i =1,...,n).

Algorytm U(A)

/na wyjsciu X o rozktadzie jednostajnym w A.
1. U=rand(1,n);
2. for i=1:n
V(D) =((i)-a(i))*xU(i)+a(i)
end
3. jesli V=(V(1),...,V(n) nalezy do A to X:=V,
4. w przeciwnym razie idz do 1.

5 Metoda superpozycji

Jest to metoda bazujaca na wyrazeniu rozktadu poszukiwanej liczby losowe]
X jako mieszanki rozktadow. W przypadku gdy X ma gestosé f(z) zakta-
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damy, ze
fl@) =Y pigi(x),
j=1

gdzie g;(z) sa pewnymi gestoSciami rozkladoéw (n moze by¢ oo). Przypu-
$¢my dalej, ze potrafimy symulowaé¢ zmienne losowe o tych gestosciach. Aby
wygenerowac liczbe losowa z gestoscia f(z), losujemy najpierw J z funkcja
prawdopdobienstwa (p;) 1 jesli J = j to losujemy liczbe losowa z gestoscia
gj(x) i te wielko$¢ przyjmujemy jako szukana wartos¢ X. Metoda ta ma w
symulacji zastosowanie szersze niz by sie wydawalo. Bardzo waznym przy-
padkiem jest gdy

flz) = Zm(A)gj(x) (5.6)

gdzie p,(y) = %e” jest rozkladem Poissona a g,(x) jest gestoscia gamma

F(O‘mﬁ)'

Przyklad 5.1 [Niecentralny rozklad chi-kwadrat] W statystyce, matema-
tyce finansowej i innych teoriach pojawia sie rozktad chi-kwadrat. Najbar-
dziej ogblna wersja niecentalnego rozktadu chi-kwadrat z d stopniami swobody
i parametrem niecentralnosci A (tutaj zaktadamy jedynie d > 0i A > 0) ma
gesto$¢ postaci (5.6) z

(3)" —\/2 11
20 TG+ = =)
n! € ’ g <‘7+2 2>

Pn =

W przypadku gdy d jest naturalne, jest to gestos¢ rozktadu X = Z;»lzl(Zj +

a;)?, gdzie \ = Z;.lzl a? oraz Zy, ..., Zy s3 niezalezne o jednakowym rozkta-
dzie N (0,1). Mozna pokazac, ze

X = Y+W, (5.7)

gdzie Y, W sa niezalezne, Y ma rozktad chi-kwadrat z d — 1 stopniami swo-
body oraz W =4 (Z + vA)2.

Przyktad 5.2 [Dagpunar [9]] W fizyce atomowej rozpatruje sie rozklad z
gestoscig
f(x) = C'sinh((zc)?)e™", >0
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gdzie
93/2p—c/(4b)

e

Po rozwinieciu w szereg sinh((xc)'/?) mamy

C:

2]+1)/2 —bx
Jx) = Cz 2j+1
i L(j+ _)CJ+2 Hi+3/2pits be
B b2+ 1) T+ 2)

= T+ 3)dts
= D Ot ——y(a)
= T2+ 1)

gdzie g;(x) jest gestoscig rozktadu I'(j + ,b). Teraz korzystajac z tego, ze

3 3,.3..,3

5) -1+ 5)ETE)

3
V(i —9
U =2+3 /' 5

=1+

0
(+3
(patrz Abramowitz & Stegun [2] wzor 6.1.16) oraz tego, ze I'(2) = 72 /2
(tamze, wzor 6.1.9) mamy

-1
7T1/2C]+§

flz) = C; Wﬂj(ﬂﬁ)

= i( ) e g o)

j=0

czyli jest to mieszanka gestosci I'(j + 2,b), (p;) bedace rozktadem Poissona
z parametrem c/(4b). Teraz jeszcze Warto zauwazy¢, ze jesli Y jest liczba
losowa o rozkladzie Gamma(j +2,2) to Y/(2b) liczby losowa o szukany roz-
kltadzie Gamma(j + 2,b). Zauwazmy na koniec, ze Gamma(j + 3, 1) jest
rozktadem chi kwadrat z 25 + 1 stopniami swobody. Jak pokazaliémy wcze-
$niej taki rozktad prosto sie symuluje.

6 Metoda eliminacji

Podamy teraz pewng ogdlna metode na generowanie zmiennych losowych o
pewnych rozktadach, zwang metoda eliminacji. Czasami méwi sie o meto-
dzie akceptacji-eliminacji (ang. acceptance-elimination method). Metoda
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eliminacji pochodzi od von Neumanna. Zaczniemy od zaprezentowania jej
dyskretnej wersji. Przypu$émy, ze chcemy generowaé¢ zmienng losowa X z
funkcja prawdopdobienstwa (p;,j € E), gdzie E jest przestrzenia wartosci
X (na przyklad Z, Z,,Z*, itd), podczas gdy znamy algorytm generowania
liczby losowej Y z funkcja prawdopdobienstwa (p;-, Jj € E) oraz gdy istnieje
¢ > 0 dla ktorego ,

Pj < cpj, Jjek.

OczywisScie takie ¢ zawsze znajdziemy gdy FE jest skoriczona, ale tak nie musi
by¢ gdy E jest przeliczalna; polecamy czytelnikowi podaé¢ przyktad. Oczywi-
Scie ¢ > 1, jesli funkcje prawdopodobieristwa sg rézne (dlaczego 7). Generu-
jemy niezalezne U ~ U(0,1) i Y z funkcja prawdopodobienstwa (p;,j € E)i
definiujemy obszar akceptacji przez

A={cUpy <pv}.
Podstawa naszego algorytmu bedzie nastepujacy fakt.

Fakt 6.1
P(Y = j|A) = p,, jEFRE

oraz IP(A) =1/c
Dowod Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze p;» > ( dla dowolnego 7 € E

(dlaczego 7). Jesli by dla jakiegos j mielibySmy p;- = 0, to wtedy rowniez
pj = 01 ten stan mozna wyeliminowa¢. Dalej mamy

PHY =5} 0 {cUpy < pv})

PY =jl4) = P(A)
CP(Y =4,U < p/(cp))
= P(A)
CP(Y = )P(U < p;/(ep}))
B P(A)
piflep;) e

Pp() TPy
Teraz musimy skorzystac z tego, ze

1= Py = j|4) = dpl(A).

JEE
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O
Nastepujacy algorytm podaje przepis na generowanie liczby losowej X z
funkcja prawdopdobienstwa (p;,j € E).

Algorytm RM-d

% dane f. prawd. (p(j)) i ((P’())

1. generuj Y z funkcjg prawdopodobienstwa (p’(j));
2. jesli c rand p’(Y)<= p(Y), to podstaw X:=Y;

3. w przeciwnym razie idz do 1.

Widzimy, ze liczba powtorzen L w petli ma rozktad obciety geometryczny
TGeo(IP(A))=TGeo(1 — 1); P(L = k) = (1 — H)* ', k =1,2,.... Ocze-
kiwana liczba powtérzen wynosi ¢, a wiec nalezy dazyé¢ aby c byto jak naj-
mniejsze.

Podamy teraz wersje ciggta metody eliminacji. Przypusémy, ze chcemy
generowac liczbe losowa X z gestoscia f(x) na F (mozemy rozwaza¢ E =
R., R, R itd.), podczas gdy znamy algorytm generowania liczby losowej Y
o wartosciach w E' z gestoscia g(x). Niech ¢ > 0 bedzie takie, ze

f(x) <cg(z), x € E.
Oczywiscie ¢ > 1, jesli gestosci sg rozne. Rowniez bez straty ogdlnosci mo-

zemy przyjac, ze jesli dla pewneog = € E, g(x) = 0, to tez f(x) = 0. Niech
U ~ U(0,1) i definiujemy obszar akceptacji przez

A={cUg(Y) < f(V)}.

Zakladamy, ze U i Y sg niezalezne. Podstawa naszego algorytmu bedzie
nastepujacy fakt, ktory wystowimy dla £ C IR".

Fakt 6.2
P(Y € BJA) = / fy)dy, dia BCE
B

oraz P(A) = 1/c.
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Dowdd Yaczny rozktad wektora (U, Y') ma gestos¢ du x g(y) dy na [0,1) x E.
Mamy

P € B, cUg(Y) < f(Y))

P(Y € B|A)

IP(A)
e Joy Ly € Boeug(y) < f(y) dugly) dy
N P(A)
_ L)/ (cg(®) 9(y) dy
IP(A)
1
= dy————-.
| 1w
Podstawiajac B = E widzimy, ze IP(A) = 1/c. Poniewaz rownosé jest dla
dowolnych B C E, wiec f jest szukang gesto$cia, co konczy dowod. 0

Nastepujacy algorytm podaje przepis na generowanie liczby losowej X z
gestoscig f(x).

Algorytm RM

hzadana gestosé f(x)

1. generuj Y z gestoscig g(y);

2. jedli c*x rand * g(Y)<= £(Y) to podstaw X:=Y
3. w przeciwnym razie idz do 1.

Przyklad 6.3 [Normalna zmienna losowa| Pokazemy, jak skorzystac¢ z me-
tody eliminacji aby wygenerowa¢ zmienng losowa Z o rozkladzie normalnym
N(0,1). Najpierw wygenerujemy zmienna losowa X z gestoscia

f(z) = 2 e_é, 0<z<o0. (6.8)

Taki rozklad nosi nazwe potéwkowego normalnego (ang. half-normal distri-
bution). Jest to gestos¢ zmiennej losowej Z, gdzie Z ma rozktad standardowy
normalny. Zmienna losowa w tle Y ma rozklad wyktadniczy Exp(1) z gesto-
Scia g(z) = e, x > 0. Nalezy znalez¢ maksimum funkcji

flz) 2 .

e 0<z<o00,

g(z) 2w
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co sie sprowadza do szukania wartosci dla ktorej x — z2/2 jest najwieksza w
obszarze x > (0. Maksimum jest osiggniete w punkcie 1 co pociaga

¢ = max /() = \/E% 1.32 .
g9(x) ™

Akceptacja jest przy U < f(Y)/(cg(Y). Zauwazmy, ze przy symulacjach
mozemy wykorzystac

f(ﬂ?) _ z—z?/2-1/2 _

—(z—1)?/2
e .
cg(x)

e

Teraz aby wygenerowa¢ zmienng losowa Z o rozktadzie N(0,1) musimy za-
uwazy¢, ze nalezy wpierw wygenerowa¢ X z gestoscia f(x) i nastepnie wy-
losowaé znak plus z prawdopodobienstwem 1/2 i minus z prawdopodobieri-
stwem 1/2 (patrz Zadanie 9.17). To prowadzi do nastepujacego algorytmu
na generowanie liczby losowej o rozktadzie N(0,1).

Algorytm RM-N

%» mna wyjsciu Z o rozkladzie N(0,1)

generuj Y=-\log rand;

jesli U<= exp(-(Y-1)"2/2) to podstaw X:=Y;
w przeciwnym razie idz do 1.

generuj I=2*floor(2+*rand)-1;

Podstaw Z:=1%X;

a b WN -

Przyktad 6.4 [Rozklad Gamma(a, \); Madras [33]]

Przypadek o < 1 Bez straty ogdlnosci mozna zatozyé A = 1 (Dlaczego?
Jak otrzymac¢ z X 7 gestoscia f(x) o rozkladzie Gamma(a, 1) zmienna Y o
rozkladzie Gamma(a, §)?7 Patrz Zadanie 9.17). Teraz za g(z) wezmiemy

(2) = Czo!, 0<z<1
g\r) = Ce™™, x>1
Z warunku, ze [;* g(x)dz = 1 wyznaczamy

ae

C:

a+e’
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Jesli wiec polozymy g1(z) = az®'1(0 <z < 1) i go(x) = ee™"1(x > 1) to
9(x) = p1g1(7) + p2ga(x) ,

gdzie py = C/a oraz p, = C/e. A wiec mozemy symulowaé liczbe losowa
Y 7z gestoscia g uzywajac metody superpozycji. Zostawiamy czytelnikowi
napisanie procedury generowania g;(z) oraz gs(x). Teraz nalezy zauwazy¢,
ze istnieje ¢ takie, ze

f(x) <cg(z),  zelRy,

co pozwala wykorzysta¢ metode eliminacji do symulacji zmiennej X. Zosta-
wiamy czytelnikowi napisanie calej procedury.

Przypadek a > 1. Oczywiscie przypadek @ = 1 jest nam dobrze znany,
poniewaz wtedy mamy do czynienia z liczbg losowg o rozktadzie wyktadni-
czym. Jedli a > 1, to przyjmujemy g(z) = be™1(0 < 2z < ) z A < 1.
OczywiScie w tym przypadku

1
c¢=c(\) =sup Ja) sup ———a% lem(1=N)e

_ < 0.
>0 9()  z>0 bI'(a)

Stata b powinno sie dobraé tak aby ¢(\) byto minimalne. Mozna pokazaé, ze

1 (a—1070
=)=y ao et

7 Generowanie zmiennych gaussowskich

7.1 Metody ad hoc dla N(0,1).

Przedstawimy dwa warianty metody, zwanej Boxa-Mullera, na generowanie
pary niezaleznych zmiennych losowych Z;, Z5 o jednakowym rozktadzie nor-
malnym N(0,1). Pomyst polega na wykorzystaniu wspotrzednych bieguno-
wych. Zacznijmy od udowodnienia lematu.

Lemat 7.1 Niech Zy,Zy bedq niezaleznymi zmiennyma losowymi o jedna-
kowym rozktadzie normalnym N(0,1). Niech (R,©) bedzie przedstawieniem
punktu (Z1, Zs) we wspétrzednych biegunowych. Wiedy R i © sq niezalezne,
R ma gestosc

fz) = 2e™*?1(z > 0) (7.9)

oraz © ma rozktad jednostajny U(0, 27).
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Dowdd  Oczywiscie, (Z1, Zs) mozna wyrazi¢ z (R, ©) przez

Z1 = RcosO,
Zy = Rsin®

a wektor zmiennych losowych Zi, Z, ma laczna gestosé 5= exp(—(z3 +13)/2).
Skorzystamy z wzoru (XI.1.1). Przejscie do wspoélrzednych biegunowych ma
jakobian

cosf) —rsind
sinff  rcos@

-
a wiec (R, ©) ma gestosé
1 .2
f(R,e)(T, 0) = 2—6777’ drdf, 0<f<2m, r>0.
i

O

Zauwazmy, ze rozklad zadany wzorem (7.9) nazywa sie rozktadem Rale-
1gha.

W nastepujacym lemacie pokazemy jak generowaé¢ zmienne o rozktadzie
Raleigha.

Lemat 7.2 Jesli R ma rozktad Raleigha, to Y = R? ma rozktad wyktad-
niczy Exp(1/2). W konsekwencji, jesli U ma rozktad jednostajny U(0,1), to
zmienna losowa (—2log U)Y? ma rozktad Raleigha.

Dowdéd W tym celu zauwazmy, ze Y = R? ma rozklad wyktadniczy Exp(1/2)
bo

P(R?>z) = P(R> Va)

= / re "2 dr = e /2 x> 0.
Nz

Poniewaz (—2logU) ma rozklad wykladniczy Exp(1/2), wiec jak weze-
$niej zauwazylismy, pierwiastek z tej zmiennej losowej ma rozktad Raleigha.
O

W rezultacie mamy nastepujacy fakt.
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Fakt 7.3 Niech Uy i Uy bedg niezaleznymi zmiennymi loswymi o jednakowym
rozktadzie jednostanym U(0,1). Niech

Zy = (=2logUy)"? cos(2nUy),
Zy = (—2logUy)Y?sin(2nls) .

Wtedy Z1, Zs sq niezaleznymi zmiennymi losowyms o jednakowym rozktadzie
normalnym N(0,1).

Algorytm BM

% mna wyjsciu niezalezne Z1, Z2 o rozkladzie N(0,1)
Generuj U1,U2
R<- -2*log Ul
V <- 2xPixU2
Z1 <- sqrt(R)* cos V
Z2 <- sqrt(R)* sin V
zwrot Z1,Z2

Dowdod Mamy Z; = Rcos©, Zy; = Rsin©, gdzie R, © sa niezalezne, R ma

rozklad Raleigha a © jednostajny na (0,2x]. Trzeba wygenerowaé zmienna
2

© o rozktadzie jednostajnym na (0,27 (proste) oraz R z gestoscia re”z,
r > 0 co wiemy jak robi¢ z lematu 7.2

Druga metoda jest modyfikacja Box-Mullera i pochodzi od Marsaglia-
Breya. Opiera sie ona na nastepujacym fakcie.

Fakt 7.4 Niech

Vi
(VZ+VZ)P
Ve
V2V

Vo= {—2log(V{ + V)
Y, = {—2log(V{ + V)2

1 Vi, Vo sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie jed-
nostagnym U(-1,1). Wtedy
(Z1,Zs) =a (Y1, V)|V + V5 < 1)

jest parg niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie normal-
nym N(0,1).
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Dowdd powyzszego faktu wynika z nastepujacego lematu. Niech K bedzie
kotem o promieniu 1 i érodku w poczatku uktadu IR?.

Lemat 7.5 Jesli (W, Wy) ~U(K), i (R,©) jest przedstawieniem punktu
(W1, W) w wspdtrzednych biegunowych, to R i © sq niezalezne, R* ma roz-
ktad jednostajny U(0,1) oraz © ma roztad jednostajny U(0,27).

Dowdd Laczny rozklad (W7, W5) ma gestosé

1
;1((11)1,11]2) € K) dw1 d’LUQ.
Mamy
Wi = Rcos O, Wy = Rsin® .

Niech B = {t; <0 < t3,a <r < b}. Wtedy
IP(tl <0< to,a < R < b) = ]P((Wl,WQ) S B)
1
=~ [ 1wy € K)drdy

T JB
1 to b
= —/ /rdrd@
m t1 a
1

= %(tg —t1) x (b* — a?)

= P(t; <O <ty)P(a < R<D).

Stad mamy, ze R i © sa niezalezne, © o rozkladzie jednostajnym U(0, 27).
Ponadto P(R < z) = 2?1(0 < z < 1), czyli R? ma rozklad jednostajnym
U(0,1).

Algorytm MB

%» mna wyjSciu niezalezne Z1, Z2 o rozkladzie N(0,1)
while (X>1)
generate U1,02
Ul <- 2xU1-1, U2 <- 2xU2-1
X = U1~2+U2"2
end
Y <- sqrt((-2*% log X)/X)
Z1 = UlxY, Z2=U2%Y
return Z1,Z2
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7.2 Metoda ITM dla zmiennych normalnych

2 Aby generowaé standardowe zmienne normalne N(0, 1) metoda ITM mu-
simy umie¢ odwrocié dystrybuante ®(z). Niestety w typowych pakietach
nie ma zaszytej funkcji ®~!(u) (tutaj mamy klasyczna funkcje odwrotna).
Istnieja rozmaite algorytmy obliczajace ®~1(u). Jak wszystkie algorytmy
zaszyte w pakietach lub kalkulatorach podaja przyblizone wartosci z pew-
nym btedem, ktory powinien by¢ podany. Zagadnieniem jest rozwigzanie
réwnania ®(r) = u dla zadanego u € (0, 1). Punktem wyjscia moze by¢ stan-
dardowa metoda Newtona szukania zera funkcji © — ®(z) — u. Zauwazmy
najpierw, ze poniewaz

(1 —u) = —d(u)

wiec wystarczy szukaé rozwigzania albo dla w € [1/2,1) lub (0,1/2). Metoda
Newtona jest metoda iteracyjna zadang rekurencja

Tpy1 = Tn — (I)(;Zz ; 4
= Zp 4 (u— D(z,))e’5wnte, (7.10)

gdzie ¢ = log v/2m. Sugeruje sie aby zacza¢ z punktu

zo = ++/| — 1.610g(1.0004 — (1 — 2u)?)|.

Powyzej znak zalezy od tego czy u > 1/2 (plus) czy u < 1/2 (minus). Powyz-
sza procedura wymaga znajomosci funkcji @ i oczywiscie wyktadniczej. Po-
nizej przedstawiamy inny algorytm, tzw. algorytm Beasley’a-Zamana-Moro
(za ksiazka Glassermana [16]).

function x=InvNorm(u)

a0=2.50662823884;
al=-18.61500062529;
a2=41.39119773534;
a3=-25.44106049637;

b0=-8.47351093090;
b1=23.08336743743;
b2=-21.06224101826;

2Glasserman [16] str. 67.
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b3=3.13082909833;

c0=0.3374754822726147;
c1=0.9761690190917186;
¢2=0.1607979714918209;
c3=0.0276438810333863;
c4=0.0038405729373609;
¢5=0.0003951896511919;
¢6=0.0000321767881768;
¢7=0.0000002888167364;
¢8=0.0000003960315187;
y<-u-0.5;

if |yl<0.42;

r <- y*y

x <- (((a3*r+a2)*r+al)*r+a0)/((((b3*r+b2)*r+bl)*r+b0)+1)

else

r <-u

if (y>0) r <- 1-u

r <- log (-log) (r)

x <- cO+r*(cl+r*(c2+r*(c3+r* (chd+r* (cS5+r*(c6+r*(c7+r*c8)))))))
if (y<0) x<- -x

return Xx

Aby to jeszcze polepszy¢ mozna zastosowaé do wyniku jeszcze jeden krok
wedlug rekurencji (7.10) wychodzac z otrzymanego x = ®~1(u). Glasserman
[16] podaje, ze wtedy btad nie przekracza 1071,

7.3 Generowanie wektoréw losowych N(m, ).

Wektor losowy X o rozktadzie wielowymiarowym normalnym N(m, ¥) ma
srednia m oraz macierz kowariancji ¥ oraz dowolna kombinacja 2?21 a; X;
ma rozklad normalny. Oczywiscie gdy méwimy o n-wymiarowym wektorze
normalnym X, to m jest n wymiarowym wektorem, 3 jest macierza n x n.
Przypomnijmy tez, ze macierz kowariancji musi by¢ symetryczna i nieujemnie
okreslona. W praktyce tego wykltadu bedziemy dodatkowo zakladaé, ze ma-
cierz 3 jest niesingularna. Wtedy rozkltad X ~ N(0, X) ma gestos¢ zadana
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wzorem .
1 27 k=1 %%k
2

or det(X))n/2

flay, ... xy) = (

gdzie
C = (cjp)jrmr = D

Przyklad 7.6 Dla n = 2 macierz kowariancji mozna przedstawié¢ jako

2
 — 07 PO102
- 2 )
pPO102 0y

gdzie p = Corr(Xy, X3), 02 = Var X; (i = 1,2). Wtedy

1 & =L
_ of 0102
C=—ms| % 7 .
p g102 O'%

Aby wygenerowaé taki dwuwymiarowy wektor normalny X ~N(0, 1), niech

Y1 =o1(\/1—|p|Z1 + V]plZ3), Ya=02(\/1— |p|Zs+sign(p)\/|p|Zs) ,

gdzie Zy,Zs, Z3 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0,1).
Teraz dostaniemy szukany wektor losowy (Xi, Xs2) = (Y1 + my, Ys + mo).
To ze (Y1,Y3) ma dwuwymiarowy rozklad normalny jest oczywiste. Nalezy
pokazaé, ze macierz kowariancji tego wektora jest taka jak trzeba.

Dla dowolnego n, jesli nie ma odpowiedniej struktury macierzy kowarian-
cji X pozwalajacej na znalezienie metody ad hoc polecana jest nastepujaca
metoda generowania wektora losowego N(m, ). Wektroy ponizej sg wekto-
rami kolumnowymi. Niech X = (X,,...,X,)? oraz macierz A bedzie taka,
ze

X =AA" (7.11)

Macierz A mozemy nazywaé pierwiastkiem z macierzy 3. Kazda macierz
kowariancji jest symetryczna macierza nieujemnie okreslona, a wiadomo, ze
dla takich macierzy istnieje pierwiastek.

Fakt 7.7 Jesli Z = (Zy,...,Z,) sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie normalnym N(0,1) to

X=AZ+m
ma rozktad N(m,X).
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Aby obliczy¢ ‘pierwiastek” A z macierzy kowariancji 3 mozna skorzystaé z
gotowych metod numerycznych. Na przyktad w MATLAB-ie jest instrukcja
chol(X), ktora uzywa metody faktoryzacji Choleskiego. W wyniku otrzy-
mujemy macierz gornotrojkatna. Zauwazmy, ze jesli X jest nieosobliwa, to
istnieje jedyna A dla ktorej faktoryzacja (7.11) zachodzi i na przekatnej ma-
cierz A ma dodatnie elementy. W przypadku gdy ¥ jest singularna to taki
rozktad nie jest jednoznaczny.
Proponujemy nastepujacy eksperyment w MATLABIE.

>> Sigma=[1,1,1;1,4,1;1,1,8]

Sigma =
1 1 1
1 4 1
1 1

>> A=chol(Sigma)

A =
1.0000 1.0000 1.0000
0 1.7321 0
0 0 2.6458
>> A%xA
ans =

1.0000 1.0000 1.0000
1.0000 4.0000 1.0000
1.0000 1.0000 8.0000

8 Przykladowe symulacje

W dwoch wykresach na rys. 8.2 1 8.3 podajemy wyniki S, /n, n =1,...,5000
dla odpowiednio rozktad wyktadniczego Exp(1) i Pareto ze $rednig 1. Zmienne
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Pareto Par(1.2) sa w tym celu pomnozone przez 0.2. Warto zwroci¢ uwage na
te symulacje. Widaé¢, ze dla zmiennych Pareto zbieznos¢ jest dramatycznie
wolniejsza. Jest to efekt ciezko-ogonowosci.

Na rys. 8.4 podane sa wyniki symulacji, kolejno 5000 replikacji roz-
ktadu normalnego N(1,1), 5000 replikacji rozkladu wykladniczego Exp(1),
oraz 5000 replikacji rozktadu Pareto(1.2) przemnozonego przez 0.2. Pole-
camy zwrocié uwage na charakter poszczegoélnych fragmentéw na rys. 8.4.
Chociaz wszystkie zmienne maja $rednia 1, to w pierwszym fragmencie (dla
zmiennych o rozkladzie normalnym) zmienne sa mato rozrzucone, w drugiej
czesci troche bardziej, natomiast duzy rozrzut mozna zaobserwowa¢ w czesci
ostatniej (tj. dla zmiennych Pareto). Jest to spowodowane coraz ciezszym
ogonem rozktadu. Do symulacji zmiennych losowych o rozktadzie normal-
nym N(0,1) uzyto MATLABowskiej komendy randn. Aby uzyska¢ zmienne
N(L,1) trzeba wzia¢ randn+1.

Dla ilustracji na rysunkach 8.5, 8.6 i 8.7 podane sg przyktadowe symu-
lacje dwuwymiarowego wektora normalnego z zerowym wektorem Sredniej,
Var (X) = 3, Var (X5) = 1 i wspolczyniku korelacji p = 0.1,0.6,0.9.3

8.1 Uwagi bibliograficzne

Na temat generowania zmiennych losowych o zadanych rozkladach istnieje
obszerna literatura ksiazkowa: patrz e.g. elementarny podrecznik Rossa [40],
fundamentalna monografia Asmussena i Glynna [4], obszerna monografia Fi-
shmana [14], [9], bardzo ciekawy nieduzy podrecznik Madrasa [33].

3skrypt: normalnyRho.m
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Rysunek 1.1: Rys 2-1
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Rysunek 8.2: Rozklad wykladniczy Exp(1), 5000 replikacji
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Rysunek 8.3: Rozkltad Pareto(1.2), 5000 replikacji
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Rysunek 8.4: Rozklad N(1,1) (5000 repl.), Exp(1) (5000 repl.), Pareto(1.2),
(5000 repl.)

Rysunek 8.5: Wektor normalny, p = 0.1, o7 = 3, 0? = 1, 400 replikacji
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(e}

-2+

Rysunek 8.6: Wektor normalny, p = 0.6, 03 = 3, 07 = 1, 400 replikacji

-2

Rysunek 8.7: Wektor normalny, p = 0.9, 07 = 3, 02 = 1, 400 replikacji
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9 Zadania

4

Zadania teoretyczne

9.1

9.2

9.3

9.4

Niech X ma dystrybuante F' i chcemy wygenerowaé¢ zmienna losowa o
warunkowym rozkladzie X|X € (a,b) gdzie P(X € (a,b)) > 0. Niech

V =F(a)+ (F(b) — F(a))U.

Jaki rozktad ma V. Pokaza¢, ze Y = F~ (V) ma zadana warunkowa
dystrybuante G, gdzie

0 T < a,
F(x)—F(a
G(x) = %, a<xz<b,
1 z>b

Poda¢ procedure generowania liczb losowych o rozktadzie trojkgtnym
Tri(a,b), z gestoscia

| er—a), a<z<(a+b)/2,
f(“">—{ o((b—=), (a+b)/2<z<b,

gdzie stala normujaca ¢ = 4/(b—a)?. Wsk. Rozwazy¢ najpierw gestosé
U, + Us.

Pokazac, ze
X = log(U/(1 - U))

ma rozklad logistyczny o dystrybuancie F((z) = 1/(1+e7%).

Podaé¢ dwie procedury na generowanie liczby losowej 7z gestoscia postaci
N
f(x):ZaJa:J, 0<z<1,
j=1

gdzie a; > 0. Wsk. Obliczy¢ gestos¢ max(Uy, ..., U,) i nastepnie uzy¢
metody superpozycji. Jaki warunek musza spelniaé¢ (a;)?

4Poprawiane 1.12.2017
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9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

9.11
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Podaé¢ procedure generowania zmiennej losowej X z gestoscia f(x) =
n(l —z)" L.

Podaé¢ dwie procedury generowania liczby losowej o rozktadzie Cau-
chego.

Niech F' jest dystrybuanta rozkladu Weibulla W(a, ¢),

F(z) = {

Zaktadamy ¢ > 0, a > 0. Pokaza¢, ze
v <—logU>1/a
c

Pokaza¢, ze X = tan(m(U — 1/2)) ma rozktad Cauchego, tj o gestosci

1 1

0 x <0
1 —exp(—cz®), z>0.

ma rozktad W(q, c).

Rozklad Gumbela z parametrami p € R i ¢ > 0 ma dystrubuante
F(z;p,0) = exple” 7 ), r € R.

Pokaza¢, ze zmienna X = —log(—logU) ma rozklad Gumbela z pa-
rametrami ¢ = 0 is ¢ = 1. Jak z X uzyska¢ rozklad Gumbela z
dowolnymi parametrami u, o.

Podaé¢ przyklad pokazujacy, ze ¢ w metodzie eliminacji (zar6wno dla
przypadku dyskretnego jak i ciaglego) nie musi istnie¢ skonczone.

a) Udowodnié¢, ze P(|[U'] =14) = m, dlai=1,2,...

b) Poda¢ algorytm i obliczy¢ prawdopodobienistwo akceptacji na wy-
generowanie metoda eliminacji dyskretnej liczby losowej X z funkcja
prawdopodobienistwa {p, k =1,2,...}, gdzie

6 1

PE, k:1,2,

Pr =

c¢) Poda¢ algorytm i obliczy¢ prawdopodobieristwo akceptacji na wy-

generowanie metoda eliminacji dyskretnej liczby losowej X z funkcja

prawdopodobienistwa {px, k =1,2,...}, gdzie p; = %n_l‘l
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9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

Podaj metode generowania liczby losowej z gestoScia:

e —oco<x<0
f(x)_{62z7 OZJZ<OO

Taki rozktad nazywa sie podwdjny wyktadniczy.

W przyktadzie 6.4, przypadek o > 1, dobra¢ optymalne b tak aby
¢ = ¢(b) bylo minimalne.

Rozktad beta Beta(a, f) ma gestosé
o711 — )Pt
B(a,8)

gdzie beta funkcja jest zdefiniowana przez

0<ax<l.

fx) =

B(o, ) = /0 21— 2)Ptde .

Przy zalozeniu o, > 1 podaé¢ algorytm wraz z usadnieniem gene-
rowania liczb losowych Beta(a, ) metoda eliminacji. Wsk. Przyjaé¢
g(x) =10<z < 1).

Gestos¢ rozktadu zadana jest wzorem
flz) = C:z:e_x4, x>0,

gdzie C = 4//7. Poda¢ dwie procedury generowania zmiennych loso-
wych z gestoscia f.

Gestos¢ dwuwymiarowego wektora losowego Y = (Y7, Y3) jest dana
flxy,29) = ce 1TI" = ce_(””%”%)z, x € R?,

gdzie c jest znana stala normujaca. Zaproponowaé algorytm na su-
mulacje wektora losowego Y. (Wsk. Przedyskutowaé¢ dwie metody:
eliminacji oraz przejscie do wspotrzednych biegunowych oraz zastano-
wi¢ sie ktora lepiej uzywac).

a) Niech n bedzie zmienna losowa niezalezna od X, P(n = —1) =
IP(n = —1) = 1/2, oraz X ma rozklad z gestoscia dana w (6.8). Poka-
zaé¢, ze nX ma rozktad standardowy normalny N(0,1).

b) Pokaza¢, ze jesli X ma rozklad Gamma(a,1) to X/ ma rozkltad
Gamma(a,f3).



82

9.18

9.19

9.20

9.21
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Poda¢ dwa algorytmy na generowanie punktu losowego o rozktadzie
U(B), gdzie B = {z € R*: |z| < 1}. Wsk. Do jednego z algorytmow
wykorzysta¢ lemat 7.5.

Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym z gestoscia f(z,y) i niech B C
IR? bedzie obszarem takim, ze

/ f(z,y) dx dy < oc.
B
Pokaza¢, ze X|(X,Y) € B ma gestos¢

Swapen F@y) dy
fB f(x,y) dx dy

[Marsaglia [34]] Niech J ma funkcje prawdopodobiefistwa (p,,)>_, z
Pm = 1/(ce™1) ic = 1/(e —1). Niech I ma funkcje prawdopodo-
bieristwa (¢,,)5%,, gdzie ¢, = ¢/n!. Zakladamy, ze I, J oraz Uy, ... sa
niezalezne. Pokaza¢, ze X = J + min(Uy, ..., U;) ma rozktad wyktad-
niczy Exp(1). Powyzsza wlasnos¢ rozktadu wyktadniczego daje moz-
liwo$¢ napisania algorytmu na generowanie wyktadniczych zmiennych
losowych bez uzycia kosztownej funkcji log. Zastanowié¢ sie jak mozna
szybko generowaé liczby losowe I, J. Wsk. Zauwazy¢, ze I ma rozklad
Poissona Poi(e) przesuniety o 1, natomiast J ma rozktad geometryczny
Geo(e™!). Wsk. Zauwazy¢, ze J ~Geo(e™!) oraz ¢jyq = 1/(k+1)°

Uzasadni¢ dwie metody generowania rozktadu wielomianowego M(n, a).
Pierwsza metoda jest uogoélnieniem metody ad hoc dla rozktady dwu-
mianowego (patrz podrozdzial 3). Polega na generowaniu niezaleznych
wektorow losowych przyjmujacych wartosci (0,...,1,...0) (jedynka
na i-tym miejscu) z prawdopodobienstwem a; i nastepnie zsumowanie
liczby jedynek na kazdej koordynacie. Natomiast druga metoda wy-
korzystuje unikalng wtasnos$¢ rozktadu wielomianowego wektora X =
(Xi,...,X4): rozklad X1 pod warunkiem Xy = ky,..., X; = k;) jest
dwumianowy B(n —k; —... —kj,aj11 /(a1 + ...+ a;)) 1 X1 ma rozkltad
B(n,ay).

A jak szybko generowaé liczby losowe I, J?
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9.22 a) Pokaza¢, ze jesli 71, ..., Z, sa niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie
normalnym N(0,1) i [| Z]| = 377_, Z7, to punkt X = (Z,/||Z]], ..., Z2/||Z]])
ma rozktad jednostajny na sferze S, 1 = {z = (21,...,2,) : D7 25 =
1.

b) Jesli ponadto punkt ze sfery X z punktu a) przemnozymy przez
UYn gdzie U i X sa niezalezne, to otrzymamy punkt losowy z kuli

B, ={z:) o} <1}

9.23 % Niech X € IR" bedzie wektorem losowym i Y € IR bedzie zmienng
losowy.
(i) Jesli X ma gestos¢ g(x) oraz dla ¢ > 1, zmienna (Y|X = x)
ma rozktad U(0, cg(x)), to wektor losowy (X,Y) € R"™ ma rozktad
U(A), gdzie

A={(z,y):x e R,y e R,0<y <cg(x)}.

(ii) Jesli (n + 1) wymiarowy wektor losowy
(X,Y)
ma rozktad U(B), gdzie
B={(z,y):x e R,y e R,0<y < f(x)},
to X ma gestosé f(x).

(iii) Zastanowi¢ sie, jak z (i) (ii) oraz rezultatu z sekcji 4 mozna udo-
wodni¢ fakt 6.2.

Zadania laboratoryjne

9.24 Poda¢ wraz z uzasadnieniem jak generowac liczbe losowa X o rozkla-
dzie Ula,b]. Napisa¢ MATLABowska funkcje Unif(a,b) na generowanie
liczby losowej X.

Swg. Bernard D. Flury, Acceptance-rejection sampling made easy. STAM Review, vol
32, 474-476, 1990.
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9.25

9.26

9.27

9.28

9.29

9.30
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W literaturze aktuarialnej rozwaza sie rozkltad Makehama przysztego
czasu zycia T, dla x-latka z ogonem rozktadu

P(T, > t) = e~ At =e"),

Napisa¢ procedure Makeham(A m,c,x) generowania liczb losowych o
takim rozkladzie. Przyja¢ A = 5-107% m = 7.5858 - 107° oraz ¢ =
log 1.09144(tzw. G82). Wsk. Zinterpretowaé probabilistycznie jaka
operacja prowadzi do faktoryzacji e At=m(c—c") — - Atgmm(cTT—c)
Zastanowi¢ sie czy rozklad z ogonem dystrybuanty e~
przedstawié¢ jako warunkowy.

t+z_ .x .
m(c <) mozna

Napisa¢ procedure Poi(lambda) generowania liczb losowych o rozkla-
dzie Poi()). Uzasadnié¢ jej poprawnosc.

Napisac funkcje Gamma(a,b) na generowanie liczby losowej o rozkla-
dzie Gamma(a,b). Wsk. Algorytm musi sie sklada¢ z dwoch czeséi:
a<loraza>1.

Przeprowadzi¢ nastepujacy eksperyment z MATLABowskimi genera-
torami. Obliczyé¢ objetosc kuli £ = 30 wymiarowej o promieniu 1 i
porownac z wynikiem teoretycznym na objetosc takiej kuli:

2 k/2
V=
kT(k/2)
W zadaniu nalezy przeprowadzi¢ symulacje punktu z (0, 1)* i nastepnie
sprawdzi¢ czy lezy on w kuli. Zastanowi¢ sie ile nalezy wzigé¢ replikacji.

Poréwnaé¢ dwie procedury generowania rozktadu normalnego N(0,1) z
podsekeji 7.1. Poréwnac szybkos$¢ tych procedur mierzac czas wykona-
nia 100 000 replikacji dla kazdej z nich.

Korzystajac z zadania 9.21 poréwna¢ dwie procedury generowania roz-
ktadu wielomianowego. Do generowania rozktadu dwumianowego wy-
korzysta¢ procedure ITR. Przeprowadzi¢ eksperyment z n = 101 a; =
0.55,a9 = ... = a9 = 0.05. Poréwnac szybkos¢ tych procedur mierzac
wykonanie 100 000 replikacji dla kazdej z nich.
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9.31 Napisa¢ procedure generowania liczb losowych z gestoScia

e (1
fla)=pe™ + =5 (1+(:c/0-2)) '

Zrobi¢ wyktadniczy i paretowski wykres kwantylowy dla 300 zmiennych
losowych wygenerowanych z p = 0.051 p = 0.95.
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9.32

9.33
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Projekt

Napisa¢ procedure MATLAB-owska generowania liczby losowej N(0,1)
(tablicy liczb losowych N(0,1))

(1) metoda eliminacji (randnrej),

(ii) 1-sza metoda Boxa-Mullera (randnbmfirst),

(iii) 2-ga metoda Boxa-Mullera (randnbmsec). Przeprowadzi¢ test z po-
miarem czasu 100 000 replikacji dla kazdej z tych metod oraz MATLAB-
owskiej randn. Uzy¢ instrukeji TIC i TOC. Kazdy eksperyment zaczaé
od rand(’state’,0). Sporzadzi¢ raport z eksperymentoéw. Zrobié wy-
kresy kwantylowe dla kazdej z procedur z 1000 replikacji.

Uzywajac rozwazania z ¢wiczenia 9.20 napisaé algorytm na generowanie
liczb losowych o rozkladzie wyktadniczym Exp(1). Zastanowi¢ si¢ jak
optymalnie generowaé liczby losowe I, J z zadania 9.20.



Rozdzial 1V

Analiza wynikow; niezalezne
replikacje

! Przypuséémy, ze chcemy obliczy¢ warto$é I o ktorej wiemy, ze mozna przed-
stawi¢ w postaci
I=EY

dla pewnej zmiennej losowej Y, takiej, ze IEY? < oco. Ponadto umiemy
roOwniez generowa¢ zmienng losowa Y. Zauwazmy, ze dla zadanego [ istnieje
wiele zmiennych losowych, dla ktorych I = EY. Celem tego rozdziatu bedzie
zrozumienie, jak najlepiej dobiera¢ Y do konkretnego problemu. Przy oka-
zji zobaczymy jak dobieraé¢ liczbe replikacji potrzebna do zagwarantowania
zadanej dokladnosci.

1 Przypadek estymacji nieobcigzone;j

Przypu$émy, ze chcemy obliczy¢ wartos¢ I o ktorej wiemy, ze mozna przed-
stawi¢ w postaci

I=FEY
dla pewnej liczby losowej Y, takiej, ze IEY? < co. W tym podrozdziale
bedziemy przyjmowaé, ze Yi,...,Y, beda niezaleznymi replikacjami liczby

losowej Y i bedziemy rozwazaé estymatory szukanej wielkosci I postaci

. 1 &
Yn:ﬁgyj.

!Poprawiane 17.1.2018
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Korzystajac z elementarnych faktow teorii prawdopodobienistwa, mozemy za-
uwazy¢, ze estymator [, jest nieobcigzony t.j.

EY, =1,

oraz mocno zgodny to znaczy z prawdopodobienstwem 1 zachodzi zbieznosé
dla n — oo R
Y, — 1,

Mocna zgodno$é¢ pociaga za soba wazna dla nas stabg zgodnosé, to znaczy,
ze dla kazdego b > 0 mamy

P(|Y, — I| > b) — 0.

Zauwazmy ponadto, ze warunek |V, — Y| < b oznacza, ze blad bezwzgledny
nie przekracza b. Stad widzimy, ze dla kazdego b i liczby 0 < a < 1 istnieje
no (nas interesuje najmniejsze naturalne) takie, ze

P(Y,-b<I<Y,+b)<1-—a, n > ny. (1.1)

A wiec z prawdopodobienstwem wiekszym niz 1 —« szukana wielko$é¢ I nalezy
do przedziatu losowego [V, — b,Y, + b] i dlatego a nazywa sie poziomem
istotnosci lub poziomem ufnosci. Ro6wnowaznie mozemy pytac sie o blad b
dla zadanej liczby replikacji n oraz poziomu ufnosci o, lub przy zadanym n i b
wyznaczy¢ poziom ufnosci a. Zgrubna odpowiedz dostaniemy z nieréwnosci
Czebyszewa.

Uwaga Niech b, bedzie zadanym bledem przy n replikacjach. Wtedy z
nieréwnosci Czebyszewa mozna oszacowaé z gory prawdopdobiefistwa prze-
kroczenia zadanego btedeu b,,:

Var ffn

by

Jesli wiec chcemy aby btad byt na poziomie a, to
VarV, o2
o= = —
b2 nb2
i stad rozwiazujac rownanie mamy
oy [al/?
nl/2

b, =

czyli b, = O(n~Y2).
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Wyprowadzimy teraz bardziej doktadny niz (1.1) wzér na zwiazek pomie-
dzy n, b, a. Poniewaz w metodach Monte Carlo n jest zwykle duze, mozemy
skorzystac z centralnego twierdzenia granicznego (CTG), ktore mowi, ze jesli
tylko Y1,...,Y, sa niezalezne i o jednakowym rozkladzie oraz o5 = VarY; <

oo, to dla n — oo
P zn:Yj_[q; — O(x) (1.2)
O'y\/ﬁ_ ’

i=1

gdzie oy = /VarY; oraz ®(x) jest dystrybuanty standardowego rozkladu
normalnego. Niech 2z1_,/5 bedzie a/2-kwantylem rozktadu normalnego tj.

07
Zl—a)2 = q)il(l — 5)

Stad mamy, ze

-1
lim P(—21_q/2 < Z

< =1—a.
n—oo O'Y\/ﬁ Zl—a/2) 1 @

A wiec, pamietajac, ze I = EY],

—Z1- a/2<zo_ n<217a/2)%1—04-
yvn

Przeksztalcajac otrzymujemy réwnowazna postac

N

IP(Yn - Zla/?% <I< Yn + zlfa/2o'_y) ~l-a )

NLD
skad mamy fundamentalny zwiqzek wiazacy n,a, o2
0y

b= z_ a/2\/ﬁ

Uwaga Zauwazmy, ze CTG (1.2) mozna wyrazi¢ nastepujaco:

VY, —4 N(0,02).

(1.3)

Jesli nie znamy o2, a to jest raczej typowa sytuacja, to mozemy zastapic
te warto$¢ przez wariancje probkowa

A 1 ~

j=1
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poniewaz z teorii prawdopodobienistwa wiemy, ze jest rowniez prawda

P (Z ?n\_/_[ < g;) — ®(x) . (1.4)

j=1 "

Estymator S2 jest nieobcigzony, tj. IES2 = o2 oraz zgodny. Przeksztalcajac
(1.4)
Y -1
IP(_Zlfa/2 < Aj < Zlfa/2) ~l-a,
25

i po dalszych manipulacjach otrzymujemy réwnowazna postacé

A~ ~

. . g
P(Y, SIL<Y,+2_qp—F—)~1-0a.

Sy
n Zl—a/Q% > \/ﬁ

Stad mozemy napisa¢ inna wersje fundamentalnego zwiazku

~

Sn
b= 21—04/2%

W teorii Monte Carlo przyjeto rozwazac sie o = 0.05, i z tablic mozemy
odczytaé, ze z1_g025 = 1.96 i tak bedziemy robi¢ w dalszej czeSci wyktadu.
Jednakze zauwazmy, ze istnieje mozliwo$¢ wnioskowania na poziomie ufno-
$ci, na przyktad, 99%. Wtedy odpowiadajaca z1_g.005 = 2.58. Polecamy czy-
telnikowi obliczenie odpowiednich kwantyli dla innych poziomoéw istotnosci
wykorzystajac tablice rozktadu normalnego. A wiec na poziomie istotnosci
0.05 fundamentalny zwiazek jest

1.960y
/i

A wiec aby osiagna¢ doktadnosé b nalezy przeprowadzié liczbe n = 1.96%0% /b?
prob.

Jak juz wspomnieliémy, niestety w praktyce niedysponujemy znajomo-
scig 02. Estymujemy wiec 02 estymatorem S2. Aby oszacowaé niezbedna
liczbe prob do osiggniecia zadanej doktadnosci, mozna to zrobi¢ najpierw
pilotazowa symulacja przy uzyciu m replikacji w celu wyestymowania an, a
dopiero po oszacowaniu potrzebnego n z wzoru (1.5) przeprowadzi¢ wlasciwe

b= (1.5)
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obliczenia z n replikacjami w celu obliczenie I. Wtedy zapisujemy wynik
symulacji w postaci przedziatu ufnosci

Zl—a/an % Zl—a/an

N AR

)

lub w formie (Y, & %)

W MATLABie srednig i odchylenie standardowe liczymy za pomoca in-
strukcji mean(X) oraz std(X), gdzie X jest wektorem. Jesli potrzebujemy
liczy¢ odchylenie standardowe samemu to przydatne sa nastepujace wzory
rekurencyjne Podamy teraz wzor rekurencyjny na obliczanie Y, oraz 5’2

Algorytm
. -1 1
Y, = z Y1+ =Y,
i 2 1
A n N ~
52 = 82 - Y?’L - Yn_ 2
n n—1 n-1t n( 1)

dlan=2,3,...1 R R
i=Y, Si=0.

Przyktad 1.1 [Asmussen & Glynn [4]] Przypusémy, ze chcemy obliczyé I =
7w = 3.1415... metoda Monte Carlo. Niech Y = 41(U? + U3 < 1), gdzie
Uy, U, s niezaleznymi jednostajnymi U(0,1). Wtedy 1(UZ + U2 < 1) jest
zmienng Bernoulliego z $rednia /4 oraz wariancja 7w/4(1 — 7/4). Tak wiec

EY ==
oraz wariancja Y réwna sie
VarY = 167/4(1 — 7/4) = 2.6968.

Aby wiec, przy zadanym standardowym poziomie istotnosci, dostaé jedna
cyfre wiodaca, tj. 3 nalezy zrobi¢ n ~ 1.96%-2.7/0.5% ~ 42 replikacji, podczas
gdy aby dosta¢ druga cyfre wiodaca to musimy zrobi¢ n ~ 1.96%-2.7/0.05% ~
4130 replikacji, itd.

Wyobrazmy sobie, ze chcemy poréwnac kilka eksperymentoéw. Poprzednio
nie braliémy pod uwage czasu potrzebnego na wygenerowanie jednej replikacji
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Y;. Przyjmijmy, ze czas mozna zdyskretyzowa¢ (n =1,2,...), i ze dany jest
taczny czas m (zwany budzetem) ktorym dysponujemy dla wykonania caltego
eksperymentu. Niech $rednio jedna replikacja trwa czas t. A wiec $rednio
mozna wykonac w ramach danego budzetu jedynie m/t replikacji. A wiec
mamy

N 1
Yn:ﬁ;mmm—ﬁ;m.

Aby poréwnaé ten eksperyment z innym, w ktorym postugujemy sie liczbami
losowymi Y7, ..., takimi, ze Y = IEY", gdzie na wykonanie jednej replikacji
Y;-’ potrzebujemy $rednio ¢ jednostek czasu, musimy poréwnaé wariancje

Var Y, Var YY;
Rozpisujac mamy odpowiedno (tVarY)/m i (t VarY')/m. W celu wybrania

lepszego estymatora musimy wiec porownaé powyzsze wielkosci, i mniejsza z
wielko$¢ nazwiemy efektywnoscig estymatora.

1.1 Obliczanie calek metoda Monte Carlo

Przypusémy, ze szukana wielko$é¢ I mozemy zapisaé jako

I= /B k(x) dz,

gdzie B jest podbiorem R? i vol(B) < co. Bedziemy dalej zakladaé¢, 7e
vol(B) =1 (jesli ten warunek nie jest spelniony, to zawsze mozemy zadanie
przeskalowa¢). Przyktadem moze byé¢ B = [0,1] lub [0, 1]¢.

Zgrubna metoda Monte Carlo (CMC) Polozmy Y = k(V), gdzie V
ma rozktad jednostajny na B. Wtedy mamy IEY = I. Niech Vi,...,V,, beda
niezaleznymi kopiami V' o rozktadzie jednostajnym U(B). Wtedy

YCMC _ }A/nCMC _ l zn: ]{7(‘/3)
n
j=1

jest zgrubnym estymatorem Monte Carlo(crude Monte Carlo) i stad skrot
CMC. Bedziemy dalej méwili o estymatorach CMC.
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Przyktad 1.2 [Madras [33|] Niech & : [0, 1] = R bedzie funkcja catkowalna

z kwadratem [ k*(x) dz < oo. Niech Y = k(U). Wtedy EY = [, k(z) dz
oraz EY? = fol k*(z) dz. Stad

oy = \//01 K2 (x) da — (/Olk(x) dz)?.

W szczegdlnosci rozwazmy

Wtedy oczywiscie mamy

! 1 ! e—2
k(x)dr = Tdr—1) = =0.41
/0 (x)dx 6_1</0€ r—1) 1 0.418

e —

1
/ k*(x)dx = 0.2567.
0
Stad o2 = 0.0820 a wiec n = 0.3280/0°.

Metoda chybil-trafit. Do estymacji I = [, k() dz mozemy uzywaé in-
nych estymatorow. Zalozmy dodatkowo, ze B = [0,1] i 0 < k(z) < 1.
Umiescmy teraz krzywa k(x) w kwadracie [0, 1] x [0, 1] rozbijajac kwadrat na
dwie czesci: nad i pod krzywa. Czes¢ do ktorej celujemy, rzucajac “losowo”
punkt (U, Us) na kwadrat, jest pod krzywa. Ten pomyst prowadzi do tzw.
estymatora chybit-trafit (Hit or Miss) (HoM). Formalnie definiujemy

Y = 1(k(U)) > Uy).

Mamy bowiem

1 1 1
I=EY = / / lk(u1)>u2 dUQ du1 = / k(ul) dul.
0 Jo 0

Wtedy dla Uy, ..., Us, obliczamy replikacje Y7, ..., Y,, skad obliczamy esty-

mator
1 n
O-HoM
YnO = ﬁ E Y]
j=1
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zwanym estymatorem chybit trafit. Wracajac do przyktadu 1.2 mozemy tatwo
policzy¢ wariancje VarY = I(1—1) = 0.2433. Stad mamy, ze n = 0.9346/b?,
czyli dla osiagniecia tej samej doktadnosci trzeba okoto 3 razy wiecej replika-
cji Y-kow anizeli przy uzyciu metody CMC. W praktyce tez na wylosowanie
Z w metodzie chybit trafit potrzeba dwa razy wiecej liczb losowych.

Jak wida¢ celem jest szukanie estymatoréow z bardzo mata wariancja.

1.2 Symulacja funkcji od wartosci oczekiwanej

Chcemy obliczy¢ z = f(I), gdy wiadomo jak symulowaé liczbe losowa Y i
I =EY. Zaktadamy, ze f jest funkcja ciagta w otoczeniu punktu I. Wtedy
naturalnym estymatorem jest

gdzie jak zwykle Y, = (1/n) 2?21 Y;. Niestety estymator Z, jest przewaznie
obcigzony dla f(I). Przy zalozeniu, ze 02 = VarY < co mamy

V¥, — 1) B N(0,0?) .

Zaktadajac ponadto, ze f(x) jest ciagle rozniczkowalna w otoczeniu I, ze
wzoru Taylora f(z) — f(I) = f (I)(z — I) 4 o(z — I), mamy

/

Va(f(Ya) = F(I) = f (DAY = 1) + Vi o((Y, = 1))

Poniewaz
Vio((Y, — 1)) = va(¥, — 1))o(1)) o

(detale mozna znalez¢é w ksiazce van der Vaarta [44]), wiec
A~ D ,
Va(f(Ya) = f(1)) = N(O, f (I)*0?).

Technika dowodowa polegajaca na rozwinieciu Taylorowskim funkcji nazy-
wana jest metodqg delty.

Rozpatrzymy teraz ogélna sytuacje gdy estymator Y, wielkosci I jest
obciagzony z obcigzeniem o, = EY, — I. Zakladamy, ze

B.1 /n(Y, — EY,) =4 N(0,02), gdzie 0 < 0% < 0o gdy n — oo,
B.2 y/nd, — 0, gdy n — oc.
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Wtedy korzystajac z wlasnosci zbieznosci wedtug rozktadu (patrz (XI1.1.15))
wtasnosci B.1 i B.2 pociagaja

V¥, — 1) B N(0,0?) .

A wiec jak poprzednio metoda delty mozna udowodnié¢ nastepujacy fakt.

Fakt 1.3 Jesli funkcja [ jest ciggle rézniczkowalna w otoczeniu I oraz spet-
nione sq zatozenia B.1-B.2, to

VA(F(Y) = £(D) SN, @),
gdzie w* = (f'(I))%0?.

Teraz heurystycznie pokazemy, ze jesli funkcja f jest dwukrotnie ciagle
rozniczkowalna w I, oraz

B.2’ dla pewnego 0 < § < o0
nop — 0

(zauwazmy, ze B.2’ jest mocniejszy niz B.2), to

B (/0 - £y ~ £ (5 0+ 250
Mianowicie z twierdzenia Taylora mamy
1) = 1) = £ O 1) + 280 = 0o -1 (1)

i dalej mnozymy (1.6) przez n oraz korzystamy z tego, ze

o nf ()(EY, — 1) = §f (1)),

1! 1!

o ni D Z(I)IE(XA/}L—I)Q —~ L D2

e nE [o((Y, = 1)%)] = 0.
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Niestety tym razem aby przeprowadzi¢ formalny dowo6d musieliby$my sko-
rzystac¢ z wlasnosci jednostajnej catkowalnosci co jest raczej niemozliwe bez
dodatkowych zalozen.

Omowimy teraz rozszerzenie faktu 1.3 na przypadek wielowymiarowy.
Mianowicie chcemy wyestymowaé z = f(I',. .., I9) jesli wiemy, ze (I',..., I
=E (Y, ..., EY? oraz potrafimy symulowac
(Yl, o ,Yd). Wygodnie jest wprowadzi¢ oznaczenia wektorowe

Yy =(',.. .Y,  I1=(,....1%.

Przez (V f)(I) oznaczamy wektor (f1(I), ..., f\9(I)), gdzie fO(x) = ag(;:).

Dowod nastepujacego faktu przy uzyciu metody delty mozna znalezé w ksiazce
van der Vaart [44].

Fakt 1.4 Jesli funkcja f: R — R jest ciggle rézniczkowalna w otoczeniu
punktu I oraz

VY, —I) 3 N(0,%)

dla pewnej skoriczonej macierzy kowariancyi 2 to
Vi (f(¥0) = (D) BN, (VHDEVHID).

W szczegolnodei wige jesli Y ma skoriczona macierz kowariancji ¥ = (0y;); j=1,...

oraz Y, = (1/n) Z?Zl Y ;, gdzie Yq,..., Y, sa niezaleznymi replikacjami Y’

to dla estymatora - f(f’n) przedzial istotnosci na poziomie o = 0.05 jest

~

f(Y,) £1.960/\/n, gdzie

d

o = (VAMDZ(VHI) = > fO 9O T)oy; . (1.7)

3,j=1

Niestety wzor na wariancje zawiera I, ktorg to wielko$¢ chcemy symulowac.
Jesli wiec 3 jest znana, to proponuje sie przedzialy ufnosci w postaci f(Y,,)+
1.966 /\/n, gdzie

o* =VHIDE(VNHY)T = Z FOX )Y ) - (1.8)
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Estymator macierzy kowariancji 3 Naturalnym estymatorem wektora
sredniej I i macierzy kowariancji 3 wektora losowego Y, gdy Y4,...,Y, sa
niezaleznymi replikacjami Y jest

. 1 —

~ 1 ) i j j
Gy = —— (V=Y = Vi)
m=1

Natomiast estymatorem o2 z (1.7) jest

7= S VAV (Y V) (Y~ V)(VF(V,)T
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Zadania teoretyczne

2

1.1

1.2

1.3

Zaproponowaé algorytm obliczenia calki

| v
(zaktadamy, ze jest ona absolutnie zbiezna), gdzie

e, —oco<x<0
f(x)—{ e 0<x<oo.

Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ I metoda Monte Carlo, gdzie I = I'T”
oraz wiemy, ze [ =IBY', I" =TEY". Niech Y], ..., Y5 bedzie R nieza-
leznych replikacji Y oraz niezaleznie od nich niech Ylﬁ, e ,YII%/ bedzie
R niezaleznych replikacji Y. Pokazaé, 7e nastepujace estymatory sa
nieobcigzone dla I:

i Ten ) (1=,
v (i) (i)

1 R
A
i=1

Pokaza¢, ze Z; ma mniejszg wariancje. Wsk. Pokazaé, ze dla niezalez-
nych zmiennych losowych X,Y majacych drugie momenty mamy

Var (XY) = Var XVarY + (E X)*VarY + (EY)*Var X.

Zanalizowa¢ przyktad 11.3.6 pod katem odpowiedniodci liczby replika-
cji. Jak dobra¢ ¢ aby poza k = 27 na wykresie 11.3.2 trudno byloby
rozrozni¢ krzywa wysumulowana od teoretycznej. Czy lepiej byloby
przyja¢ 6 = 0.05.

21.2.2016



1. PRZYPADEK ESTYMACJI NIEOBCIAZONE.J 99

1.4 |Igta Buffona a liczba 7] W zadaniu Buffona o liczbie 7 oblicza sie

prawdopodobienistwo

2L

p=—
T

przeciecia jednej z rownolegtych prostych oddalonych od siebie o 1 przez
iglte o dlugoséci L. Wiadomo, ze przeprowadzajac niezalezne ekspery-
menty mamy nieobcigzony estymator p prawdopodobienistwa p. Wtedy
do obliczenia wykorzystujemy wzor m = (2L)/p, skad mamy estymator
7 = (2L)/p. Zaplanowaé obliczenie f(I) z dokladnoscia b = 0.01 na
poziomie a = 0.05, gdy f(z) = (2L)/x oraz  =p =Y, gdzie Y =1,
gdy igla przecina linie, natomiast Y = 0 w przeciwnym razie.

1.5 Tle nalezy zrobié¢ replikacji na poziomie ufnosci o = 0.05 aby blad b =
0/50.3

1.6 Wiadomo, ze jesli Y7,...,Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie N(0,1) to

(n—1)82/o2—n+1 p

L B N(0, 1), (1.9)

gdy n — oo; patrz [44], str. 27. Natomiast jesli zmienne sa o rozkladzie
dowolnym , to

Jn (S;f; - 0—2) BON(0, p1q — oY), (1.10)

gdzie gy = IE (Y —IEY)* jest momentem centralnym rzedu 4. Tle nalezy
zrobi¢ prob aby wyestymowaé o2 z doktadnoscia do 5-ciu % na poziomie
a = 0.05. Rozwazy¢ oba warianty przy uzyciu (1.9), (1.10).

Zadania laboratoryjne

1.7 a. Napisa¢ algorytm na wygenerowanie punktu losowego o rozktadzie
jednostajnym U(A) w trojkacie A o wierzchotkach (1,1), (=1, —1), (1, —1).
Policzy¢ $rednig liczbe liczb losowych Uy, Us, . .. potrzebnych do wyge-
nerowania jednej liczby V' o rozkladzie U(A).

3Wg Panjer i Wand (ASTIN B. 1993): We say that the number of significance digits
in the computed value is v if the relative error is less than 107%.
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b. Napisa¢ algorytm na obliczenia catki

/ e~ @) gy dy
A

zgrubng metoda MC.

1.8 Wyprodukowaé¢ 10 000 przedzialéw ufnosci postaci (ffn + %) dla
Y = 1(U < u), n = 1000 oraz I = EY nastepnie sprawdzi¢ jaki
procent tych przedzialow pokryje I = 0.5,0.9,0.95 gdy odpowiednio
u=0.5,0.9,0.95. Wyjasni¢ otrzymane wyniki.
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Projekt

1.9 Obliczy¢ sktadke netto z doktadnoscia do czterech miejsc po przecinku,
dla 40-latka w ubezpieczeniu na cate zycie, gdy techniczna stopa pro-
centowa wynosi r = 0.05, przyszly czas zycia T = T)y ma rozklad
Makehama (mozna uzy¢ funkeji Makeham z zadania 111.9.25). Wzor
na sktadke netto gdy suma ubezpieczenia wynosi 1 zl jest

Ee T
m=—= .
E [, etdt

Przeprowadzi¢ analize btedu.
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Rozdzial V

Techniki redukcji wariancji

L'W tym rozdziale zajmiemy sie konstrukcja i analizg metod prowadzacych
do redukeji estymatora wariancji. Jak zauwazyliSmy w poprzednim roz-
dziale, metoda MC polega na tym, ze aby obliczy¢ powiedzmy I, znajdujemy
zmienna losowa Y taka, ze [ = EY. Wtedy ¥ = Z?:l Y;/n jest estyma-
torem MC dla I, gdzie Y7, ... sa niezaleznymi replikacjami Y. Wariancja
VarY = Var Y/n, a wiec widzimy, ze musimy szukaé takiej zmiennej losowej
Y dla ktorej IEY = I, i majacej mozliwie mala wariancje. Ponadto musimy
wzigé¢ pod uwage mozliwosé tatwego generowania replikacji Y. Zauwazmy
tez, ze czasami pozbycie sie zalozenia, ze Y7, ... sg niezaleznymi replikacjami
Y moze tez byc¢ korzystne.
W tym rozdziale zajmiemy sie nastepujacymi technikami:

1. metoda warstw,

2. metoda zmiennych antytetycznych,
3. metoda wspoélnych liczb losowych,
4. metoda zmiennych kontrolnych,

5. warunkowa metoda MC,

6. metoda losowania istotnosciowego.

!Poprawiane: 17.1.2018
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1 Metoda warstw

Jak zwykle chcemy obliczy¢ I = EY. Przyjmijmy, ze Y jest o wartosciach
w E (moze by¢ R, R? lub podzbior) i niech A',..., A™ beda roztacznymi
zbiorami takimi, ze P(Y € (JI_; A7) = 1. Rozbicie definiuje nam warstwy
Wi = {Y € A’} Mozemy si¢ spodziewaé, ze przy odpowiednim doborze
warstw i zaprojektowaniu liczby replikacji w warstwach bedzie mozliwa re-
dukcja wariancji.

Oznaczmy

e prawdopodobienistwo wylosowania warstwy p; = P(Y € A7) (to przyj-
mujemy za znane i dodatnie)

e oraz [ =IE[Y|Y € A7] (j =1,...,m) (oczywiScie to jest nieznane bo
inaczej nie trzeba by nic obliczac).

Ze wzoru na prawdopodobienistwo catkowite
EY =p ' +... +pI™.

Metoda polega na losowaniu w poszczegbdlnych warstwach, korzystajac z
tego, ze potrafimy losowac (o tym pozniej)

Yi =4 (Y|Y € A)).
Niech teraz n bedzie ogolng liczba replikacji, ktorg podzielimy na odpowied-
nio n; replikacji Y7 w warstwie j. Niech Y/, ... erZ; beda wiec niezaleznymi
replikacjami Y’/ w warstwie j. Zakladamy rowniez niezalezno$¢ replikacji

pomiedzy poszczegdlnymi warstwami. Oczywiscie n = ng + ... + n,,. Defi-
niujemy

jako estymator I/, Niech 0} = VarY” bedzie wariancja w warstwie j. Za-
uwazmy, ze Y7 jest estymatorem nieobcigzonym I/ oraz
.. o2
Vary] = L.
J M.

J

Teraz definiujemy estymator warstwowy

SA/nStr = plffnll 4+ ... +pm§>n”; .
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Zakladamy, ze wiadomo jak generowa¢ poszczegdlne Y7. Zauwazmy, Ze esty-
mator warstwowy jest nieobciazony

EY"™ = pEY'4+...+p,EY"

=1 ’L

Ponadto jego wariancja jest

m 2
Orstr pj 2
VarY; —Z;aj.
j=1
Niech dla @ = (z1,...,2,) (unas z; > 01 Y70 x5 = 1)
m
o)=Y Lol
l’,
j=1"7

Pamietajac o niezaleznosci poszczegdlnych replikacji mamy

nVar Y%
= an]VarY” = pl—af +... +pfnn£agl
j=1 m
pi 2 v 2
m 1.1
nl/nal + + nm/mam ( )
Ogtr((nl/na"'vnm/n>> : (]‘2)

Zastanowimy sie co sie stanie gdy przechodzimy z n — oo tak aby
(*) ¢;(n) = n;/n byty zbieine, powiedzmy do ¢; (j =1,...,m).
Oczywiscie ¢ = (qi, - - -, ¢m) jest funkcja prawdopdobienistwa. Wtedy
oae((na/n,... /) = o*(q) .
Kluczowym dla analizy wynikow jest nastepujacy fakt.

Fakt 1.1 Jesli zn @ ny,...,n,, przechodzimy do nieskonczonosci w sposob

(%), to

v Vs — 13 N©,1) .
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Dowod Musimy pamietac, ze wwarstwach replikacje sa niezalezne o jedna-
kowym rozktadzie i o niezaleznosci miedzy warstwami. Mamy

\/ﬁ(ipjyj 1) = \/ﬁ(ipyyj - ipﬂ])
- ip]aj nﬁ] [g (v ]J>]

D i 202
— N(Oa pj%)?
PR
poniewaz
T ,
v <YJ _ p) A N;
gj
gdzie Ni,..., N, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
ktadzie N(0,1). O

Dobér liczby replikacji w warstwach Mozemy teraz postawi¢ dwa py-
tania.

e Majac zadane warstwy (a wiec znajac (p;) oraz (0]2)) jak dobra¢ dla
zadanej catkowitej liczby replikacji n, liczby replikacji (n;) na poszcze-
gblnych warstwach aby wariancja nVar Y5 byla minimalna.

e Jak dobra¢ warstwy aby zmniejszy¢ (zminimizowac) wariancje.

Zajmiemy sie odpowiedzig na pierwsze pytanie. Okazuje sie, ze optymalny
dobor liczby replikacji n; mozna wyliczy¢ z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.2 Niech n bedzie ustalone i ny + ... + n,, = n. Wariancja

Pia-oi + .+ phor, estymator warstwowego YU jest minimalna gdy

p40'4
TL]' = —mj J n
Zj:l bjo;
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Dowdd  Musimy zminimizowaé o2 () przy warunku j + ... + 2,

x; > 0. Jesli podstawimy do wzoru (1.2)

I
—_

« _ DPjo;
4; = D
gdzie D = Y7 pjo; to 02,(¢") = D*. Ale z nier6wnosci Cauchy’ego-
Schwarza
n n n
2 2 2
Q@) <) a7 5
j=1 j=1  j=1
mamy
m m 2
2 bjo
= _pioy) = (Z\/% ij>
j=1 j=1 2
m m p 0_2
< 2w
7=1 7j=1 xj
_ 2
= Oy (CC)
U
Niestety ten wzor jest malo uzyteczny poniewaz nie znamy zazwyczaj
wariancji 0]2-, j=1,...,m. Chyba, ze jak poprzednio przyjmiemy empiryczna

2

wariancje SJQ parametru o; w warstwie j. Mamy za to nastepujace fakt, ze

tzw. alokacja proporcjonalna zmniejsza wariancje. Mowimy o takiej alokacji,

jeslin; =np; i =1,...,m. Wtedy z wzoru ([??e.war:str??]) mamy
o2 (ni/n,... ,ny/n) = ijajz. (1.3)
j=1

W przypadku alokacji proporcjonalnej mamy p = (ny/n, ..., n,/n).
Fakt 1.3 Jesli alokacja jest proporcjonalna, to

05:(P) < 0
Dowdd 7 wzoru na prawdopodobienstwo catkowite

=Y pEN?Y € 4] = ij(a? + (17)%).

j=1
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Poniewaz I = ) ", p; I’ wicc

VarY = Zp] O' + (19)? Zp]]j
- Sn S-S
j=1

7 nieréwnosci Jensena

<ij1j> <> i),

skad

VarY > ijaj = o%(p).
j=1
[
A wigc przy alokacji proporcjonalnej bierzemy n; = |[np;|, i wtedy wa-
riancja sie zmniejszy.

Modyfikacje Zamiast jednej zmiennej Y mozemy rozwazy¢ pare Y, X i
warstwy zdefiniowaé¢ nastepujaco. Niech Al, ..., A™ beda roztacznymi zbio-
rami takimi, ze IP(X € U;”zl A7) = 1. Wtedy j-ta warstwa jest zdefiniowana
przez W’ ={X € A7} i

I=EY =) pE[Y|X €A,

gdzie p; = IP(X € A;). Aby napisa¢ wzoér na estymator warstwowy musimy
przedefiniowac pojecie
Y =4 (Y|X € A).

Zostawiamy czytelnikowi napisanie wzoru na estymator warstwowy w tym
przypadku. Zauwazmy, ze w przypadku ogélnym warstwy W7 (5 =1,...,m)
tworzg partycje przestrzeni zdarzen elementarnych 2. Najogolniej moéwiagc
przez warstwy rozumiemy rozbicie ) na zdarzenia W, ... W™,
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Przyklady
Przyktad 1.4 [Asmussen & Glynn [4]]. Rozwazmy problem obliczenia calki

I:/O g(x)dz. (1.4)

Niech Y = ¢(U) oraz X = U. Wtedy mozemy wprowadzi¢ warstwy nastepu-
jaco: Wi ={U € (%, L1}, j=1,...,n. W tym przypadku bardzo prosto
mozna przeprowadzi¢ losowanie Y7 =4 (Y|X € (j — 1/m, j/m]). Mianowicie

zmienna

, —1 U

VI = J + —

m m
ma rozklad jednostajny na (%, L], Ponadto mamy p; = 1/m. Gdyby$my
zastosowali alokacje proporqonalnad z m = n (wtedy mamy n; = 1), to

estymatorem warstwowym [ jest
1 n
Yo = - 29(‘/3)-
]:

Poréwnajmy z caltkowaniem numerycznym wedtug wzoru:

n

j=1

Zauwazmy, ze IE V7 = 2= jest $rodkiem przedziatu (T L,

'n

Zobaczymy teraz Jak estymator warstwowy zmniejsza wariancje przy ob-
liczeniu calki (1.4), gdzie g jest funkcja ciggle rozniczkowalng z

M = sup |g (z)| < oo.
z€[0,1]

Zauwazmy, ze

-1 U
4

=4

Wariancja naszego estymatora warstwowego wynosi

str(l/n 1/” ZU]7
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gdzie .
2 J—1 1
> =V -U)).
7% = Var (g(*— + 1)
Korzystajac z twierdzenia o wartosci sredniej
j—1 U j—1 U
Ty = 0.) =
9=+ ) =9(—— )+9()n

gdzie 6; jest punktem z odcinka ((j —1)/n, (j — 1+ U)/n). mamy

o7 = Var (g(j—_ ! + g) _ Varly (9,)0) lg gej)U).
n n n

Teraz )
E(g(0,°0%) _ M
n? = 2
A wiec wariancja estymatora warstwowego z alokacja proporcjonalng jest
rzedu

2
0; <

1 M?  M? _
str ija < __:_:O(n 2).
7=1

n n? n?
Korzystajac z rozwazan z Uwagi IV.1 mozemy je przenie$¢ na nasz przypadek.
Mamy bowiem

VarYs"  O(n2)
< .

PV — 1| >b,) < <

O(Z;Q) = a mamy, ze b, = O(n™1), co jest lepsza szybkoscia

zbieznosci niz kanoniczna O(n~1/2).

7, rébwnania

Przyklad 1.5 [Asmussen & Glynn [4]|. Znajdziemy teraz estymator dla
I = fo ) dr, ktéry ma zbieznos$é szybsza niz kanoniczna n~'/2, gdzie n
jest liczba rephkacp. To nie bedzie estymator wartwowy ale wykorzystamy
pomysty z poprzedniego przyktadu 1.4. Zakladamy, ze g jest funkcja ciagle
rozniczkowalng z
M = sup ¢ (z) < oo.
z€[01,]

Rozwazmy wiec estymator postaci

1 j—14U
Y, = — I T
()
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Jest on nieobcigzony bo
. I~ [ [j—14u

EY, = — ) d
X o)
7=1
n_ pi/n 1

= Z/ g(u)du:/ g(u) du.

—1 Y (G-1/n 0

J=1

Teraz zanalizujemy wariancje. Z twierdzenia o wartosci Sredniej

i1 U, i1 .U
9(] +—J) zg(] )+g(9j)—1,
n n n n

gdzie 0, € (&2, 1). A wiec

1 & j—1+U;
V. Y:—§ V. =
ar nj:1 arg( - )

1 <, g (0,)U; M?
== ( J J)Q < —
n = n n

W tym przypadku blad b, = O(1/n%?).

Przyklad 1.6 Losowanie warstwowe dla dowolnych rozkladéw Te-
raz omowimy metody symulacji zmiennej o zadanym rozkladzie, uzywajace
koncepcji wartw. Przypomnijmy, ze

1= 1 U

v + —, 1=1,....,m
m m

ma rozktad jednostajny w (i — 1)/m,i/m]. Jesli wiec polozymy n = m to
wtedy n; = 11 V1 ... V™ tworzy warstwowa probe z rozkladu jednostajnego.

Rozwazymy teraz symulacje zmiennej losowej Y z dystrybuanta F(z)
metoda warstw. Dla ulatwienia zal6zmy, ze I jest $cidle rosngca. Rozwaza-
nia przeprowadzamy na prostej R, ale prosta modyfikacja pozwala rozwazac
rozktady ktore sa skoncentrowane na podzbiorze IR. Niech py,...,p, beda
zadanymi rozmiarami warstw, gdzie p; > 0 oraz Z;'n:ﬂ?j = 1. Prosta R
rozbijamy na m odcinkow:

Al = (a07a1]7A2 = (a17a/2]7 s >Am = (amflaam)
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, gdzie aqp = —oo oraz a,, = oo, tak aby P(Y € (a;_1,q,]) = p; (przyj-
mujemy, ze rozklad jest skoncentrowany na calej prostej). Mianowicie a;-ty
wyznaczamy nastepujaco:

apg = —0O0
a = F'(pm)

@ = FH(pi+ ... +pm)=F (1)

W przypadku gdy nosnik E rozktadu F' jest wlasciwym podzbiorem IR to
jak juz zauwazyliémy trzeba rozbicie zmodyfikowac.

Teraz Y7 =4 (Y|Y € A;) mozemy symulowaé¢ nastepujaco, jesli mamy
procedure obliczania odwrotnej dystrybuanty F~!(u) (moze to by¢ tez uogol-
niona odwrotna). Mamy p; = IP(AY)

Fakt 1.7 Niech VI =a;_1 + (a; — a;_1)U. Wtedy

F Y (VI) =4 (Y]Y € A7),

W ksiazce Glassermana jest opisany nastepujace ekperymenty. W pierw-
szym eksperymencie przeprowadzono 500 replikacji z rozkladu normalnego i
zrobiono histogram z 25 klasami. Natomiast drugi eksperyment przeprowa-
dzono przy losowaniu w 100 jednakowo prawdopodobnych warstwach losujac
w kazdej 5 replikacji. Wyniki sa przedstawione na rys. [?777].

2 Zalezno$ci zmniejszajg wariancje

2.1 Zmienne antytetyczne

Rozpatrzymy teraz metody symulacji I = IEY, w ktorych replikacje nie
muszg by¢ niezalezne. Bedzie nam potrzebna nastepujaca nier6wnos¢, ktora
jest natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia XI.1.2.

Wniosek 2.1 Jesli funkcja ¥(z1,...,25), 0 < x1,...,2, < 1 jest monoto-
niczna (niemalejgea lub nierosngcea), to dla niezaleznych zmiennych Uy, . .. Uy
o rozktadzie jednostajnym

COV(w(Ul,,Uk),w(l—Ul,,l—Uk))SO
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Mowimy wtedy, ze zmienne ¢(Uy, ..., Ug), (1 — Uy, ..., 1 — Uy) sa ujemnie
skorelowane. Zauwazmy ponadto, ze U i 1 — U maja ten sam rozktad jedno-
stajny U(0, 1). Rozpatrzmy teraz n zmiennych losowych Y, Ys, ... Y, przy
czym n jest parzyste. Ponadto zakladamy, ze

e pary (Yo;_1,Y%)i, 0 = 1,...,n/2 saniezalezne o jednakowym rozktadzie,
e zmienne losowe (Y;)_; maja ten sam rozktad brzegowy co Y.

Jesli rozwazamy estymator CMC
A 1~
oMc _ L
Y = E Y;
j=1

gdzie Y;,Y;, ... sy niezaleznymi replikacjami Y, to wariancja wynosi Var Y /n.
Zauwazmy, ze jesli bedziemy rozpatrywaé estymator

Ve 1 i |

to jego wariancja

ZVar (Y1 4+ Y3)

Var (V) = -
1
= 2—(2Var (Y) + 2cov(Y7, Ys))
n
1
= %(QVar (Y) 4+ 2Var (Y;1)Corr(Y1, Y2))

- %Var (Y)(1 + Corr(Y1,Y3)) .

A wiec jesli korelacja Corr(Y7,Ys) jest ujemna to redukujemy wariancje.

Przypusémy teraz, ze dla pewnej funkcji ¢ : [0,1]F — R mamy Y; =4
Uy, ...,Ux), 1 ze ¢ spelia zalozenie z wniosku 2.1. Wtedy Y3 = ¢(1 —
Ui,...,1 —Ug) i zmienne Y},Y, sa ujemnie skorelowane. Dalej definiujemy
Ys = ¢Y(Ugsr, -, Usk), Yo = (1 — Uy, ..., 1 — Uy) itd. Zauwazmy, ze tak
zdefiniowany ciag Y7, ..., Y, spelnia nasze postulaty. Wtedy

2 =1Y)
n

}A/anth _
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nazywamy estymatorem antytetycznym i jesli corr (Y1,Ys) < 0, to z przed-
stawionych rozwazan ma mniejsza wariancje od estymatora CMC, ktory ma
wariancje VarY/(n).

Przyklad 2.2 Rozpatrzmy teraz nastepujacy problem. Przypusémy, ze
mamy N zadan do wykonania. Czasy zadan sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozktadzie z dystrybuanta F'. Mamy do dyspozycji
c serweréw. Mozemy te zadania wykonaé¢ na wiele sposobow.

e wedlug najdtuzszego zadania (Longest Processing Time First - LPTF),
e wedlug najkrotszego zadania (Shortest Processing Time First - SPTF),
e w kolejnosci numeréw (First Come First Served — FCFS),

e lub alternujac — (ALT), tzn. zadanie pierwsze do serwera pierwszego,
zadanie 2-gie do serwera drugiego, itd. zadanie c-te do serwera c-tego,
a potem od poczatku.

Nastepne zadanie zaczyna by¢ opracowywane jedynie w momentach zakori-
czenia poprzednego zadania zadan. Oznacza to, ze niedopuszczamy przery-
wan w trakcie pracy. Celem jest policzenie IE CSPTF E CTPTF i [E OFCFS,
gdzie C jest czasem do zakonczenia ostatniego zadania wedlug procedury w
super-indeksie. Zilustujemy dzialanie dyscyplin na nastepuacym prostym
przyktadzie. Powiedzmy, ze N = 5 i ¢ = 2 oraz zadania sa wielkosci
3,1,2,4,5. Wtedy postepujac wg. SPTF zaczynamy z zadaniami wielko$ci
1121 po jednej jednostce czasu resztowe wielkosci tych zadan sa 3,0,1,4,5
a wiec mamy teraz zadanie z N = 4 i ¢ = 2. Postepujac tak dalej widzimy,
ze CSPTF — 9. Postepujac wg. LPTF zaczynamy z zadaniami wielkodci 4 i
5 i po 4-ch jednostkach czasu resztowe wielkosci tych zadan sa 3,1,2,0,1 a
wiec mamy teraz zadanie z N = 4 i ¢ = 2. Postepujac tak dalej widzimy, ze
CLPTF _ g

Mozemy zastanowawiaé sie jaka dyscyplina jest optymalna. Bedzie to
zalezato od rozkltadu F. PrzypuScmy wiec, ze rozmiary zadan sg nieza-
lezne o jednakowym rozkladzie wykladniczym Exp(1). Procedura ALT jest
latwa do zanalizowania. Zalézmy, ze N jest parzyste. Wtedy IECAIT =
IE max (X7, X5), gdzie

N/2 N/2

X, = 2511'7 Xy = ;gzi,
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gdzie §;; sa niezaleznymi zmiennymi losowym o jednakowym rozktadzie wy-
ktadniczym Exp(1). Niestety dla procedur LPTF i SPTF i nawet FCFS nie
mamy wzoréw teoretycznych. Przeprowadzimy wiec symulacje dla N = 10
zadan i ¢ = 2. W kazdym przypadku czas do zakoriczenie wszystkich za-
dan C jest pewna funkcjg C' = ¢(Uy, ..., Uy), gdzie ¢ zalezy od dyscypliny.
Nie mamy wzoru na konkretne v dla dyscyplin LPTF, SPTF, FCFS, ale
heurystycznie mozemy powieidzie¢, ze powinna by¢ “niemalejaca”. W ta-
blicy 2.1 podajemy wyniki symulacji I£ C' dla r6znych dyscyplin, przy uzyciu
metody CMC oraz antytecznej (anthy), dla N = 10 zadan oraz m = 1000
replikacjami; [ jest wysymulowana wartoscia IEC' = I, s jest odchyleniem
standardowym +/Var (C'), oraz b jest potowa dlugosci przedziatu ufnosci na
poziomie o = 0.05 (czyli mozna rzec blad). Dla poréwnania w tablicy 2.2

dyscyplina 1 S b
FCFS 5.4820 | 1.8722 | 0.1160
SPTF 5.8993 | 2.0259 | 0.1256
LPTF 5.0480 | 1.6908 | 0.1048

FCFSanthy | 5.5536 | 0.8999 | 0.0558

SPTFanthy | 5.9673 | 1.0127 | 0.0628

LPTFanthy | 5.0913 | 0.6998 | 0.0434.

Tablica 2.1: Szacowanie C' przy uzyciu CMC i anthy; N = 10, liczba replikacji
m = 1000.

podane sg wyniki symulacji z m = 100000 replikacji. Wszystkie symula-
cje s robione na tych samych liczbach pseudolosowych, poniewaz algorytmy
zaczynaja si¢ od rand(’state’,0).?

2.2 Wspodlne liczby losowe

Przypusémy, ze chcemy sprawdzi¢ roznice d = IEky(X) — [Eko(X), gdzie
X jest wektorem losowym. Mozna to zrobic na dwa sposoby. Najpierw
estymujemy IE k1 (X) a nastepnie, niezaleznie IE ky(X) i wtedy liczymy d.
To nie zawsze jest optymalne, szczeg6lnie gdy réznica d jest bardzo mala.
Inny sposobem jest zapisanie d = IE (k1(X) — k2(X)) i nastepnie estymo-
wania d. W pierwszym przypadku, Y7 = ki(X;) jest niezalezne od Y, =
ka(X2), gdzie Xi, X, sa niezaleznymi replikacjami X. A wiec wariancja

Zalgorytmy: FCFS.m, FCFSanty.m, SPTF.m, SPTFanty.m, LPTF.m LPTFanty.m.
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dyscyplina 1 S b
FCFS 5.4909 | 1.7909 | 0.0111
SPTF 5.8839 | 1.9116 | 0.0118
LPTF 5.0472 | 1.5945 | 0.0099

FCFSanthy | 5.5015 | 0.8773 | 0.0054

SPTFanthy | 5.8948 | 0.9748 | 0.0060

LPTFanthy | 5.0556 | 0.6858 | 0.0043.

Tablica 2.2: Szacowanie C' przy uzyciu CMC i anthy; N = 10, liczba replikacji
m = 100000

Var (k1(X1) — ko(Xa)) = Var (k (X)) + Var (k2(X)). W drugim przypadku
Var (ki (X) —kao(X)) = Var (k1 (X)) + Var (k2( X)) —2Cov (k1 (X), k2(X)). Je-
sli wiec Cov (k1(X), ko(X)) > 0 to istotnie zmiejszymy wariancje. Tak bedzie
w przypadku gdy obie funkcje sa jednakowo monotoniczne.

Przyklad 2.3 Kontynuujemy przyktad 2.2. Tym razem pytamy sie o
oczekiwang roznice CSPTY — CLPTE i [ = E (CSPTF — CYPTH) Mozna
po prostu odja¢ obliczone odpowiednie wielkosci w poprzednim przykta-
dzie, ale wtedy za wariancje trzeba by wzia¢ sume odpowiednich warian-
cji, i przy tej samej dhugosci symulacji blad bylby wiekszy. Mozna tez
wykorzysta¢ metode wspolnych liczb losowych. W tablicy 2.3 podajemy
wyniki symulacji I = E (CSFTF) — CY™TY) przy uzyciu metody wspolne;
liczby losowej (JCN — Joint Common Number). Podobnie jak poprzednio,
robimy tez symulacje przy uzyciu zgrubnej metody Monte Carlo (CMC), dla
N = 10 zadan, z m = 1000 replikacjami, s jest odchyleniem standardowym
\/Var ((CSPTF — CLPTF) " oraz b jest polowa dlugosci przedziatu ufnosci na
poziomie o = 0.05. 3 Wszystkie symulacje sg robione na tych samych licz-

dyscyplina ‘ 1 ‘ S ‘ b
SmLPTFjoint | 0.8513 | 0.5431 | 0.0352
SmLPTF 1.0125 | 2.5793 | 0.1599

Tablica 2.3: Szacowanie [ przy uzyciu JCN i CMC; N = 10, liczba replikacji
m = 1000

bach pseudolosowych, poniewaz algorytmy zaczynaja sie od rand(’state’,0).
Dla poréwnania podajemy w tablicy 2.4 wyniki dla 100000 replikacji.

3skrypty SmLPTF.m, SmLPTFjoint.m.
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dyscyplina ‘ 1 ‘ S ‘ b
SmLPTFjoint | 0.8366 | 0.5166 | 0.0032
SmLPTF 0.8455 | 2.4953 | 0.0155

Tablica 2.4: Szacowanie [ przy uzyciu JCN i CMC ; N = 10, liczba replikacji
m = 100000

3  Metoda zmiennych kontrolnych

Zacznijmy, ze jak zwykle aby obliczy¢ I znajdujemy taka zmienna losowa
Y, 7¢I = EY. Wtedy YOMC = "1 Yj/n jest estymatorem MC dla
I, gdzie Yi,...,Y, sa niezaleznymi replikacjami Y. Wariancja tego esty-
matora wynosi Var YHCMC = VarY/n. Teraz przypusémy, ze symulujemy
jednoczesnie druga zmienna losowa X (a wiec mamy niezalezne replikacje
par (Y1, X),...,(Yy, X,)) dla ktorej znamy IE X. Niech X, = > Xj/ni

definiujemy
YOV =y MC L ¢(X, —EX) = VarY + ¢*Var X + 2¢Cov (Y, X).
Obliczmy wariancje nowego estymatora:
Var (YY) = Var (Y + ¢X)/n. .
Wtedy Var (YY) jest minimalna gdy e,

Cov (Y, X)
c=———7
Var (X)

i minimalna wariancja wynosi 0% (1 — p?)/n, gdzie p = corr (Y, X). A wiec
wariancja jest zredukowana przez czynnik 1 — p2. Widzimy wiec, ze nalezy
starac¢ sie mie¢ bardzo skorelowane Y z X. Ale musimy tez umieé¢ symulowac
zalezng pare (Y, X).

W praktyce nie znamy Cov (Y, X) ani Cov (X) i musimy te wielkosci
symulowaé stosujac wzory
SY x

@)
S%

¢=—
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gdzie
S zn:(x—f()?
X n_l 4 J
7=1
. - . .
Sx = — D =V =X),
j=1

Przyklad 3.1 Kontynuujemy przyktad IV.1.1. Liczylidémy tam 7 za pomoca
estymatora Y = 4 1(U? + U? < 1). Jako zmienna kontrolna wezmiemy
X = 1(U; + Uy < 1), ktore jest mocno skorelowane z Y oraz [EX = 1/2.
Mozemy policzy¢ 1 — p? = 0.727. Teraz wezmiemy inna zmienng kontrolna
X = 1U + Uy > V2). Wtedy EX = (2 —v2)?/2i 1~ p? = 0.242,
Zauwazmy (to jest zadanie) ze jesli wezmiemy za zmienng kontrolna X lub
a + bX to otrzymamy taka sama redukcje wariancji.

Przyklad 3.2 Chcemy obliczy¢ caltke fol g(x) dr metoda MC. Mozemy po-
tozy¢ Y = ¢(U) i jako kontrolna zmienna przyja¢ X = f(U) jesli znamy

fol f(x)dz.

4  Warunkowa metoda MC

Punktem wyjscia jest jak zwykle obliczanie I = EY. Estymatorem CMC
jest wtedy
. 1 —
Yn = - Y'a
w2

gdzie Y7, ....,Y, sa niezaleznymi kopiami Y. Oprécz zmiennej Y mamy tez
X. Dla utatwienia rozwazan zaldézmy, ze wektor (Y, X) ma laczna gestosé
fyvix(y,z). Wtedy brzegowa gestos¢ X jest

hmz/ﬁww@@
Niech

¢(z) = E[Y|X = ]
_ fny,X(yvx) dy
fx(z) .
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Z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym
I=EY =E¢X).

Wtedy definiujemy estymator warunkowy

n
N 1

cond - cond
e = -3

j=1

gdzie Yeord | yend gn replikacjami Y = ¢(X). Estymator Y jest
nieobcigzony. Pokazemy, ze ma mniejszg wariancje niz estymator CMC. W
tym celu skorzystamy z nieréwnosci Jensena

E[YX =2] > (E[Y|X =2])?.
Jesli X ma gesto$¢ fx, to
Var (Y) = /IE[Y2|X = 1] fx(z)dw — I*
> [E®IYIX =) fe(o)do - 1
~ [P i) a1
= Var(¢(V))

Dla czytelnikow znajacych ogolna teorie warunkowych wartosci oczekiwanych
wystarczy przytoczy¢ ogdlny wzor

VarY = [E Var (Y|X) + VarIE (Y| X),
ktory mozna uzasadnié¢ nastepujaco. Wychodzac prawej strony

E [Var (Y]X)] + Var (E [Y|X])
= E(E[Y?X]— (E[Y|X])’+EE[Y|X])* - (E(E[Y]X])?
= EY? - (EY)%

Stad mamy od razu
VarY > VarE (Y| X).
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Przyklad 4.1 Kontynuujemy przyktad IV.1.1. LiczyliSmy tam 7 za pomoca
estymatora Y = 41(U? + U? < 1). Przyjmujac za X = U; mamy

olz) =E[Y|X =2 =4V1 — 2%
Estymator zdefiniowany przez Y " = 4,/1 — U? ma wariancje

. 1, [ 0.797
Var Y,ond = —(/ 16(1 — 2%) dx — 7%) = :
n-Jo n

A wiec redukuje wariancje 3.38 razy w stosunku do estymatora CMC z przy-
ktadu. Ten estymator bedziemy dalej analizowa¢ w przykladzie 5.1. Za-
uwazmy, ze w przykladzie IV.1.1 w przypadku metody CMC policzylismy, ze
Var (Y') = 2.6968.

Przyktad 4.2 Niech I = P(& + & > y), gdzie &1, & sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi z jednakowa dystrybuantg F', ktéra jest znana, a dla ktorej
nie mamy analitycznego wzoru na F*2. Przez F jak zwykle oznaczamy ogon
dystrybuanty 1 — F'(x). Oczywiscie za Y mozemy wzia¢

Y =1 + & > y)

aza X = &. Wtedy
Ycond — F(y o 51)

Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o takim samym
rozkladzie jak &. Wtedy Yo' = (1/n) 3 ", F(y — X;) bedzie nieobciazo-
nym estymatorem [ z wariancja mniejsza niz w zgrubnym estymatorze.

Przyklad 4.3 Bedziemy w pewnym sensie kontynuowaé rozwazania z przy-
ktadu 4.2. Niech S, = & + ... + &,, gdzie &,&o, ..., &, sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi z jednakowa gestoscia f. Estymator warunkowy mozna
tez uzywaé do estymowania gestosci f**(z) dystrybuanty F*"(x), gdy jest
dana jawna posta¢ f. Wtedy estymator warunkowy dla f**(y) zbudujemy
na podstawie

Ycond — f(y o Snfl) )



5. LOSOWANIE ISTOTNOSCIOWE 121

5 Losowanie 1stotnosciowe

Przypuscmy, ze chcemy obliczy¢ I, ktére mozemy przedstawi¢ w postaci
I= / k(x)f(z)dr =Ek(Y),
E

gdzie E jest podzbiorem IR lub IRY, f jest funkcja gestosci na E, oraz funkcja
k(z) spetnia [, (k(z))?f(x) dz < oo. Na przykltad E jest odcinkiem [0, 1] lub
polprosta [0, 00). Zakladamy, ze Y okreslona na przestrzeni probabilistycznej
(Q, F,IP) jest o wartosciach w E. Estymatorem CMC dla I jest

. 1 <&
YCMC § :Y
n - E j’
j:l

gdzie Y1, ..., Y, sa niezaleznymi kopiami Y. Niech f(z) bedzie gestoscia na
E, o ktorej bedziemy zakladac, ze jest Scisle dodatnia na E i niech X bedzie
zmienna losowa z gestoscia f(z). Wtedy
~ X
[= / k(@) L foyar = e L) w0,
E f(x) f(X)

gdzie ki(x) = k(z) f()/ f ().

Teraz definiujemy estymator istotnosciowy (importance sampling )

735 = L3k L5

L f(ij
gdzie X1,..., X, sa niezaleznymi kopiami X. Oczywiscie }A/,fs jest nieobcia-
zony bo
Ek(X)= / k(:p)Mf(:v) dr =1,
g flz)

z wariancja

Var (V15) = %Var {k(X)%] _ %(/E (k(x)%)Q (@) da — I2).

Okazuje sie, ze odpowiednio wybierajac f(z) mozna istotnie zmniejszy¢ wa-
riancje. Niestety, jak pokazuje nastepujacy przyklad, mozna tez istotnie
sytuacje pogorszyc.
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Przyklad 5.1 Funkcja ¢wiartki kota jest zadana wzorem
k() =4vV1—22,  z€[0,1],
i oczywiscie
/ 1 41 — 22 dx = 7.
0

W tym przykladzie Y = U jest o rozkladzie jednostajnym na F = [0,1].
Zauwazmy, ze f(x) = 1j1)(z). Wtedy estymator CMC jest dany przez

. 1 <&
Yy oMe — Z § 4,/1 - U2 (5.5)
n
j=1

Jest to estymator ktory spotkalismy w przyktadzie [?7examle:pi3??] i ma
wariancje
1
—(/ 16(1 — 2®)dx — %) =
0

n

0.797

n

Niech teraz fi(z) = 2z. Wtedy estymatorem istotnosciowym jest

Yls:lzn:‘l 1- X7

" n “ QXZ ’
=1
gdzie Xy,..., X, sa niezaleznymi replikacjami liczby losowej X z gestoscia
2z, ma wariancje
1 k(X)

Var (Y5) = —Var - .
f1(X)

Na koniec policzymy, ze wariancja

HX) <4m>2_12:8/11—x2

Var = X dr — I? = co.

f1(X)

Teraz pokazemy inna gestos$¢ fQ dla ktorej estymator istotnosciowy, jest
7z mniejsza wariancja niz dla estymatora (5.5). Niech teraz

T

fo(x) = (4 —22)/3.

Wtedy i
AIS 1 1—-X;

o Z (4—2X;)/3’

=1
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k(X)  [r16(1—a?) 2 _
Var f(X) = /0 —(4 — 903 =0.224

a wiec estymator IS jest ponad 3 razy lepszy od estymatora CMC.

Zatdézmy na chwile, ze funkcja £ jest nieujemna i rozwazmy nowa gestosc

F(z) = k(@) f(x)/ / k(@) f(z) do = k() (2)/1.

Wtedy wariancja estymatora IS jest zero, poniewaz

s [ (@@ VRO,
vy = [ (t) e

Oczywiscie taki estymator nie ma praktycznego sensu, bo do jego definicji
potrzebujemy I, ktore wtasnie chcemy obliczy¢. Ale ta uwaga daje nam wska-
zowke jak dobraé f. Mianowicie ma to by¢ gestosé przypominajaca ksztattem
k(z)f(z). Proponujemy porownaé k(z)f(x) z odpowiednimi gestosciami fj i
f~2 z przyktadu 5.1.

Podany teraz material jest opcjonalny. Zauwazmy, 7ze te same rozwa-
zania mozna przeprowadzi¢ formalnie inaczej. Niech (Q,F) bedzie prze-
strzenig mierzalng i Xy, Xo, ... bedg zmiennymi losowymi na tej przestrzeni.
Przyjmijmy, ze F, jest generowana przez {X; € Bi,..., X, € B,}, gdze
Bje B(R) (j=1,...,n) oraz, ze F = 0(U,», Fn). Teraz P i IP sq miarami
probabilistycznymi na €2 takimi, ze odpowiednio X, X5, ... sa niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie odpowiednio z ggstoscia f lub
f.

Fakt 5.2 Niech f > 0 p.w.. Wtedy na F,

P(dw) = L, (w)P(dw),

gdzie

3
—

~(Xj)‘
1 f(XJ>

Jesli Y jest zmienng losowq mierzalng F,, to

L, =

J

I=EY =E[YL,). (5.7)
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Dowdd Niech A= {X, € By,.... X, € By} € Fo. Wtedy

P(A) = P(X,€Bi,..., X, € By) :/B ) ) dan
— /31 . ../Bn J}(gl))::];é: flx) - f(wn) day ... do,.

To znaczy

E1(A) =EL,1(A).

Stad aproksymujac Y funkcjami prostym otrzymujemy (5.7). O
Zauwazmy, ze L zdefiniowany przez (5.6) nazywa sie ilorazem wiarygod-
nosci.

Przyktad 5.3 Policzymy teraz iloraz wiarygodnosci dla przypadku, gdy f
jest gestoscia standardowego rozktadu normalnego N(0,1), natomiast f jest
gestoscia rozkltadu normalnego N(p, 1). Wtedy

2

n M
L, = exp(—uZXj + ?n) (5.8)

j=1
Postepujac odwrotnie zdefiniujmy P na F, przez
diP = L;'dIP.

Zauwazmy, ze teraz musimy zalozy¢, ze f(r) > 0 p.w.. Wtedy przy nowe;
mierze probabilistycznej IP zmienne X5, Xs, ... sa niezalezne o jednakowym
rozktadzie N(pu,1).
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Zadania teoretyczne
4
5.1 Niech '~ Exp(\) i Zy = FY(U), Zy = F~'(1 — U). Pokazaé, ze
EZ =1/, EZ2=2/)\,

oraz

COIT (Zl, ZQ) = —0.6449.

Wsk. ['logzlog(1l — x)dz = 0.3551.

5.2 Asmussen and Glynn [4]. Niech XY maja taka sama brzegowa dys-
trybuante F. Pokazaé, korzystajac z teorii przedstawionej ponizej, ze
dolne ograniczenie tacznej dystrybuanty F(z,y) jest dane przez z twier-
dzenia Frécheta-Hoefdinga

F(x,y) > Fru(z,y)

gdzie Fry(z,y) jest dwuwymiarows dystrybuantg wektora F*< (U), F*< (1—
U). Korzystajac z wzoru

E XY = / / [l — F(z) = F(y) + F(z,y)] de dy
0 0
pokazaé, ze

p=corr (X,Y)=Cov(X,Y)>E][logUlog(l—U)] —1=—0.645.

41.12.2017
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57

5.3 Obliczy¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje rozkladu Pareto Par(a).

5.4 Niech Z; = F~Y(U), Zy = F~'(1-U). Oszacowac korelacje corr (Z;, Zs)
gdy F' jest dystrybuanta:
(a) rozktadu Poissona; A = 1,2,. .., 10,
(b) rozkladu geometrycznego Geo(p).

>Troche teorii:
By copula we mean any two-dimensional distribution function with margins uniformly
distributed U(0,1). We will denote it by C(t1,t2). Thus a function C : [0,1] x [0,1] is a
copula, if

1. limy, 0 C(u1,uz) =0, for i = 1,2,
2. limy, 1 C(u1,uz) = ug and limy,, 1 C(u1,u2) = uy
3. C(v1,v2) — C(u1,v2) — C(v1,u2) + C(ug,uz) > 0 for any uy < vy, ug < vo.

One can prove the following result. The general version for m-dimensional random vectors
is called Sklar’s theorem.®

Theorem For any distribution function Fy, (t1,t2), there exists a copula C(uy, uz) such
that
ny(tl,tz) = C(Fx(tl),EJ(tg)), —00 < t1,ta < 00. (59)

If the margins are continuous, then C' is unique. Conversely, if C' is a copula, and Fy, Fy
are distribution functions, then the function F' defined bu (5.9) is a joint distribution with
margins Fy, F,.

Proposition Le F' be a joint distribution function with continuous margins F, F,.
Then the unique copula of F is given by

C(ulqu) :F(F:;_(ul)quj_<u2)>

In two dimensions, i.e. the bivariate case, the Fr¢het—Hoeffding Theorem states

max(u+v — 1) < C(u,v) < min(u,v).

"Wsk.

/ooo /0°° xy dF (z,y) = /Ooo /OOO(/OOO /00" 1(t < 2)1(s < y)dsdt) dF (z,y).
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3.9

5.6

2.7

2.8

5.9

a) Napisa¢ algorytm na generowanie zmiennej losowej Y z gestoscia

Flz) = 2x 0<z<1,
TV 0w pozostalych przypadkach.

Uzasadnié!

b. Przypuscmy, ze chcemy symulowa¢ [ = IEY, gdzie Y ma rozktad
jak w czesci a. Ile nalezy zaplanowa¢ replikacji aby otrzymaé I z do-
ktadnoscia do jednego miejsca po przecinku, na poziomie istotnosco
a = 0.05, gdy

1. stosujemy zgrubny estymator Monte Carlo — CMC,

2. stosujemy metode zmiennych antytetycznych.
Wsk: corr(rand"/?, (1 — rand)/?) = —0.9245. Przyjaé¢ b = 0.01.

Napisa¢ wzor na estymator warstwowy, jesli warstwy definiowane sa
przez zmienng X, jak zostalo to zaproponowane w czesci Modyfikacje
sekeji 1.

(Metoda zmiennych antytetycznych.) Zastosowaé¢ metode amiennych
antytetycznych do oszacowania

1
[:/ e® dx
0

biorac Yo;_1 = €%, Ya; = €'7Ui. O ile procent zredukujemy wariancje
w stosunku do estymatora CMC.

Zastosowaé¢ metode amiennych antytetycznych do oszacowania

1
]:4/ V1—2%2dx
0
biorac Yo;_1 = 4,/1 — UJZ, Ys; = 4\/1—(1—-"U;)2 O ile procent zre-

dukujemy wariancje w stosunku do estymatora CMC?

|Asmussen & Glynn [4]|] Przedyskutowaé¢ metode redukeji wariancji dla
obliczenia

/ (z + 0.022%) exp(0.1v/1 + cosx — x) dx
0

metoda MC.
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5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

ROZDZIAL V. TECHNIKI REDUKCJI WARIANCJI

(Losowanie istotnosciowe) Poda¢ procedure losowania istotnosciowego

dla estymacji
1
I = / e dx
0

T

biorac X o gestosci f(x) = re~® (wyliczyé r tak aby f byla gesto-
Scig na (0,1). Uzy¢ komputera do wyliczenia odpowiednich catek. O
ile procent zostanie zredukowana wariancja w stosunku do estymatora

CMC.

Poda¢ procedure losowania istotnosciowego dla estymacji

1
I:/ e ™ dx
0
1, —z

dla a = 3/4, bioragc X jak w zadaniu 5.10, przyjmujac k(z) = z® e
oraz f(x) = 1. O ile procent zostanie zredukowana wariancja w sto-
sunku do estymatora CMC.

Chcemy oszacowad folk(m) dr gdzie k(z) = 41 —22. Niech Y =
k(U). Przeprowadzi¢ analize uzycia metody zmiennych kontrolnych z
X = h(U), gdzie h(z) =4 — 4z.

Pokaza¢, ze w metodzie zmiennych kontrolnych otrzymamy to samo
1 — p* dla (Y,aX + b) niezaleznie od a # 0 i b.

Pokaza¢, ze estymator istotnosciowy do obliczenia I = [, k(x)f(x)
zdefiniowany przez

k() f(x)/1

ma wariancje rowna zero.

Madras [?] . Chcemy oszacowac catke f04 z'/%2e~* dx metoda MC, przy uzyciu

metody losowania istotnosciowego z gestoscig f(x) = e~ /(1 —e™).
(1) Zaprojektowa¢ algorytm przy uzyciu n liczb losowych Uy, ..., U,.
(ii) Czy ma sens zastosowanie matody zmiennych antytetycznych.
Zastanowi¢ sie nad innymi metodami MC obliczenia calki.
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5.16

5.17

[Madras [?]] (i) Chcemy symulowaé I = [ k(z) dz, gdzie przez
k(z) = sin(z)(1 + z)"2e~%/?

za pomoca estymatora istotnoéciowego przy losowaniu zmiennych o roz-
ktadzie wyktadniczym z parametrem A. Pokaza¢, ze dla pewnych wiel-
kos¢i A\ wariancja estymatora istotnosciowego jest nieskoniczona.

(ii) Pokaza¢, ze jesli k(x) = sin(z)(1 4+ x)~2, to wariancja estymatora
istotnosciowego przy uzyciu losowan o rozktadzie wyktadniczym jest
zawsze nieskoniczona. Zaprojektowaé dobra metoda symulacji 1.

(iii) Przypusémy, ze catka I jest zbiezna warunkowo (tzn. nie jest
zbiezna absolutnie). Pokaza¢, ze wtedy kazdy estymator istotnosciowy
ma nieskonczona Srednia.

Niech I = IP(L > z), gdzie
L= D,X,
j=1
X1, ..., X, sgniezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-

dzie N(0,1), niezaleznymi od Dy, ..., D,. Niech P ma rozktad Beta(1,19)
z gestoscia (1 — p)'8/19, 0 < p < 1. Pod warunkiem P = p zmienne
Dy, ..., D, sa niezaleznymi probami Bernoulliego z prawdopodobien-
stwem sukcesu p, niezaleznymi od X1, ..., X,,. Poda¢ algorytm symula-
cji I = IP(L > x) warunkowa metoda MC, z warunkowaniem wzgledem

Z;‘lzl Dj WZIQ(%
r=3EL=3nlEPEX =3-100-0.05-3 = 45.
(Asmussen&Glynn,p. 147).

(Kwadraty tacinskie) W przypadku symulacji I = f[o,ud g(x)dz, gdy
d jest duze, metoda warstw po kazdej zmiennej bedzie nieuzyteczna
ze wzgledu na duza liczbe warstw. Mianowicie, jesli na kazdym boku
chcemy mie¢ n warstw, to razem w [0,1]? mamy n¢ warstw. Wtedy
rozszerzajac przyklad 1.6 z jednego wymiaru na d mieliby$my

Vi ... Vi
V= S ;
Voo .. Van
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gdzie V;; = % + % Remedium jest wykorzystanie tzw. kwadratow
tacinskich. Niech Ui(j) beda niezaleznymi zmiennym losowymi o roz-
ktadzie U(0,1) oraz m; = (m;(1),...,m(n)) bedzie ciagiem niezaleznych
losowych permutacji (1,...,n),i=1,...,d. Dlaj=1,...,n

vO =9 v9) e o,1),
gdzie j
V(j) _ Wi(j) — 1+ Ui(J)

i

n
Pokaza¢, ze estymator

. 1 .
YnLH _ - ZQ(V(J))
j=1

jest estymatorem nieobcigzonym [I. Pokazaé, ze

n

2
. —1
Var VI = 2L 4 Z—Cov (9(V(1), g(V?))

gdzie 02 = Var g(Uy, ..., Uy).

Zadania laboratoryjne

5.19 Niech ki(z) = V" i ky(z) = (1+¥L2)® oraz X = U. Mozna oszacowac,
ze |ki(x) — kao(x)] < 0.03, a wiec d < 0.03. Przprowadzi¢ eksperyment
oblicznenia I oraz b obiema metodami rozpatrywanymi w podrozdziale
2.2.

5.20 Niech F' bedzie dystrybuantg rozktadu standardowego normalnego. Niech
pi = 1/10. Korzystajac z tablic rozktadu normalnego wyznaczy¢ a;, ta-
kie, ze

ag = —00
a, = F7'(1/10)
a; = F7(2/10)

a; ; ;F—l(g/lo)

a1g — OQ.
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W pierwszym eksperymencie przeprowadzi¢ 100 replikacji i narysowac
histogram z klasami Ay, ..., Ajp. Natomiast drugi eksperyment prze-
prowadzi¢ przy losowaniu w warstwach losujac w kazdej 10 replikacji.
Por6éwnac otrzymane rysunki.
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Rozdzial VI

Symulacje stochastyczne w
badaniach operacyjnych

W tym rozdziale pokazemy wybrane przyklady zastosowan symulacji do
konkretnych zadan w szeroko pojetej teorii badan operacyjnych, modelach
telekomunikacyjnych, itd. Oczywiscie przyktadowe zadania podane beda w
postaci uproszczonej. Nowym elementem pojawiajacym si¢ w tym rozdziale,
jest to, ze niektore rozpatrywane procesy ewuuluja losowa w ciaglym cza-
sie. Bedziemy rozpatrywaé¢ pewne procesy stochastyczne, ale do symulacji
bedziemy odwotywaé sie do modelu a nie do konkretnej teorii proceséw sto-
chastycznych.
Aby dobrze zanalizowa¢ postawione zadanie nalezy

zidentyfikowaé pytania ktore chcemy postawié,

e poznaé system,

zbudowa¢ model,

zweryfikowa¢ poprawno$é zatozen modelu,

przeprowadzi¢ eksperymenty z modelem,

wybrac¢ rodzaj prezentacji.

Ewolucja interesujacej nas wielkoSci zmieniajacej sie wraz z czasem (np.
iloé¢ oczekujacych zadan w chwili ¢, gdzie 0 < t < Tk, stan zapasow w

117.1.2018
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chwili ¢, itd.) jest losowa. Zmienna, ktora nas interesuje moze by¢ skalarem
lub wektorem. Zmienna ta moze sie zmienia¢ ciagle (patrz przyklad reali-
zacji ruchu Browna na rys. [?7?7]) albo jedynie w chwilach dysktretnych.
Wszystkie procesy mozemy symulowa¢ w chwilach 0, A, 2A, .. .1 wtedy mamy
do czynienia z symulacjg synchroniczng . Jednakze dla specyficznej klasy za-
dan, gdy ewolucja zmienia sie dyskretnie mozemy przeprowadzaé¢ symulacje
asychroniczng, i to bedzie gléwnym tematem rozwazanym w tym rozdziale.
W wielu problemach mamy do czynienia ze zglaszajacymi sie zadaniami/jednostkami
itp. W sposob niezdeterminowany. Do opisu takiego strumienia zgloszen
potrzebujemy modeli z teorii proceséw stochastycznych. W nastepnym po-
dorozdziale opiszemy tzw. proces Poissona (jednorodny i niejednorodny w
czasie), ktory w wielu przypadkach jest adekwatym modelem.

1 Procesy zgloszen

1.1 Jednorodny proces Poissona

Zajmiemy sie teraz opisem i nastepnie sposobami symulacji losowego roz-
mieszczenia punktow. Tutaj bedziemy zajmowali sie punktami na IR, ktore
modeluja momenty zgtoszen. Proces zgloszen jest na przyklad potrzebny
do zdefiniowania procesu kolejkowego lub procesu ryzyka. Najprostszy spo-
sob jest przez zadanie tak zwanego procesu liczacego N(t). Jest to proces
N(t) (t > 0), ktory zlicza punkty do momentu ¢. Zauwazmy, ze ponie-
waz momenty zgloszeni na IR, sa losowe, wiec N(t) jest procesem losowym,
ktory ma niemalejace, kawatkami state z jenostkowymi skokami realizacje i
N(0) = 0. Ponadto przyjmujemy, ze jako funkcja czasu t jest prawostronnie
ciagly. Interpretacja zmiennej losowej N (t) jest liczba punktow do chwili ¢
lub w odcinku (0, ¢]. Zauwazmy, ze N(t+h)—N(t) jest liczba punktow w od-
cinku (t,t+ h]. W dalszej czesci bedziemy oznaczaé przez 0 < A; < Ay < ...
momenty zgloszen na osi dodatniej (0, 00). Przez

T1 :Al, Ti:AZ’—Aifl, (Z:2,> (11)
oznaczamy ciqg odstepow miedzy zgtoszeniami. Wtedy
N(t)=#{i: A; <t}

nazywamy procesem liczacym.
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Przez proces Poissona (lub jednorodny proces Poissona) o intensywnosci
A > 0 nazywamy proces liczacy dla ktorego (7;) sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozkladzie wykladniczym Exp(A). Mozna udowod-
ni¢ (patrz np Billigsley?, ze (N (t));>0 jest procesem Poissona o intensywnosci
A wtedy i tylko wtedy gdy

1. liczby punktow w roztacznych odcinkach sa niezalezne,

2. liczba punktow w odcinku (¢,¢ + h] ma rozktad Poissona z $rednig Ah.

Zauwazmy, ze
P(N(t,t +h] =1) = Ahe™ = A\h + o(h), (1.2)

i dlatego parametr A\ nazywa sie intensywno$cia procesu Poissona. Inna in-
terpretacja to IEN(t,t + h] = Ah, czyli A jest Srednig liczba punktéw na
jednostke czasu. Zauwazmy, ze tutaj ta Srednia, ktora czesto zwie sie inten-
sywnoscig A, jest niezalezna od czasu t.

Przypomnijmy, ze w podrozdziale II1.2 zauwazyliémy natepujacy fakt.
Niech 71,7, ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
ktadzie Exp(1) oraz

N=#{i=1,2,...:11+...+ 1, < A}

Wtedy zmienna losowa N ma rozklad Poissona z $rednig A\. Okazuje sie, ze
tak naprawde kolejne sumy niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie wykladniczym Exp()\) definiuja co$ wiecej, czyli proces Poissona.
A wiec i-ty punkt ma wspotrzedna A; = 7 +. ..+ 7;, natomiast proces liczacy
mozna zapisaé

Nt)y=#{i=1,2,...:n+...+ 1, <t} t>0.

Podamy teraz procedure matlabowska generowania procesu Poissona w
odcinku (0,tmax].

2Prawdopodobienistwo i miara
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Procedura poipro

% poipro simulate Poisson process
% of intensity lambda.

to

% Inputs: tmax - simulation interval

yA lambda - arrival intensity

to

% Outputs: n - number of arrivals in (0,tmax],
A arrtime - time points of arrivals,

yA if n=0 then arrtime=’empty’

arrtime=-log(rand)/lambda;
if (arrtime>tmax)
n=0; arrtime=’empty’
else
i=1;
while (arrtime(i)<=tmax)
arrtime = [arrtime, arrtime(i)-log(rand)/lambdal;
i=i+1;
end
n=length(arrtime); % arrival times t1,...,tn
end

1.2 Niejednorodny proces Poissona

Jednorodny w czasie proces Poissona nie zawsze oddaje dobrze rzeczywi-
sty proces zgloszen, ze wzgledu na to ze intensywno$¢ jest stata. Istnieja
potrzeby modelowania procesu zgloszen w ktérym intensywnosé zalezy od
momentu t. Na przyktad w cyklu catodobowym jest naturalnym rozréz-
nienie intensywnosci przyby¢ ze wzgledu na pore dnia. Zdefiniujemy teraz
niejednorodny proces Poissona z funkcjg intensywnosci A(t). Jesli intensyw-
nos¢ jednorodnego procesu Poissona A jest P(N(dt) = 1) = Adt (to jest
inny zapis wlasnosci (1.2)), to w przypadku procesu niejednorodnego chcemy
IP(N(dt) = 1) = A(t)dt. Formalnie definiujemy niejednorodny proces Pois-
sona z funkcja intensywnosci A(t) jako proces liczacy, taki ze

1. liczby punktow w roztacznych odcinkach sa niezalezne,
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2. liczba punktow w odcinku (¢,¢ + h| ma rozklad Poissona z $rednia
jj+JLA(s)ds.
Okazuje sie, ze jesli w interesujacym nas odcinku (0, tmax], A(t) < Apax tO
proces niejednorodny mozna otrzymacé z procesu Poissona o intensywnosci
Amax Przez niezalezne przerzedzanie punktéw jednorodnego procesu Pois-
sona; jesli jest punkt w punkcie ¢t to zostawiamy go z prawdopodobienstwem
p(t) = Mt)/Amax- Mamy wiec schemat dwukrokowy. Najpierw generujemy
proces Poissona o statej intensywnosci A\pax & nastepnie przerzedzamy kazdy
punkt tego procesu, niezaleznie jeden od drugiego, z prawdopdobienstwami
zaleznymi od polozenia danego punktu.
Podamy teraz procedure matlabowska generowania procesu Poissona w
odcinku (0, tax)-

Procedura nhpoipro

/» nhpoipro simulate nonhomogeneous Poisson process
% of intensity lambda(t).

b

% Inputs: tmax - simulation interval

yA lambda - arrival intensity function lambda(t)
/A

% Outputs: n - number of arrivals in (0,tmax],

yA arrtime - time points of arrivals,

h if n=0 then arrtime=’empty’

arrt=-log(rand) /lambdamax;
if (arrt>tmax)
n=0; arrtime=’empty’;
else
i=1;
while (arrt(i)<=tmax)
arrtime=arrt;
arrt = [arrt, arrt(i)-log(rand)/lambdamax];
i=i+1;
end
m=length(arrtime) ;
b= lambda(arrtime)/lambdamax;
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c= rand(1,m);
arrtime=nonzeros (arrtime.* (c<b))
n=length(arrtime) ;

end

1.3 Proces odnowy

Jesli odstepy miedzy zgloszeniami 7y, 7,... tworza ciag niezaleznych nie-
ujemnych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie, to méwimy ze ciag
Ay, Ay, ... zdefiniowany przez (1.1) jest procesem odnowy. W szczegdlno-
Sci, jesli o rozkladzie wyktadniczym, to mamy proces Poissona. Niestety
taki proces, jesli nie jest procesem POisson, nie ma wlasnosci stacjonarnosci
przyrostow, tj. gdy wektory

(N(s+ty) = N(s+t1),...,N(s+t,) — N(s+tn_1))

maja rozktad niezalezny od s >0 (n=2,3,...,0 <t; <ty <...).

1.4 Co to jest proces Poissona na F i jak sie go symuluje

Podamy teraz co sie rozumie przez proces punktowy na F C IRY. Niech
E bedzie przestrzenia stanow. Jak zwykle (2, F,IP) jest podstawows prze-
strzenig probabilistyczna. W przypadku proceséw Poissona z poprzednich
podrozdzialow E = Ry lub E = [0, tya. MoOwimy, ze N(-) jest procesem
punktowym na E jesli dla kazdego B N(DB) jest zmienng losowa przyjmujaca
wartosci {0, ..., 00 i dla kazdego w, N, (-) jest miara.

Moéwimy, ze proces punktowy N na E jest procesem Poisson z miarg
intensywnosci A jesli

P1 dla roztacznych By,..., B, € E zmienne losowe N(By),...,N(B,) sa
niezalezne,

P2 N(B) ~ Poi(A(B)).

Matematyczna konstrukcja procesu Poissona daje narzedzia do symulacji
procesu Poisson na dowolnej przestrzeni.
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Konstrukcja procesu Poissona na E. Zaktadamy A(F) < cc.

Krok 1°. Wylosuj v o rozktadzie Poissona Poi(A(E).

Krok 2°. Jesli v = k wylosuj niezaleznie k punktow &1, ..., & z E z rozkltadu
A(dx)/A(E).

Potozmy N(dz) = 7_, 1(§ € dx). Proces punktowy N jest szukanym pro-
cesem Poissona z miara intesywnosci A.

Zalozmy, ze A(E) = oo, ale istnieja roztaczne Ei, ..., E,, takie, ze E =
EyU...UE,iAE;) <ocodlaj=1,...,n. Wtedy na kazdej podprzed-
srzeni F; konstuujemy proces Poissona z miara intensywnosci A; () = A(-NE;.
Wazne jest aby przy konstrukeji przestrzegano niezaleznosci pomiedzy prze-
strzeniami. Proces Poissona N na E jest suma poszczegélnych procesow
Poissona na F;.

2 Metoda dyskretnej symulacji po zdarzeniach

Wiele proceséw stochastycznych modelujacych interesujace nas ewolucje ma
prosta strukture. Przestrzen stanow takiego procesu E jest przeliczalna a
proces zmienia stan od czasu do czasu. Moment zmiany stanu nazywamy
tutaj 'zdarzeniem’. Tak wiec aby symulowaé¢ system musimy przechodzi¢
od zdarzenia do zdarzenia. Taka metoda nazywa sie w jezyku angielskim
discrete event simulation. Zadania ktére mozemy symulowaé¢ w ten sposob
spotykamy w wielu teoriach, miedzy innymi

e zarzadzania produkcja,
® zapasow,
e systemow telekomunikacyjnych,

e niezawodnosci.

Przyklad 2.1 Najprostszym przykladem jest symulacja procesu on-off, ktory
przyjmuje wartosci E = {0,1}. Jest to proces L(t) alternujacy pomiedzy 1
(stan on — wlaczenia) i 0 (stan off — wylaczenia). Kolejne czasy wlaczen i
wytaczen sg niezalezne, czasy wlaczen sg o tym samym rozktadzie F, i czasy
wlaczen sa o tym samym rozktadzie Fog. Zdarzeniami sg kolejne momenty
wlaczen 1 wylaczen. Zakladamy niezalezno$c wszystkich czasow on i off.
Jednym z wskaznikéw jest tak zwany wspotezynnik gotowosci — stacjonarne
prawdopodobienistwo tego, ze system jest sprawny. Jesli ET°" < oo jest
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$rednim czasem bycia w stanie on a IET°" < oo jest érednim czasem bycia
w stanie off to wiadomo jest, ze stacjonarny wspolczynnik gotowosci wynosi
ET/(IET™ + ET). Symulacja L(t) jest bardzo prosta. Na zmiane mu-
simy generowa¢ T7°" i T°% tak dlugo az przkroczymy horyzont tn... Teraz
mozemy obliczy¢ estymator

1 tmax
() = / L(s) ds.
0

tmax

Mozna pokazaé, ze jesli dystrybuanty Fy,, Fog sa ciagte, to estymator p(t)
wspotezynnika p jest zgodny, ale nie jest on nieobcigzony. Jesli jednakze
proces L(t) zaczniemy losowo,

P(L(t) = 1) = ET* /(ET* + ET*)

oraz

P(L(t) = 0) = ET°T/(IET™ + ET°)

to estymator p(tmax) bylby nieobcigzony, ale oczywiscie taki przypadek wy-
maga znajomosci I = p

Przyktad 2.2 |[Zagadnienie konserwatora] W urzadzeniu jest N elementow,
ktore maja bezawaryjny czas pracy o rozkladzie F'; jesli ktorys z elementow
popsuje sie, to czas naprawy przez konserwatora ma rozktad G. Zaltdézmy, ze
jest jeden konserwator. Jesli wiec jest on zajety, to pozostalte popsute musza
czeka¢. Przyjmujemy, ze wszystkie zmienne sa niezalezne. Mozemy si¢ py-
tac, na przyktad o liczbe niesprawnych elementow L(t) w momencie ¢ < tax.
Jest to oczywiscie zmienna losowa dla ktorej mozemy chcielibySmy policzy¢
funkcje prawdopodobienistwa lub w szegblnosci $rednia IE L(t). Przy odpo-
wiednich zalozeniach regularnodci ta wielko$é dazy do pewnej state [, ktora
jest oczekiwana stacjonarng liczba niesprawnych elementéw. Mozemy sie
rowniez pyta¢ o czas B do pierwszego momentu gdy wszystkie maszyny sa
zepsute. lle wynosi IE B? Jesli rozklady F' i G sa dowolne, to nie znamy
wzor6w na postawione pytania. A wiec pozostaje symulacja. Zdarzeniami
s3 w momenty awarii i naprawy elementu. W przypadku awarii liczba nie-
sprawnych zwieksza sie o jeden natomiast naprawy zmniejsza sie o jeden.

Estymatorem [ jest
R 1 tmax
[ = / L(s)ds.
0

tmax
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Ogolny opis metody jest nastepujacy. Przypuscmy, ze chcemy symulo-
waé n — stan systemu do momentu t,,., - horyzont symulacji. Jedyne sto-
chastyczne zmiany systemu sg mozliwe w pewnych momentach A, A, .. ..
Pomiedzy tymi momentami system zachowuje sie deterministycznie (przyj-
mujemy, ze jest staly chociaz istniejg modele pozwalajajace opusci¢ to za-
lozenie - tzw. procesy kawatkami deterministyczne Markowa). Przypuscmy,
ze mamy N typow zdarzen A; (i = 1,...,N). Pomyst polega na utworze-
niu listy zdarzeniowej LZ w ktorej zapisujemy momenty nastepnych zdarzen
po momencie obecnego; zdarzenie A; bedzie w momencie t4,. Jesli ktores
zdarzenie nie moze w nastepnym kroku nastapié, to w lidcie zadaniowej nie
bedzie zarejestrowany jego moment pojawienia sie. Tak moze by¢ na przy-
ktad z momentami zgloszeri do systemu po zadanym horyzoncie ¢,ax.

Algorytm znajduje najblizsze zdarzenie, podstawia nowa zmienng czasu,
wykonuje odpowiednie aktywnosci, itd. Oczywiscie aby symulacja bya moz-
liwa musza by¢ poczybione odpowiednie zatozenia niezaleznosci.

Przyklad 2.3 Narysujemy teraz realizacje systemu kolejkowego M/M/1 z
intensywnoscia zgtoszen A i intensywno$cig obshugi p. Interesuje nas proces
L(t) liczby zadan w systemie w chwili . Odsytamy do dodatku ([?777?])
po informacje z teorii kolejek, w szczeglolnosei systemu M/M /1. Realizacje
takiego procesu mozna otrzymaé korzystajac z symulacji po zdarzeniach,
jednakze my tutaj wykorzystamy ze specjalnej struktury proceséw narodzin
i §mierci. Proces L(t) jest bowiem procesem narodzin i $mierci (B&D) z
intesywnoscia narodzin A i intensywnos$cig $mierci p. Korzystajac wiec z
teorii procesow B&D (patrz dodatek XI1.7.2) wiemy, ze

e jesli system jest niepusty to czasy do kolejnych skokéw sg wykladnicze
z parametrem A + p, skok gore jest z prawdopodobienstwem A/ (A + ),
natomiast w dot z prawdopodobienistwem g /(A + ),

e jesli system jest pusty to najblizszy skok (do jedynki) jest po czasie
wyktadniczym z parametrem .

Podamy teraz prosty algorytm na generowania realizacji dtugosci kolejki gdy
A=8/171pu=9/17 az do 100-nego skoku. Zauwazmy, ze tutaj A + p = 1,
ize L(0) = 5. Do wykreslenia realizacji bedziemy uzywaé matlabowskiego
polecenia

Smmlvl.m
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stairs (x,y)

gdzie © = (z1,...,2,), y = (Y1,...,Yn) ktore przy zalozeniu, ze x; < ... <
ZTn, wykresla tamang taczaca punkty

(xla yl); (:EQ? yl)v <$27 y2>7 ER) (xnv yn)

clc;clear;
t=0;
s=5;
jumptimes=[t];
systemsizes=[s];
for i=1:1000
if s>0
t=t-log(rand);
s=s+(2*floor ((17/9) *rand)-1);
else
t=t-17*log(rand)/8;
s=1;
end
jumptimes=[jumptimes,t];
systemsizes=[systemsizes,s];
end
stairs(jumptimes,systemsizes)

Na rysunkach 2.1 i 2.2 sg przykladowe symulacje jednej realizacji dla
wybranych parametrow A i p.

Zmodyfikujemy teraz algorytm tak aby otrzymaé¢ realizacje na odcinku
[0, tmax]. Realizujac algorytm otrzymamy dwa ciagi (0,1, . .., tmax), (S0s S15 - - - » Smax)
ktore nastepnie stuzg do wykreslenia realizacji za pomoca polecenia “stairs”.

2.1 Modyfikacja programu na odcinek [0, tmaz].

clc;clear;
t=0;
s=b;
tmax=1000;

jumptimes=[t];
systemsizes=[s];
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until t<tmax;
if s>0
t=t-log(rand) ;
8=0,s8+(2xfloor ((17/9)*rand)-1) ;
else
t=t-7*log(rand)/8;
s=1;
end
jumptimes=[jumptimes,t];
systemsizes=[systemsizes,s];
end
jumptimes =[jumptimes, tmax];
systemsizes =[systemsizes,s];
stairs(jumptimes,systemsizes)

Tbrazzaﬂﬁnowdnufﬁgjakobhczyéjgm”‘L(s)ds\Ncehlobhczenhiéfdnkj
dhugosci kolejki

jgm“TL(s)ds

srednia =
tmax

clc;clear;

t=0;

s=5; Lint=0;tdiff=0;

tmax=1000000;

while t<tmax

told=t;
if s>0
t=t-log(rand) ;
tnew=min(t,tmax) ;
tdiff=tnew-told;
Lint=Lint+tdiff*s;
s=s+(2*floor ((17/9) *rand) -1) ;
else
t=t-17*log(rand)/8;
s=1;

“mm1lsredniav?2
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end
end
srednia=Lint/tmax

Przeprowadzono eksperyment otrzymujac nastepujace wyniki
tmax=1000;srednia =8.2627

tmax=100000;srednia = 8.1331

tmax=10000000;srednia = 7.9499

7 teorii (patrz dodatek [?7?7]) wiadomo, ze z prawdopodobienistwem 1

t
L(s)d
fim J L8 g

W rozdziale VII (patrz przyklad [??ex.mm1l.analiza??])zastanowimy sie
jak odpowiednio dobraé ..

Og6lny algorytm dyskretnej symulacji po zdarzeniach

INICJALIZACJA

podstaw zmienng czasu roéwng O;
ustaw parametry poczatkowe ’stanu systemu’ 1 licznikdw;
ustaw poczatkowa liste zdarzeniowa LZ;

PROGRAM

podczas gdy zmienna czasu < tmax;
wykonaj

ustal rodzaj nastepnego zdarzenia;

przesuil zmienng czasu;

uaktualnij ’stan systemu’ & liczniki;

generuj nastepne zdarzenia & uaktualnij liste zdarzeniowg LZ
koniec

QUTPUT
Obliczy¢ estymatory & przygotowal dane wyjSciowe;
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Rysunek 2.1: Realizacja liczby zadan; A = pu = .5.
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Rysunek 2.2: Realizacja liczby zadan; A = 8/17, u = 9/17.
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2.2 Symulacja kolejki z jednym serwerem

Metode zilustrujemy na przyktadzie algorytmu symulacji liczby zadan w ko-
lejece GI/G/1. W dodatku XI.6 znajduja sie fakty z teorii kolejek, a w szcze-
golnosei opis systemu z jednym serwerem typu GI/G/1. Rozpatrujemy sys-
tem w przedziale czasowym [0, ¢max]. Dalej bedziemy pisaé¢ tp.x =tmax.
Interesuja nas dwie ewolucje:

e proces liczby zadan L(t) w systemie w chwili ¢; 0 < ¢ < tmax,
e ciag czasow odpowiedzi D(i).

Metoda opisana ponizej jest odpowiednia dla symulacji dtugosci kolejki, a
przy okazji zbadania czasu odpowiedzi. W przypadku symulacji jedynie ko-
lejnych czasow odpowiedzi, dla systemu GI/G/1 z dyscyplina FIFO mozemy
wykorzystaé prosta rekurencje podang w dodatku w wzorze (XI.7.11).

Zajmiemy sie wiec symulacja procesu liczby zadan L(t) w systemie w
chwili ¢t. Zakladamy, ze dyscyplina obstugi jest zachowujaca prace, tj. w mo-
mencie skonczenia obstugi zadania przez serwer, nie jest wazne ktore zadanie
jest wybierane do obstugi (o ile w tym momencie czekaja przynajmniej dwa
zadania) ale tylko to, ze serwer natychmiast podejmuje prace.

Dla systemu GI/G/1 mamy dwa zdarzenia:

o zgloszenie — A1=A,
e odejscie — A,=0.

Poszczegolne elementy algorytmu zaleza od stanu listy zdarzeniowej — LZ, tj.
od wielkosci tA,tO - czaséw nastepnego odpowiednio zgltoszenia i odejscia.
Mozliwe stany listy zdarzeniowej LZ to {tA},{tO}, {tAtO}, 0.

Bedziemy oznaczaé przez

e t — zmienng czasu,
e n — zmienng systemowa; liczba zadan w systemie,
Dane zbieramy (output variables) w:

e t(i),n(i) - zmienne otrzymane (output variables) — moment kolejnego
i-tego zdarzenia oraz stan systemu tuz przed tym momentem; zbierane
w macierzy JS (jumptimes,systemsizes). Poczatkowe wartosci JS to
t = 0 oraz stan poczatkowy s.
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Niech F' bedzie dystrybuanta odstepu 7; miedzy zgloszeniami oraz G dys-
trybuanta rozmiaru zadania. Na przyklad w systemie M/M/1, F jest roz-
ktadem wykladniczym z parametrem lambda natomiast G jest rozkladem
wykladniczym z parametrem mi. Zauwazmy, ze na podstawie znajomosci
JS={(t(j),n(j))} mozemy wykresli¢ realizacje L(s), 0 < s < tmaz.
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Podamy teraz algorytm na symulacje stanéw kolejki z jednym serwerem.
Bedziemy zaktadaé, ze rozktady F' i G sa ciagle. Na poczatku przyjmujemy,
ze w chwili t = 0 system jest pusty (n=0). Jesli n = 0, to odpowiada mu
przypadek LZ={tA} jesli tA<tmax, lub LZ=
empty} w przeciwnym razie. Na rysunku 2.3 ilustrujemy pierwsze kroki
algorytmy dla przypadku gdy tA<tmax i pierwszy rozmiar zadania S1 jest
mniejszy od odstepu pomiedzy zgloszeniem zadania pierwszego i drugiego.

Algorytm

POCZATEK (gdy w chwili O system jest pusty).

utwérz wektory/macierze:
JS -- macierz dwu-wierszowa; JS=[0;0]

Losujemy Tau o rozktadzie F.
Jesli Tau>tmax, to LZ=emptyset.
Je§li Tau=< tmax,

to dotaczamy do JS t=n=0,

oraz podstawiamy tA=Tau i LZ={tA}.

Nastepna cze$¢ zalezy juz od stanu listy LZ.

PRZYPADEK 1. LZ={tA}.

dotacz do JS: t:=tA, n:=n+1

generuj: zm. los. Tau o rozktadzie F do najbliZszego zgtoszenia
generuj: zm. los. S o rozkladzie G (rozmiar nastepnego zadania)
resetuj: t0=t+S

resetuj: je§li t+Tau>tmax to: mnowy LZ={t0}

resetuj: jesli t+Tau=< tmax, to tA=t+Tau; nowy LZ={tA,t0}

PRZYPADEK 2. LZ={tA,t0}, gdzie tA =< tO.

dotacz do JS: t=tA, n=n+l
generuj: Tau o rozkladzie F
resetuj: jesli t+Tau>tmax to podstaw t0; nowy LZ={t0}
resetuj: jesli t+Tau < tmax
to podstaw tA=t+Tau; nowy LZ={tA,t0}
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PRZYPADEK 3. LZ={tA,t0}, gdzie tA > tO.

dotacz do JS: t=t0, n=n-1

jesli n>0: jeSli to gemeruj: Y o rozkladzie G i resetuj tO=t+Y,
nowa lista zdarzeniowa LZ={tA,t0}

jeli n=0 to nowa LZ={tA}

PRZYPADEK 4: LZ={t0}

dotacz do JS: t=t0, n=max(0,n-1), nowa lista zdarzeniowa
LZ={emptyset}.

PRZYPADEK 5: LZ={emptyset}
dotacz do JS: t=tmax, n=n.

KONIEC -- skoicz symulacje.

Teraz zrobimy kilka uwag o rozszerzeniu stosowalnosci algorytmu.

Dowolne warunki poczatkowe W przypadku, gdy w chwili 0 system nie
jest pusty, musimy zadac¢/zna¢ liczbe zadan w systemie w chwili 0, czas do
zgloszenia tA oraz czas do zakoriczenia obslugi tO. To znaczy musimy zadac
liste zdarzeniowa {tA,tO} oraz zmienng 'n’. Zauwazmy, ze w najogolniej-
szym przypadku gdy system w chwili 0 jest juz od pewnego czasu pracujacy,
to (n,tA,t0) jest wektorem losowym o zadanym rozkltadzie. Oczywiscie mo-
zemy przyjacé, ze (n,tA;tO) jest deterministyczne. W ogdlnym przypadku
podanie tego rozktadu jest sprawa bardzo trudng. Ale na przyktad w przy-
padku systemu M/M /1, tA ma rozktad wykladniczy z parametrem lambda
(jesli n > 0) oraz tO ma rozklad wykladniczy z parametrem mi. Jest to
konsekwencja braku pamieci rozktadu wyktadniczego; patrz XI1.5.6.

2.3 Czasy odpowiedzi, system z ¢ serwerami

Wyobrazmy sobie, ze do systemu wplywaja zadania — k-te w chwili Ay roz-
miaru Sy. Jest ¢ serweréw. Serwer i-ty (i = 1,...,¢) pracuje z szybkoscia
h(i). Bez straty ogolnosci mozemy zatozyé¢, ze h(1) > h(2) > ... > h(c).
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A wiec zadanie rozmiaru Sy na i-tym serwerze jest jest obstugiwane przez
Sk/h(i) jednostek czasu. Teraz bedzie wazna dyscyplina obstugi — zgodna
z kolejnosciq zgtoszen. Zauwazmy, ze w przypadku wiekszej liczby kanatow
nie ma rownowaznoéci z dyscypling FIFO. W przypadku gdy kilka serwerdw
jest pustych, zostaje wybrany najszybszy, czyli z najmniejszym numerem.
Interesujaca nas charakterystyka jest czas odpowiedzi (response time) — czas
od momentu zgloszenia zadania do opuszczenia przez niego systemu.

W tym wypadku mamy c + 1 zdarzen: zgloszenie, odejscie z pierwszeqo
serwera,...,odejscie z c-tego serwera. Poszczegélne elementy algorytmu za-
leza od stanu listy zdarzeniowej — LZ, tj. od wielkosci tA,tO(1),...tO(c) -
czasOw nastepnego odpowiednio zgloszenia i odejscia z odpowiedniego ser-
wera. W liscie zdarzeniowej musimy tez przechowywac razem z tO(i) numer
K (i) zadania, ktore w tym momencie opuszcza system. W przypadku ¢ = 1
wystarczyloby rejestrowanie kolejnych momentéw gloszen A, i kolejnych mo-
mentow odejs¢é z systemow, poniewaz w tym przypadku kolejnosé zgloszen
odpowiada kolejnosci odej$é. Przez krok bedziemy rozumieli przejscie od
jednego zdarzenia do nastepnego.

Mozliwe stany listy zdarzeniowej LZ sa podzbiorami {tA tO(1),...,tO(c)}
(wlacznie ze zbiorem pustym ().

Bedziemy potrzebowaé

e nmax — liczba zadan symulowanych,
oraz,
e n — zmienna systemowa; liczba zadan w chwili t,
e NK — numer aktualnie czekajacego na obstuge zadania,
e NA — liczba zgtoszen do aktualnego kroku,
e NO - liczba odejsé do aktualnego kroku.
Bedziemy tez zbiera¢ nastepujace dane (output variables):

e (A(i),O(i)) - zmienne otrzymane (output variables) — moment zglosze-
nia oraz moment wykonania i-tego zadania; zbierane w wektorach A,

O.

Niech F' bedzie dystrybuanta odstepu Tau miedzy zgtoszeniami oraz G
dystrybuanta rozmiaru zadania S. Zakladamy, ze dystrybuanty F, G sa cia-
gle. Zauwazmy:
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e Na podstawie A(i),O(i) mozemy znalez¢ ciag czaséw odpowiedzi D(i) =

0(i) — A(i).

3 ALOHA

W chwilach n (n = 0,1,2,...) 'uzytkownicy’ komunikuja sie przez wspol-
nie uzytkowany kanat. Kiedy uzytkownik ma wiadomos$é¢ do nadania moze
ja przesylaé przez kanal. Wiadomosé jest podzielona na pakiety jednako-
wej dlugosci, ktore wysylane sa w ’szczelinach’ (slots) czasowych (tej samej
dtugosci co pakiety). Jesli w tej samej szczelinie chce transmitowaé wiecej
niz jeden uzytkownik, wtedy nastepuje 'kolizja’ o ktorej dowiaduja sie uzyt-
kownicy i transmisja jest nieudana. Udana transmisja jest wtedy i tylko
wtedy gdy doktadnie jeden pakiet jest transmitowany w szczelnie. Oczy-
wiscie, gdyby w nastepnej szczelinie zatozyé¢, ze dotychczasowi uzytkownicy
beda znowu prébowaé¢ nadawac, to nawet gdyby nie pojawily sie nowe wia-
domosci, na pewno nastapitaby kolizja. Aby rozwiazaé¢ ten problem i moé
nadawaé¢ w takim kanale opracowano rozmaite protokoty, na przyklad tak
zwany szczelinowa ALOHA slotted ALOHA. W tych protokotach zaktada
sie, ze uzytkownicy moga jedynie slysze¢ kolizje, ale nie znaja liczby pa-
kietow oczekujacych u poszczegdlnych uzytkownikéw. Jesli wiecej niz jedna
stacja zdecyduje si¢ transmitowa¢ w tej samej szczeline, wtedy mamy koli-
zje 1 zaden pakiet nie zostal przestany, i wszyscy musza czeka¢ do momentu
n+ 1. Jedli natomiast tylko jedna stacja zdecyduje sie na transmisje, to trwa
ona 1 jednostke czasu i konczy sie sukcesem.

Pomyst jest taki, zeby nadawanie pakietu po kolizji byto op6znione. Jak
to zrobi¢ zalezy od protokotu.

Aby mo¢ zbadaé protokoty zbudujemy model matematyczny. O§ czasowa
jest podzielona na szczelny; i-ta jest [i,i+ 1), i =0,1,.... Aby opisa¢ model
potrzebujemy nastepujace sktadniki:

o X, — liczba pakietéw czekajacych na transmisje na poczatku szczeliny
n-tej

e A, — liczba nowych pakietéw gotowych do nadawania na poczatku
szczeliny n-tej.

o {h;,1 <i< K} - strategia nadawania, gdzie 0 < h; < 1, K < 00



152ROZDZIAL, VI. SYMULACJE STOCHASTYCZNE W BADANIACH OPERACYJNYCH

Powyzej 0 < h; < 1 oznacza, ze po ¢ nieudanych transmisjach pakiet jest
nadawany w nastepnej szczelinie z prawdopodobieristwem h;. Zaklada sie,
ze {A,} sa niezalezne o jednakowym rozktadzie z wspolng funkcja prawdo-
podobienstwa P(A, = i) = a;, i = 0,1,... z EA, = A < oco. Mozemy
rozpatrywacé nastepujace strategie retransmisji.

e h; = h — szczelinowa ALOHA; h; = h

e h; =27" — ETHERNET ( exponential back-off).
Niech

e /, — liczba pakietéw podchodzacych do transmisji w i-tej szczelinie.
Zauwazmy, ze

Xin=X;+ A, -1(Z;=1), 1=0,1... (3.3)
Niech
i=1

bedzie liczbg pakietow przetransmitowanych w pierwszych n szczelinach; n =
1,2,.... Definiujemy przepustowosé (throughput) jako

S
lim —2
n—oo N

Zauwazmy, ze w protokole szczelinowa ALOHA, rozktad Z, pod warun-
kiem X,, = k jest taki sam jak A + B(k), gdzie {B(k)} jest zmienna losowa
niezalezng od A z funkcja prawdopodobienstwa

P(B, (k) =1i) = bi(k) = (k) Ri(1—h) i=0,1,...,k

!
Warunkowy dryf definiuje sie jako
E [Xn+1 — Xn’Xn = I{Z] =)\— bl(k?>a0 - bo(k’)al. (34)

Gdy k — oo to
E X, —Xu|Xn=kl—>A>0
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co sugeruje, ze jak cigg osiggnie wysoki putap to ma dryf do nieskoniczonodci.
W teorii tancuchoéw Markowa formalnie dowodzi sie chwilowosci ciagu (X,).
Do symulacji bedziemy zaklada¢, ze A, maja rozklad Poi()). Przykla-
dowa symulacja (X,,) jest pokazana na rys. 3.4.
Natomiast na rys. 3.5 pokazane sg lokalne przepustowosci

n

Bn:ZI(Zizl)/n; n < N.

=1

4 Prawdopodobienstwo awarii sieci

Rozwazmy sie¢ potaczen, ktora jest spojnym grafem sktadajacym sie z we-
ztow, z ktorych dwa s i ¢t sa wyrdznione. Wezly sa polaczone krawedziami
ponumerowanymi 1,...,n. Kazda krawedZ moze by¢ albo sprawna — 0 lub
nie — 1. W przypadku niesprawnej krawedzi bedziemy moéwili o przerwaniu.
mozemy tez mowi¢ o usunieciu krawedzi, i wtedy nowy graf nie musi byc
dalej spojny.

Stany krawedzi opisuje wektor ey, ..., e,, gdzie e, = 0 lub 1. Sie¢ w
calo$ci moze by¢ sprawna — 0 jesli jest potaczenie od s do ¢ lub nie (t.j. z
przerwa) — 1, tzn graf powstaly po usunieciu niesprawnych krawedzi nie jest
spojny. Niech § = {0,1}" i e = (ey,...,e,). Formalnie mozemy opisac¢ stan
systemu za pomoca funkeji k£ : S — {0, 1}. Mowimy, ze sie¢ jest niesprawna
i oznaczamy to przez 1 je$li nie ma polaczenia pomiedzy weztami s i ¢, a
0 w przeciwnym razie. To czy sie¢ jest niesprawna (lub sprawna) decyduje
podzbiér B niesprawnych krawedzi, tj e; = 1,5 € B,e; = 0,¢ B. Podamy

teraz przyklady. Oznaczmy |e| =37, e;.

o Uktad szeregowy jest niesprawny gdy jakakolwiek krawedZ ma przerwa-
nie. A wiec k(e) =1 wtedy i tylko wtedy gdy |e| > 1.

o Uktad rownolegly jest niesprawny jesli wszystkie elementy sa niesprawne.
A wiec k(e) =1 wtedy i tylko wtedy gdy |e| = n.

Teraz przypusémy, ze kazda krawedZ moze mie¢ przerwanie z prawdopodo-
biefistwem ¢ niezaleznie od stanu innych krawedzi. Opiszemy to za pomoca
wektora losowego X przyjmujacego wartosci z S. Zauwazmy, ze X jest dys-
kretna zmienna losowa z funkcja prawdopodobienstwa

P(X == e) = p(e) — qzyzl 6](1 — q)n*Z?:1 6]"
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dla e € §. Naszym celem jest obliczenie prawdopodobienstwa, ze sie¢ jest
niesprawna. A wiec
I=EKX) =Y kele)
€csS
jest szukanym prawdopodobienstwem, ze sie¢ jest niesprawna. Z powyzszego
widzimy, ze mozemy uzywa¢ estymatora dla [ postaci

. 1 <&
xome _ - Z k(X;),
=1

gdzie X1, ..., X, sa niezaleznymi replikacjami X. Poniewaz k(X) = 0 lub 1,
I=Pk(X)=1)=Ek(X) oraz Vark(X)=1I1(1-1).

Proponujemy zrobi¢ symulacje dla konkretnego przyktadu pochodzacego
7 ksiazki Madrasa [?]. Sie¢ ma 11 weztoéw potaczonych 22 krawedziami i jest
przedstawiona na rys. 4.6.

Poniewaz typowo prawdopodobienstwo [ jest bardzo mate, wiec aby wy-
liczy¢ szukane prawdopodobienstwo awarii musimy zrobi¢ wiele replikacji.
Dlatego jest bardzo wazne optymalne skonstruowanie dobrego estymatora
dla I.

Zanalizujemy teraz estymator istotnosciowy z p(e) = BI€I(1 — B)

Mamy
1= keple) = 3 M) 5

ecs ess Ple)

n—|€|

Teraz zauwazmy, ze k(e) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy sie¢ jest niesprawna a
w pozostatych przypadkach réwna sie zero. A wiec

- Y A0,
e:k(ze:):l ple)

gdzie

ple) _ d1—grle <1 —q>" (qu —B))e'
ple) Bl —py-lel  \1-5 pl-q))
gdzie |e| = Z?Zl e;. Bedziemy przyjmowali, ze 5 > ¢ co pociaga

q(1—pB)
B

<1.
1—q)
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Niech teraz d bedzie najmniejsza liczbg krawedzi z przerwaniem, powodujaca
niesprawno$¢ calej sieci. Na przyktad dla sieci szeregowej d wynosi 1, a dla
rownoleglej n. Dla sieci z Rys. 4.6 mamy d = 3. A wiec, jesli k(e) = 1, to
le| > d.

Przy zalozeniu |e| > d

(0 ()" < () (=) e

Teraz pytamy dla jakiego 8 > ¢ prawa strona jest najmniejsza. Od-
powiedZ na to pytanie jest rownowazna szukaniu maksimum funkcji S¢(1 —
B)"4. Przyréwnujac pochodna do zera mamy

B (1= )" = (n—d)p'(1 = B)" T = 0.
Stad = d/n. A wiec dla |e] > d mamy

() (=) (2) ()

Jesli d/n > q, to oczywiscie § < 1. Teraz

EROLT = 2 e
{ek(e)=1}

_ Z p(e)p<6)

{ex(e)=1} e) n )
- (=) () e

< 6 Y  ple)=4dL

{e: |e|>d}

st

Poniewaz I zazwyczaj jest mate, wiec

~ I(1-1 1
VarYnzﬁz—.
n n
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Z drugiej strony
- )
VarY® ~ =1
n

A wiec estymator IS ma 1/6 razy mniejsza wariancje anizeli by to robi¢ za
pomoca zgrubnego estymatora.

W szczeg6lnosei przyjmijmy dla sieci z Rys. 4.6 prawdopodobienistwo
przerwania ¢ = 0.01. Dla tej sieci mamy S = 3/22 i stad 6 = 0.0053. Czyli
uzywajac estymatora IS potrzebne bedzie \/m ~ 14 razy mniej replikacji.

Przyklad 4.1 Obliczenie prawdopodobieistwa awarii sieci metoda
warstw. Rozwazmy schemat potaczen z rys. 4.6. Poniewaz typowo prawdo-
podobienstwo [ jest bardzo male, wiec aby je obliczy¢ uzywajac estymatora
CMC musimy zrobi¢ wiele replikacji. Dlatego jest bardzo wazne optymalne
skonstruowanie dobrego estymatora dla I. Mozna na przyktad zaproponowac
estymator warstwowy, gdzie j-ta warstwa S(j) jest podzbior S(j) sktadaja-
cych sie z tych B takich, ze |B| = j. Zauwazmy, ze

p; = P(X € §(j)) = IP(dokladnie j krawedzi ma przerwe) = (n) ¢ (1—q)" 7 .
J
Kazdy A C S ma jednakowe prawdopodobienstwo ¢/ (1 — ¢)I$=7 oraz
]P(X_A|X68(j))_1/<?> ACS.

Aby wiec otrzymac estymator warstwowy generujemy np; replikacji na kazdej
warstwie S(j) z rozktadem jednostajnym.

5 Uwagi bibliograficzne

O procesach Poissona mozna przeczyta¢ w wielu ksigzkach z procesoéw sto-
chastycznych. Jednakze warto poleci¢ ksigzki specjalistycznej, jak na przy-
ktad Kingmana [20, 21]. Metoda symulacji niejednorodnego procesu Poisson
przez przezedzanie pochodzi 7 pracy [32]. Metoda symulacji po zdarzeniach
(discrete event simulation) ma bogata literature. W szczegolnosci mozna po-
leci¢ podrecznika Fishmana [15], Bratleya i wspotautorow [7]. Jesli procesy
pomiedzy zdarzeniami nie sg stale ale zmieniajg sie w sposoéb determini-
styczny, to takie procesy mozna modelowaé¢ za pomoca proceséw kawatkami
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deterministycznie Markowa (piecewise deterministic Markov process); patrz
monografia Davisa [10].

O zagadnieniu konserwatora i innych problemach teorii niezawodnosci
mozna poczyta¢ w ksiazce Kopociriskiego [25]

O protokotach w transmisji rozproszonej mozna poczyta¢ w ksigzkach:
Ross [1], str. 148, Bremaud 8], str. 108-110, 173-178, lub w pracach Kelly
(1985) i Kelly & MacPhee [18, 19|, Aldous (1987) [3].

Analiza przeplywu w sieci z rys. 4.6 jest wzieta 7z ksiazki Madrasa |?].
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ggl.pdf

Rysunek 2.3: Tlustracja pierwszych krokow algorytmu dla G/G/1.
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Rysunek 3.4: Liczba oczekujacych pakietow X, (n < 5000) w ALOHA;
A=0.31, h=0.1.
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Rysunek 3.5: Szczelinowa ALOHA; Przepustowo$¢ B, /n (n < 5000); A =
0.31, h = 0.1.

Rysunek 4.6: Schemat potaczenn w sieci.
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Zadania teoretyczne

5.1 W szczelinowym modelu ALOHA z A = 0.31 oraz h = 0.1 policzy¢
funkcje

o(k) = B [Xp1— Xp|Xn = k] = A=by(k)ag—bo(k)a;,  k=0,1,...,

gdy A; maja rozktad Poissona. Zrobi¢ wykres. Czy mozna na podsta-
wie tego wykresu skomentowac rys. 3.4 1 3.5.

5.2 Dla sieci z rys. 4.6 oszacowa¢ dwustronnie [ i nastepnie przeprowadzi¢
analize symulacji dla zgrubnego estymatora.

5.3 Dla przyktadu 2.1 pokazaé, ze estymator p(t) jest zgodny.

5.4 Zastanowi¢ sie w jaki sposob optymalnie przeprowadzi¢ symulacje nie-
jednorodnego procesu Poissona z

At = L+sint  0<t<tna/
- 104+ sint thax < t < tnax

Poréwna¢ z metoda z podrozdzialu 1.2 oczekiwane liczby replikacji po-
trzebne do wygenerowania jednej realizacji procesu Poissona na [0, tax)

Zadania laboratoryjne

5.5 Wygenerowa¢ Ay, As, ..., w odcinku [0, 1000}, gdzie Ay = 0 oraz A; <
As < ... sa kolejnymi punktami w niejednorodnym procesie Poissona
z funkcja intensywnosei A(f) = a(2 — sin(25¢)). Przyja¢ a = 10. Niech
A(t) bedzie liczbg punktow w odcinku [0,¢]. Zastanowi¢ sie jaki ma
rozklad A(t) i znalez¢ jego srednia. Policzy¢ z symulacji A(1000)/1000
— §rednig liczba punktéow na jednostke czasu, zwana asymptotyczna
intensywnoscia A. Porownac z

/ B () dt /24 .

5.6 Kontynuacja zad. refzad.proc.Poissona. Wygenerowac¢ 71, 7o, . .., T1000,
gdzie 1; = A; — A;_1, Ag = 0 oraz A} < Ay < ... s kolejnymi
punktami w niejednorodnym procesie Poissona z funckcja intensyw-
nosci A(t) = a(2 — sin(35t)). Przyja¢ a = 10. Obliczy¢ sredni odstep
miedzy punktami 7 = 2]1.0:010 7;/1000.
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5.7 Zbada¢ jak szybko P(L(t) = 1) w alternujacym procesie on — off zbiega

2.8

5.9

5.10

5.11

do wspolczynnika gotowosci. Rozpatrzy¢ kilka przypadkow:

o [, Fog sa wyktadnicze,
e F,, F.g sa Erlanga odpowiednio Erl(3,)) i Erl(3,u),
o [, Fog sa Pareto.

Przyja¢ ET" =1i ET°f = 2.

Obliczy¢ srednia IE L(i) (i = 1,...,10) w systemie M/M/1 z
aN=1/2ipu=1,
b.A=11ip=1,jesli L(0) = 0.

Przeprowadzi¢ symulacje dobroci czystego protokotu ALOHA. Bardziej
doktadnie, przypusémy, ze pakiety przybywaja zgodnie z procesem Po-
issona z intensywnoscia A 1 wszystkie sa diugosci 1. W przypadku
kolizji, kazdy z pakietéw jest retransmitowany po czasie wykladniczym
z parametrem pu. Zakladamy, ze wszystkie zmienne sa niezalezne. W
modelu musimy obliczy¢ nastepujace zmienne. Na podstawie symulacji
zastanowic sie nad przepustowoscig v przy tym protokole.

Napisa¢ algorytm na symulacje protokétu ETHERNET.

Obliczy¢ éredni czas do awarii systemu sktadajacego sie z N elemen-
tow potaczonych rownolegle z jednym konserwatorem, jesli czas zycia
elementu ma rozktad wyktadniczy Exp(1/2), natomiast czas naprawy
przez konserwatora Exp(1)). Policzy¢ dla N = 1,...,10. Porownac
z $rednim czasem do awarii systemu skladajacego sie z N elementéw
polaczonych réwnolegle, ale bez konserwatora.
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Projekt

Projekt 3 Zbada¢ dobroé¢ protokotu szczelinowa ALOHA ze wzgledu
na parametr \. Przez symulacje znalezé wartosci krytyczne dla A i
okresli¢ typowe zachowanie sie protokotu. Zbadaé¢ inng modyfikacje
protokétu szczelinowa ALOHA, w ktorej dopuszcza sie, ze uzytkow-
nicy maja tez dodatkowa wiedze o stanie X,,, i wtedy w n-tej szczelinie
przyjmowaé h = 1/X,,. Czy ten protokol moze by¢ stabilny, tzn. ma-
jacy przepustowosé v > 0; jesli tak to kiedy.

Projekt 4A Produkt jest sktadany z komponentéow na dwoch stano-
wiskach. Po zakoriczeniu prac na pierwszym stanowisku jest dalej opra-
cowywany na drugim, z ktérego wychodzi gotowy produkt. Produkcja
trwa kazdego dnia przez 8 godzin. Na poczatku dnia w magazynie jest
przygotowane n; komponentéw, ktore sukcesywnie sg dostarczane na
stanowisko pierwsze. Przed stanowiskiem drugim moze oczekiwaé co
najwyzej ki, w przeciwnym razie praca na stanowisku pierwszym jest
zablokowana. Ile nalezy przygotowa¢ komponentéw n, i jak duzy bu-
for ky aby z prawdopodobienstwem nie mniejszym 0.9 byla zapewniona
produkcja przez caty dzien, tj. 8 godzin. Przez zaprzestanie produkcji
rozumiemy, ze zarOwno magazyn jak i bufor przestaja pracowac¢. Jak
duzy nalezy przygotowaé¢ magazyn ny + ki. Przyja¢, ze

e czas pracy na pierwszym stanowisku ma rozktad Erlanga Erl(2,10),

e natomiast na drugim stanowisku jest mieszanka rozkladéw wy-

ktadniczych z gestoécig 0.8 x 9e79% + 0.2 x 3e=37,

e koszty magazynowania przed rozpoczeciem pracy czy w oczekiwa-
niu na prace na drugim stanowisku sa liniowe od ny + k.

Projekt 4B Produkt jest sktadany z komponentéw na dwodch sta-
nowiskach. Po zakonczeniu prac na pierwszym stanowisku jest dalej
opracowywany na drugim, z ktérego wychodzi gotowy produkt. Pro-
dukcja trwa kazdego dnia przez 8 godzin. Na poczatku dnia w ma-
gazynie jest przygotowane n komponentow, ktore sukcesywnie sa do-
starczane na stanowisko pierwsze (zakladamy, ze nie ma przetstojow).
Przed stanowiskiem drugim moze oczekiwa¢ co najwyzej k produktow,
W przeciwnym razie praca na stanowisku pierwszym jest zablokowana.
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To znaczy, ze jesli w buforze przed stanowiskiem drugim jest k& produk-
tow, to wtedy maszyna pierwsza po skonczeniu pracy nad produktem
staje. Taki model nazywamy (n, k).

1. Niech k = 5. Jak duze musi by¢ n (poda¢ minimalne) aby z praw-
dopdobienistwm nie mniejszym od 0.9 wyprodukowaé¢ 35 produktow?
2. Ze wzgledoéw technicznych przestd] maszyny pierwszej jest kosz-
towny i musi by¢ brany pod uwage. Niech f; oznacza frakcje czasu
w ciggu dnia gdy maszyna 1l-sza nie pracuje. Zauwazmy, ze fi jest
zmienng losowa. Funkcja kosztu jest C'IE f; + k. Oczywiscie przy k = n
mamy f; = 0. Przyjmijmy n = 120. Niech ko(C') bedzie k ktore mini-
mizuje funkcje kosztu w zaleznosci od C. Zbadaé¢ k(C).

3. Ustalmy n = 120. Jaki duzy musi by¢ bufor k£ aby IP(f; = 0) > 0.9.

Przyjac, ze

e czas pracy na pierwszym stanowisku ma rozktad Erlanga Erl(2,10),

e natomiast na drugim stanowisku jest mieszanka rozkladoéw wy-
ktadniczych z gestoscig 0.8 x 979 + 0.2 x 3e737,

Projekt 5 Mamy dwa nastepujace warianty pracy 2-ch procesorow.
1. Dwa procesory pracuja osobno. Zadania naptywaja do i-tego pro-
cesu zgodnie z procesem Poissona z intensywnoscia A; i maja rozklad
rozmiaru G, Niech D (t) bedzie liczba zadaii obstuzonych przez i-ty
procesor to chwili t. Zakladamy, ze \; < [° 2dGW(z), i = 1,2. Wtedy
przepustowosc

lim DO (t)/t = A,

t—o00

a wiec dwa procesory, jesli pracuja osobno maja przepustowos$é Ay + .
2. Mozemy tak zmieni¢ konstrukcje, ze w przypadku gdy jeden z pro-
cesOW nie ma pracy, to drugi pracuje z szybkoscig 2.

Zbadaé o ile efektywniejszy jest zparowany procesor, w zaleznosci od
intesywnosci wejscia i rozktadow rozmiaréw zadan. Przyjac Ay = 1.

Projekt 6 W banku jest c stanowisk obstugi. Klienci zgtaszaja sie
zgodnie z procesem Poissona z intensywnoscia A i ich czasy obstugi
maja rozklad G. Zbadaé¢ nastepujace protokoty kolejkowania.

1. Przed kazdym okienkiem jest osobna kolejka. Klienci wybieraja
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okienko w sposob losowy.

2. Przed kazdym okienkiem jest osobna kolejka. Klienci wybieraja ko-
lejne okienko, tj. 1,2,...,¢,1,2,....

3. Jest jedna kolejka i gdy nadchodzi czas klient idzie do akurat uwol-
nionego okienka.



Rozdziatl VII

Analiza symulacji stabilnych
procesow stochastycznych.

! Przypuscmy, ze chcemy obliczyé¢ wartosé I, gdy wiadomo, ze z prawdopo-
dobienstwem 1
[7 X (s)ds

[ = lim 202995
t—o00 t

dla pewnego procesu stochastycznego (X (s))s>o. Wtedy naturalnym esty-
matorem jest

(0.1)

ktory jest (mocno) zgodnym estymatorem I. Jednakze zazwyczaj X (t) nie
jest nieobciazonym estymatorem, tzn. IE X (t) # I.

Modelem w pewien sposob idealnym jest sytuacja gdy proces stocha-
styczny jest stacjonarny. Wtedy estymator (0.1) jest nieobciazony. Zajmiemy
sie tym przypadkiem w nastepnym podrozdziale. Przypomnijmy, ze przez
proces stochastyczny (X (¢))r z przestrzenia parametréow T nazywamy kolek-
cje zmiennych losowych. Za T mozemy przyja¢ np. T = [0,00), T = [a, ],
itp. W tym rozdziale T' = [0, 00).

117.1.2018
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1 Procesy stacjonarne i analiza ich symulacji

Rozwazmy proces stochastyczny (X ());>0 dla ktorego IE X (¢)* < oo, (t > 0).
Moéwimy, ze jest on stacjonarny jesli spelnione sg nastepujace warunki.

(1) Wszystkie rozktady X (t) sa takie same. W konsekwencji wszystkie
IE X (t) sa rowne jesli tylko pierwszy moment m = IE X (0) istnieje.

(2) Dla kazdego h > 0, taczne rozktady (X (¢), X (¢t + h)) nie zaleza od t. W
konsekwencji wszystkie kowariancje

R(h) = Cov (X(t), X(t+ h)),
(jesli tylko drugie momenty istnieja) nie zaleza od ¢.

(k) Dla kazdego 0 < hy < ... < hg_1, taczne rozklady (X(¢), X(t +
hi),..., X(t+ hg_1)) nie zaleza od t.

Dla procesoéw stacjonarnych jest prawdziwe tzw. twierdzenie ergodyczne;
dla procesu stacjonarnego (X (t));>o takiego, ze IE | X (¢)| < oo, to z prawdo-
podobienistwem 1

1 t
lim — [ X(s)ds
t—o0 t 0
istnieje. Ponadto jesli proces jest ergodyczny, granica jest stata, a wiec musi
rowna¢ sie I = IE X (0).

Nie bedziemy tytaj zajmowali sie szczegoltami teorii ergodycznej.? FLa-
two jest poda¢ przyktad procesu stacjo narnego, ktory nie jest ergodyczny.
Wezmy na przyklad proces X (t) = &, gdzie £ jest zmienna losowa. Wtedy w
trywialny sposob

1 t
lim - [ X(s)ds=¢.

t—oo t 0

Jesli ponadto sa spelnione tzw. warunki mieszania, (to jest mocniejszy

warunek niz egodycznosé) to wtedy dla pewnej statej 02 > 0 (to nie jest
Var X (t)) proces
[0 X (s)ds —tI

0
o/t

(1.2)

2referencje ?
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dla t — oo, zbiega wedlug rozkladu do N(0,1). Zastanéwmy sie, ile wynosi
2. Zmienna

[ X(s)ds —tI

gVt
musi by¢ asymptotycznie ustandaryzowana, to jest z $rednia zero (trywialnie
spelnione) oraz wariancja dazaca do 1. Mamy

W:

Var [} X (s)ds

o2t

VarW =

(1.3)

Policzymy teraz mianownik.
Przepiszmy (1.2) w wygodnej dla nas formie

Jo X(s)ds —tI _ ﬁ(f((t) _n

5\/5 o

~ ~

Chcemy aby (X (t) —I) byto ustandaryzowane. Oczywiscie IE (X (¢)—1) = 0,
natomiast aby wariancja byta réwna 1 musimy unormowac

A~

X(t)—1I
Var X (1)

Musimy zbadamy zachowanie asymptotyczne mianownika. W tym celu udo-
wodnimy nastepujacy lemat.

Lemat 1.1 Jesk [° |R(v)|dv < oo i [;° R(s)ds #0, to dlat — oo

Var(/OtX(s) ds) ~ 2t/ooo R(v)dv.

Dowod. Mamy
t t
IE/ X(S)dS:/ E X(s)ds=mt.
0 0
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Dalej bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢ m = 0. Wtedy

Var ( /OtX(s)ds)

_ lE(/tX(s)ds)Q

_ / / X (w) X (v) duw d]
= [ [ Ex@xe) da

_ / E(X(w)X(U))dwdv+/ E (X ()X (v)) dw dv.
(w,0)€[0,82w<o

(w,0)€[0,t]2:w>v
Teraz dla v < w mamy IE X (w)X (v)) = R(w —v). Mamy réwniez dla h > 0
poniewaz

R(—h) =EX(x)X(z+h) ==EX(z — h)X(z) = R(h).
i stad

/ E X (w)X (v) dwdv + / X (w) X (v) dw do
(w,v)€[0,t]2:w<v (w,v)€[0,]2:w>v

t
:2/dv R(v —w
0 0

~ R(w) dw .
0
O
Poniewaz
Var fo ds
Var W = 5 — 1,
o t
wiec

o = 2/ R(s) ds.
0

Stad mamy nastepujacy fakt.

Fakt 1.2 Jesli (X (t)1>0 jest procesem stacjonarnym i ergodycznym E X (1) <
0o oraz [;° |R(v)|dv < oo i [ R(s)ds # 0, to estymator X (t) jest nieob-
cigzony (ma warto$é oczekiwang I) oraz

t—o00

lim tVar (X (1)) = 62 = 2 / N R(s)ds . (1.4)
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Dowaod. Mamy
. 1 [t
EX(t) = ;/ I X (s) ds = X (0) = I.
0

Aby udowodni¢ (1.4) korzystawmy z (1.3) oraz Lematu 1.1. O

Zrobimy teraz kilka uwag.

e Przepiszmy (1.2) w wygodnej dla nas formie

fJX(y; —H g(f((t) _1.

Oczywiscie przy odpowiednich zalozeniach ten proces zbiega wedlug
roztadu do N(0,1).

o Wielkos¢ o% = 2 [° R(s) ds zwie si¢ TAVC (od time average variance
constant) lub asymptotyczna wariancja.

Podsumujmy. Podobnie jak w rozdziale IV mozemy napisaé¢ fundamen-
talny zwiqzek

g

b= 21—6/2% .

pomiedzy btedem b, poziomem ufnosci o oraz horyzontem symulacji ¢. Na-
tomiast przedzial ufnosci na poziome o wynosi

(X(t) - Zl‘\%ﬁ,f((t) + Zl‘\%ﬁ) .

(1.5)

co zapisujemy krotko

Zl—a/25)
s

Niestety w typowych sytuacjach nie znamy &
wyestymowa¢ z symulacji.?

(X (t) +

2 a wiec musimy ta wielkosé

3Czytaj dalej str. 540 Fishmana
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2 Przypadek symulacji obcigzonej

Bedziemy teraz analizowali przypadek symulacji liczby I dla estymatora X
spelniajacego:

1. I =limy_ X(t) (z prawdopodobienstwem 1),

2. %z(f((t) — I) zbiega wg rozktadu do N (0, 1), gdzie
t
tVar (/ X (s)ds) — 72,
0

gdy t — oo dla pewnej skonczonej liczby 52 > 0.

Poniewaz nie zakladamy stacjonarnosci, wiec estymator X (t) jest zgodny
ale nie jest nieobcigzony. Powstaje wiec problem analizy jak szybko b(t) =
IE X (t) — I zbiega do zera. Zanalizujemy przypadek gdy § = JSEX(s) —
I) ds zbiega absolutnie, tzn. [ |IE X (s) —I|ds < oo. Wielkos¢ 5 mozna tez
przedstawié¢ jako

t

= lim [ (EX(s)—1)ds

t—r00 0
t
= lim(IE/X(s)ds—t])
t—r00 0
= E?Ot(]EX(t)_I)

nazywamy asymptotycznym obcigzeniem. Wtedy

EX(t)—1
_ REX () - 1)
t
_ J B(X(s) = D) ds — [ (E(X(s) — 1)
t
= g +o(1/t) .

Poniewaz 4/ Var X(t) ~ &/+/t a wiec zmienno$é¢ naszego estymatora jest

rzedu O(t~1/2) czyli wicksza niz jego obciazenie.
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Przyktad 2.1 Aby uzmystowié¢ czytelnikowi trudnosci jakie mozna napotkac
podczas symulacji rozpatrzymy przypadek symulacji $redniej liczby zadan w
systemie M/G /oo (po wiecej informacji patrz dodatek XI.7.1). Bedziemy
rozpatrywac liczbe zadan L(t) dla

1. A=5,1 S =q Exp(1), Thax = 1000,

2. A =5,18 =4 0.2X, gdzie X =4 Par(1.2),Thax = 1000,

5 (
3. A=5,i8 =4 0.2X, gdzie X =4 Par(1.2), T = 10000,
4. A=5,185 =4 0.2X, gdzie X =4 Par(1.2
(

2)

2)

2), Tinax = 100000,
5. A=5,18 =4 1.2X, gdzie X =q Par(2.2), Thax = 1000,
6. A=5,18 =4 2.2X, gdzie X =q Par(3.2), Thnax = 1000,

We wszystkich tych przyktadach p = AIE S = 5 a wiec powinniSmy otrzymac
zawsze Srednig oczekowang liczbe zgloszen w systemie w warunkach stacjo-
narnych [ = 5 (patrz dodatek X1.7.1). Na rysunkach odpowiednio 2.1-2.6
pokazana jest wysymulowana realizacja

w przedziale 1 <t <t .x.

Mozemy zauwazy¢, ze symulacja 1-sza szybko zbiega do granicznej warto-
Sci b, chociaz horyzont tyay jest krotki. W tym przypadku R(t) = 5exp(—t),
a wiec 62 =2 [[° R(s)ds = 10, skad & = 3.1622.

Natomiast z 2-ga jest co$ dziwnego i dlatego warto ten przypadek blizej
przeanalizowa¢. Policzymy najpierw 2 ze wzoru (X1.7.8). Mamy

R(t) = 5/too(1 + 0%92)_1'2 ds = 5(1 + _)—0.2

skad mamy, ze
oo
52:2/ R(t)dt = o .
0
A wiec nasze zalozenie o bezwzglednej catkowalnosci R(t) nie jest spelnione.
Nie mozna zatem stosowac¢ fundamentalnego zwiagzku, chociaz oczywiscie ten

estymator zbiega do 5. Zobaczymy to na dalszych przyktadach na rys. 2.3,
2.4 (symulacja 3-cia i 4-ta).
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Rysunek 2.1: A =5, Exp(1), Tiax = 1000; [ = 5.0859
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Rysunek 2.2: A =5, Par(1.2) x 0.2, Tja = 1000; [ = 3.2208
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Rysunek 2.3: A = 5, Par(1.2) x 0.2,Tinax = 10000; I = 3.9090
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Rysunek 2.4: A = 5, Par(1.2) x 0.2, Thax = 100000; [ = 4.8395



174ROZDZIAE VII. ANALIZA SYMULACJI STABILNYCH PROCESOW STOCHASTYCZNYCH.
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Rysunek 2.5: A = 5, Par(2.2) x 1.2, T = 1000; [ = 4.8775

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Rysunek 2.6: A = 5, Par(3.2) x 2.2, Thax = 1000; [ = 5.1314
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W przypadku sumulacji 5-tej mamy o = 2.2 i wtedy S = 1.2X, gdzie
X =qPar(2.2). Stad

o t t
R(t) =5 14+ —)?ds=5(1+—)"".
0 =5 (45 ds =501+ 1)
Widzimy wiec, ze 6% = 2 [ R(t) dt = 60, skad mamy ze aby b = 0.5 (jedna
cyfra wiodaca) wystarczy Th.x = 922. Nalezy ostrzec, ze nie wzieliSmy pod
uwage rozpedowki, przyjmujac do obliczen, ze proces L(t) jest od poczatku

stacjonarny.
Jesli @ = 3.2 1 wtedy S = 2.2X, gdzie X =4Par(3.2). Stad

_ > S \-32 5. Y
R(t)—5/t (14 55)*2ds =51+ 515) 2%

Widzimy wiec, ze 6% = 2 [~ R(t) dt = 18.3, skad mamy ze aby b = 0.5 (jedna
cyfra wiodaca) wystarczy Thax = 281. Natomiast aby b = 0.05 to musimy
miec 1., wieksze od 28100.

3 Symulacja gdy X jest procesem regeneruja-
cym sie.

Bedziemy zaktadac¢ nastepujaca strukture procesu stochastycznego X. Przy-

pusémy, ze istnieja chwile losowe 0 < T} < T, < ... takie, ze pary zmiennych

losowych ((Z;, C;))i>1 sa niezalezne i poczawszy od numeru i > 2 niezalezne,
gdzie

T Ty
Zy = X(s)ds, Zy = X(s)ds,...
0 T
oraz Cy = 11,Cy =T, — 11, . ... Takie procesy nazywamy procesami regene-

rujgeymi sie. Wtedy mamy nastepujacy rezultat (patrz Asmussen & Glynn
[4]):

Fakt 3.1 Z prawdopodobienstwem 1, dla t — oo

. IEfTZX(s)ds
X(t)—»I=—2
(t) T

o tY2(X () = T) —q N(0,5°), (3.7)
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1t TAVC wynosi
2
52 — IE ¢
E Z,

gdzie
G =2 —1C}, .

Patrzac na postac (3.6) widzimy, ze mozna tez uzy¢ innego estymatora, ktory
jest krewniakiem estymatora X. Mianowicie mozemy wzigé

P Git+7
S ARG A

Jest oczywiste, ze z prawdopodobienstwem 1
jk — I

poniewaz
i+ 2y (Zl+...+Z,€)/k;_>]EZ1

Wtedy mamy nastepujace twierdzenie (patrz Asmussen & Glynn [4], Prop.
4.1).

Twierdzenie 3.2 Dia k — oo
K21, — 1) —a N(0,n?),
gdzie

. EC
EC,

Ui

Cl - Zl - [Cl .
Stgd asymptotyczny 100(1 — €)% przedzial ufnodci jest dany przez

fk :|: 21_6/2772/\/%

gdzie
k

k
A2 1 T 2 1
0= m;(cz — k7)) /(EZCl) :

=1
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Przyktad 3.3 Proces L(t) w M/M/1 jest regenerujacy poniewaz
Ty =inf{t >0: L(t—) > 0, L(t) = 0}

oraz
Toy1 =inf{t > T, : L(t—) > 0, L(t) = 0}

definiuje momenty regeneracji procesu L(t). Wynika to z wlasnosci braku
pamieci rozkladu wykladniczego (patrz XI1.5.6). Po osiagnieciu przez pro-
ces L(t) zera, niezaleznie jak dlugo czekaliSmy na nowe zgloszenie, czas do
nowego zgloszenia ma rozklad wyktadniczy Exp()\).

4 Przepisy na szacowanie rozpedéwki

W wielu przypadkach proces po pewnym czasie jest juz w przyblizeniu w wa-
runkach stacjonarnosci. Nastepujacy przyktad ilustruje ten pomyst w sposéb
transparentny.

Przyklad 4.1 Z teorii kolejek wiadomo, ze jesli w systemie M /M /1 wystar-
tujemy w chwili ¢ = 0 z rozkladu geometrycznego Geo(p), to proces liczby
zadan L(t) jest stacjonarny. Dla uproszczenia wystartujmy proces niesta-
cjonarny z Lo(0) = 0. Zaktadamy przypadek p < 1. Wtedy proces L;(t)
osiaga stan 0 w skoniczonym czasie. Poniewaz oba procesy maja tylko skoki
+1, wiec mamy ze procesy Lq(t) i Lo(t) musza sie spotkaé, tzn.

jest skonczone z prawdopodobienstwem 1. Od tego momentu procesy ewulu-
uja jednakowo. To pokazuje, ze od momentu T proces Ly(t) jest stacjonarny.
Jednakze jest to moment losowy.

Bardzo waznym z praktycznych wzgledow jest ustalenie poczatkowego okresu
s ktorego nie powinnismy rejestrowaé¢. Ten okres nazywamy diugoscig roz-
peddwki lub krotko rozpeddwkq (warm-up period). W tym celu definiujemy
nowy estymator
t
. X(v)dv
X(s,t) = J; X@) dv. (4.8)

t—s
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Jedna realizacja — metoda $rednich peczkowych Dla tych czytelni-
kow, ktorzy znaja teorie procesdOw stochastycznych, kluczowa wlasnoscia za-
ktadana przez proces X(t) jest spelienie funkcjonalnej wersji centralnego
twierdzenia granicznego

(€V2(X (t/€) — It/€))iz0 — (@B(t))iz0, (4.9)

gdzie (B(t)):>o jest standardowym ruchem Browna.
Dzielimy odcinek symulacji [0,¢] na | peczkéow jednakowej dlugosci t/I
(dla utatwienia zalézmy, ze [ dzieli t) i zdefiniujmy srednie peczkowe

) ) 1 e
X(t) = X (k= DL k1) = o /(k_l)t/l X(s)ds,

gdzie k =1,2,.... Jesli t ale rowniez ¢/l sa duze, to mozna przyja¢, ze

(P1) X,(t) (k=1,...,1) ma w przyblizeniu rozktad normalny N(I,521/t);
(k=1,...,1),

(P2) Xi(t) (k=1,...,1) sa niezalezne.

Formalne uzasadnienie mozna przeprowadzié¢ korzystajac z zalozenia, ze spel-
niona jest funkcjonalna wersja centralnego twierdzenia granicznego (4.9). Po-

niewaz . .
- X o+ X
X(t) _ 1(t) + l + l<t)’

wiec dla t — oo

~

X(t)—1
si(t)
gdzie T;_; zmienna losowa o rozkladzie t-Studenta z [ — 1 stopniami swobody

i

12 —a T

0) = 5 SRl - X))

A wiec jesli t1_¢/ jest 1 — €/2 kwantylem zmiennej losowej 771, to asymp-
totyczny przedzial ufnosci dla I jest

X(t) £ tl_e/z‘gl—\%) .

Asmussen & Glynn [4] sugeruja aby 5 <1 < 30.
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4.1 Metoda niezaleznych replikacji

Efekty symulacji podczas rozpedéwki nie musimy rejestrowaé a dopiero po
tym czasie zaczynamy rejestrowac i nastepnie opracowa¢ wynik jak dla pro-
cesu stacjonarnego. Problemem jest, ze nie wiemy co to znaczy po pewnym
czasie. Fishman [14, 15] zaproponowal nastepujaca graficzna metode szaco-
wania rozpedowki. Zamiast symulowania jednej realizacji X () (0 < ¢ < tjax)
symulujemy teraz n realizacji X*(t), (0 < t < tyax), gdziei =1,...,n. Kazda
zaczynamy od poczatku z tego samego punktu, ale z roztacznymi liczbami
losowymi. Niech

Ki(s.t) = [, X' (v) dv

t—s
bedzie op6zniona $rednia dla i-tej replikacji realizacji procesu (i = 1,...,n).
Definiujemy
. 1 —
X ==X, 0<t<tmm,
0=3 X
oraz
R max XZ
X maX - Z ‘l; 7 O < t < tmax

max -

Jesli proces X jest stacjonarny to obie krzywe X'(t) i X'(t, tmax) POWINNY Wy-
glada¢ podobnie. Pomijamy fluktuacje spowodowane nieduzym n dla X(t)
oraz krotkoscia odcinka dla X'(t, tmax). Dlatego poréwnujac na jednym wy-
kresie

(X(5), X' (8, tmax)), 0 <5 < tmax

mozemy oszacowac jakie s nalezy przyjac.

4.2 Efekt stanu poczatkowego i zaladowania systemu

Na dtugosc rozpedowki maja istotny wplyw przyjety stan poczatkowy symu-
lacji oraz zaladowanie systemu.

Przyklad 4.2 Tytulowy problem zilustrujemy za praca Srikanta i Whitta
[43] o symulacji prawdopodobienstwa straty

pe/c!
pblOCk == C . .
Zj:o P /3!
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(jest to tzw. wzor Erlanga) w systemie M/M/c ze stratami (patrz dodatek
X1.7.3). Zadania wplywaja z intensywnoscia A natomiast ich $redni rozmiar
wynosi p~t. Jak zwykle oznaczamy p = A/u. Dla tego systemu oczywi-
Scie znamy prawdopodobienstwo straty jak i wiele innych charakterystyk, co
pozwoli nam zrozumie¢ problemy jakie moga wystepowaé przy innych sy-
mulacjach. Zacznijmy od przegladu kandydatow na estymatory. Niech A(t)
bedzie liczba wszystkich zadan (straconych i zaakceptowanych) ktore wply-
nety do chwili ¢ a B(t) jest liczba straconych zadan do chwili w odcinku [0, ¢].

Wtedy

gdzie J; jest zdefiniowane w (XI.7.13). A wiec
B(t)/A(t) = Poiock
z prawdopdobienstwm 1. To uzasadnia propozycje estymatora ppiock

_ B(t)

Br(t) =

Estymator ten nazwiemy estymatorem naturalnym. Innym estymatorem jest
tak zwany prosty estymator

By(t) =50

lub niebezposredni estymator ( indrirect estimator)

B — 1 L)
Bi(t)=1-=".

Podamy teraz krotkie uzasadnienia dla tych estymatoréw. Czy sg one zgodne?
Pierwszy jest oczywiscie zgodny. Podobnie wyglada sytuacja z estymatorem
prostym Bg. Mianowicie

B() _ . B t

T A0
lim %
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poniewaz dla procesu Poissona, mamy ¢/A(t) — A z prawdopdobieristwem 1.
Natomiast dla estymatora niebezposredniego aby pokaza¢ zgodno$¢ trzeba
wykorzystaé tzw. wzor Little’a *:

Z: /\<]- - pblock)/u ;

gdzie [ jest $rednia Jesli natomiast by zalozy¢, ze system jest w warunkach
stacjonarnodci, to mozna pokazaé, ze estymatory prosty i niebezposredni sa
nieobcigzone. W pracy Srikanta i Whitta [43] opisano nastepujacy ekspery-
ment z A = 380, u = 11 c = 400. Dla tego systemu wysymulowano, startujac
z pustego systemu, przy uzyciu estymatora niebezposredniego, z t,,,x = 5400,
mamy priock = 0.00017. Tutaj TAVC wynosi okoto 0.00066. W tym zadaniu
mozna policzy¢ numerycznie asymptotyczne obciazenie co przedstawione jest
w tabl. 4.1 z a = p/c. Zauwazmy, ze w przypadku N(0) = 0, TAVC jest

a [ N(0)=0| N(0)=c
0.7 1.00 -0.42
0.8 1.00 -0.24
0.9 0.99 -0.086
1.0 0.85 -0.0123
1.1 0.66 -0.0019
1.2 0.52 -0.0005

Tablica 4.1: Asymptotyczne obcigzenie [ dla B

tego samego rzedu co obciazenia (/5/5400 i 0.00066).
W nastepnym przykladzie zajmiemy sie wpltywem zaladowania systemu.

Przyklad 4.3 Pytanie o to jak dtugi nalezy dobrac¢ horyzont symulacji ¢,,ax
aby osiagna¢ zadang precyzje zalezy czesto od wspdleczynnika zatadowania
systemu ktory symulujemy. W systemie M /M /1 mozna policzy¢ TAVC 52,
ktora to wielko$¢ poprzez fundamentalny zwigzek rzutuje na t,,.,. Mianowi-
cie (patrz Whitt [47]) mamy

~2 _ 2p(1 +p)
(L=p)*

OczywiScie musimy zalozy¢ p < 1.

4Sprawdzié¢ tozsamosé.
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Stad wida¢, ze 62 gwaltownie roénie, gdy p — 1, czyli w warunkach
wielkiego zatadowania. Wzor powyzszy jest szczegblnym przypadkiem wzoru
otrzymanego dla proceséw narodzin i $mierci bez obliczania funkcji R(t);
patrz Whitt [47]. Stad, korzystajac z fundamentalnego zwiazku, mamy ze
tak samo szybko rosnie horyzont symulacji aby utrzymac¢ zadang doktadnos¢.
Przeprowadzimy teraz analize jak dobrac t,,,, do symulacji Sredniej liczby za-
dan w systemie. Takie symulacje przeprowadzaliémy w podrozdziale VI.2.1.
Przypomnijmy, ze do eksperymentu przyjeto A = 8/17 oraz u = 9/17. Wtedy
$rednia liczba zadaii w systemie wynosi [ = 8 (patrz wzor X1.7.10). Poniewaz
p = 8/9 wiec

o% = 22032.

Jesli ponadto przyjmiemy b = 0.5 1 a = 0.05 to wtedy .« = 338550. Nato-
miast gdy w jednym naszym z eksperymentéw przyjeliSmy t,., = 10000000
przy ktorym otrzymalismy wynik [ = 7.9499, to korzystajac z fundamental-
nego wzoru [??eq.stac.fund.zw??] orzymamy, ze potowa przedziatu ufnosci
wynosi 0.0920.

5 Uwagi bibliograficzne
Caty cykl prac na temat planowania symulacji w teorii kolejek napisat Whitt

z wspoOlpracownikami; [45, 46, 47, 43]. Tym tematem zajmowal sie rowniez
Grassmann [49]
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Zadania teoretyczne

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

Uzasadni¢ zgodno$¢ estymatorow z podrozdziatu [??whit.srinikant??].
Pokaza¢, ze estymatory B; oraz Bg sa nieobcigzone jesli proces stanu
systemu L(t) jest stacjonarny.

Zadania laboratoryjne

Przeprowadzi¢ nastepujace eksperymenty dla M/M/1. Napisaé pro-
gram kreslacy realizacje L(t) dla 0 <t < 10. Eksperyment przeprowa-
dzi¢ dla

(a) A =1, = 1.5 oraz L(0) = 0.

(b) A\=1,u=1.51L(0) = 2.

(c) A=1,u=1.51L(0) =4.

(d) L(0) ~ Geo(p), gdzie p = \/u = 2/3.

Kontynuacja zad. 5.2. Obliczy¢ L(tmax), gdzie L(t) = (Jo L(s)ds)/t
gdy L(0) =0.

(a) Przeprowadzi¢ eksperyment przy A = 1,4 = 1.5 oraz L(0) = 0
dla t,.c = 5,10,50,100,1000. Policzy¢ dla kazdej symulacji potowy
dtugosci przedzialy ufnosci na poziomie 95%.

(b) Przeprowadzi¢ eksperyment przy A = 1, = 1.1 oraz L(0) = 0 dla
tmax = 9, 10,50, 100, 1000.

Kontynuacja zad. 5.2. Przez replikacje rozumiemy teraz pojedyncza
realizacje L(t) dla 0 <t < 10. Dla replikacji L;(t) zachowujemy wek-
tor I; = (L;(1), L;(2),..., L;(10)) i niech 1000 bedzie liczba replikacji.
Obliczy¢
R | oo | Lo | looo
l=(— L;(0.5), — L:(1),...,— L;(10)) .
(000 Z 10-9): 150 Z i o0 Z i10)
Jj=1 7=1 7=1
Zrobi¢ wykres Sredniej dtugosci kolejki w przedziale 0 < ¢ < 10.
(a) Przeprowadzi¢ eksperyment dla L(0) = 0.
(b) Przeprowadzi¢ eksperyment dla L(0) ~ Geo(p).

Napisa¢ algorytm na generowanie dla systemu M /G /oo estymatora

1 tmax
- / L(t)dt
tmax - 7fmin t

min
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(patrz wzor (4.8)). Wsk. Zobacz algorytm w dodatku XI.7.1 7 ¢, = 0.
Przeprowadzi¢ eksperymenty oméwione w przyktadzie 2.1 z rozmaitymi

tmin .
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Projekt

5.6 Napisa¢ program symulujacy realizacje procesu liczby zadan L(t) w
systemie M /G /oo. Przeprowadzi¢ eksperyment z
(a) A=5oraz G =Exp(p) z p = 1.
(b) A = 5 oraz rozmiary zadan maja rozklad Pareto z o = 1.2 prze-
mnozonym przez 0.2 (tak aby mie¢ $rednia 1).
Przyja¢ L(0) = 0, L(0) = 10 oraz L(0) ma rozktad Poissona Poi(5).
Dla wszystich wypadkow oszacowaé rozpedowke.
Na jednym wykresie umiesci¢ f(f L(s)ds/t dla 1 <t <100 z symulacji
(a) i (b). Przyja¢ L(0) = 0.
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Rozdzial VIII

FLancuchy Markowa 1 Metody
Monte Carlo

1 Lancuchy Markowa

Przez laricuch Markowa rozumiemy ciag zmiennych (elementéw) losowych
Xo, X7, Xs,... o warto§ciach w przestrzeni £ i zwigzany z soba. W tym
podrozdziale bedziemy zakladaé, ze &£ jest skonczona z elementami & =
{s1,52,...,Sm}. Dla wygody bedziemy dalej przyjmowa¢ &€ = {1,...,m}.
Przez macierz przejscia P = (p;j); jee rozumiemy macierz, ktorej elementy
spetniaja:

pij = 0, i, €E

je€

oraz

Czasami, w oderwaniu od teorii taficuchow Markowa mowimy tez macierz
stochastyczna. Niech p = (p;);es bedzie rozkladem (funkcja prawdopdo-
bienstwa) na &.

Mowimy, ze Xo, Xq,... jest tancuchem Markowa z rozktadem poczgtko-
wym 1 macierzg przejscia P jesli dla iqg, ... 1 € €

P(Xo =0, X1 =1, ..., Xk = ik) = WipPioir * * * Pig_rix-

117.1.2017
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Waznym pojeciem jest rozktad stacjonarny, tj. ™ = (7;);es (oczywiscie
jest to ciag liczb nieujemnych sumujacych sie do 1) i spelniajacy

’/szzﬂ—ipij? ]ES
ic€

Podamy teraz kilka potrzebnych dalej definicji. Elementy potegi macierzy
P" oznaczamy pz(»?). Dwa stany i, € £ sa skomunikowane, jesli istnieja
ng, N takie, ze pgm) > 0 oraz pg?l) > 0. Macierz P jest nieredukowalna, jesli
wszystkie stany sa skomunikowane.

Moéwimy, ze macierz P jest reqularna (ergodyczna), jesli istnieje ng, takie
ze P ma wszystkie elementy $cisle dodatnie (P™ > 0). Mozna pokazac, ze
P jest regularna wtedy i tylko wtedy gdy jest nieredukowalna i nieokresowa
(odsytamy po definicje okresowosci do specjalistycznych ksiazek z taricuchow

Markowa lub [?]).

Przyklad 1.1 Rozwazmy dwie macierze przejscia P; i P, dla taichucha z
stanami {1,2,3,4}.

1/2 1/2 0 0

1/2 1/2 0 0

Po=1 0 0 12 1
0 0 1/2 1/2
oraz
0 0 1/2 1/2
p,_| 0 0 121/

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0

Macierz P, jest przykladem macierzy redukowalnej, natomiast Py macierzy
nieredukowalnej z okresem 2.

Fakt 1.2 Jesli P jest reqularna, to istnieje tylko jeden rozktad stacjonarny
7, ktorego elementy sq $cisle dodatnie, oraz

P" — 11,

gdy n — oo, gdzie
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Jak symulowa¢ tancuch Markowa X,, podaje nastepujacy fakt.

Fakt 1.3 Niech P i p bedg dane. Istnieje funkcja ¢ : € x [0,1] — & taka,
ze jesli Yy ma rozktad i, to Yo, Y1, ... zdefintowane rekurencyjnie

Xn+1 :SO<XTL7UH+1)7 77,:0,1,...

gdzie Uy, ... jest ciggiem mniezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozktadzie jednostajnym na [0, 1], jest taricuchem Markowa z rozktadem po-
czgtkowym p 1 macierzq przejScia P.

Dowod  Zdefiniujmy

17 T e [07p11)
2, x € [pi,pi + pi2)

m, = € [pi+--~+ Pim-1,1]

Reprezentacja powyzsza nie jest jednoznaczna.
Naszym tradycyjnym celem bedzie obliczenie

I=Y"f(i)m,

Jje&

gdy do dyspozycji mamy lancuch Markowa (X;) z rozkladem stacjonarnym
7. Analogicznie do rozwazan rozdziatu IV wprowadzamy estymator

F(X5). (1.1)

Jak sie okaze ponizej, ten estymator jest mocno zgodny, ale przewaznie
nie jest nieobcigzony.

Fakt 1.4 Jesli macierz prawdopodobienstwa przejscia jest nieredukowalna,
to

Yn%[:Zﬂjf(j), p-n.p. (1.2)

j=1
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gdy n — oo. Ponadto
V(Y = I) —=a N(0,5%),

gdzie R
o> = lim nVarY,,. (1.3)

n—0o0

Co wiecej granice w (1.2) i (1.3) nie zaleZg od rozktadu poczgtkowego p.

Uwaga Zamiast formalnego dowodu pokazemy jego pomyst. Niech i € £
oraz podstawmy Y; = f(X;). Poniewaz P jest nieredukowlana, wiec lanicuch
(X,) nieskonczenie czesto odwiedza stan i. To jest fakt z teorii lancuchow
Markowa. Ustalmy wiec ¢ takie, ze X, = 4. Niech ~v;,7 = 1,2,... beda
momentami odwiedzin (X,,) w . Poniewaz (X,,) jest tancuchem Markowa,
wiec caly ciag f(X,) rozpada sie na niezalezne cykle { f(Xo),..., f(X,,-1)},
{f(X5), -, f(Xym1)}se ... Zauwazmy teraz, ze

Yi+1—1

Wi= > fXp), i=12

J="

sg niezaleznymi zmiennym losowymi o jednakowym rozktadzie. Ponadto z
teorii taficuchow Markowa wiadomo, ze TE (7,11 — ;) < oo oraz [EW}? < oo.
Kluczem do dalszych rozwazan jest przedstawienie

gdzie v(n) = max{j : 7; < n}, oraz R, nie zalezy od W;-6w. Teraz nalezy
wykorzysta¢ wariant mocnego prawa wielkich liczb oraz centralnego twier-
dzenia granicznego z losowym indeksem.

W rozdziale IV zdefiniowaliSmy pojecie stacjonarnoéci procesu stocha-
stycznego X (t). Jest to pojecie wazne gdy parametr procesu jest IR lub R
ale tez gdy Z lub Z.. Przypomnijmy wiec to pojecie dla ciagu zmiennych
losowych Z,,n € Z.,.. Moéwimy, ze jest on stacjonarny jesli spelnione sa
nastepujace warunki.

(k) Dla kazdego k = 1,2,... oraz 0 < hy < ... < hy_1, taczne rozklady
(Y;,Yjin,, .-, Yjin, ,) nie zaleza od j.

Konsekwwncja definicji jest
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(1) Wszystkie rozklady Y; sa takie same (j € Zy). W konsekwencji wszyst-
kie IEY; sg rowne jesli tylko pierwszy moment m = IE'Y| istnieje.

(2) Dla kazdego h = 1,..., laczne rozktady (Y}, Yj4,) nie zaleza od j. W
konsekwencji funkcja kowariancji p, = Cov (Z;, Z;44) zalezy of h, jesli
tylko drugi moment istnieje.

Niech 7 bedzie rozkladem stacjonarnym i (X,,)n—01,.. bedzie lancuchem
Markowa z rozktadem poczatkowym p = 7 i macierzg przejscia P. Wtedy
(Yo)n=o1.., gdzie Y,, = f(X,,) jest ciagiem stacjonarnym i funkcja kowariancji
tego ciggu jest

pr = Cov (Y, Yoik).

Jesli przestrzen stanéw jest skorficzona i P jest regularna, to mamy > |p;] <
o0o. Wymaga to dowodu, na przyklad z uzyciem twierdzenia Perrona-Frobeniusa.
Zauwazmy, ze podobnie jak rozdziale IV stala 62 mozemy nazywa¢ TAVC.

Pokazemy teraz inny wzo6r na TAVC.

Lemat 1.5 Jesli P jest reqularna to
7° = po+2 Z Pk-
k=1

Dowdd Poniewaz 6% zdefiniowane w (1.3) nie zalezy od warunku poczatko-
wego p wiec rozwazmy stacjonarny ciag (Z,). Bez straty ogolnosci mozemy
zatozy¢ IE Z; = 0. Wtedy

N 1
nVaryY, = —Var(Yop+---+Y, 1)
n

1
= —(VarYo+2 Y Var(¥;,Y}))

n -
0<i<j<n

2
= Po-i‘ﬁ Z Pj—i

0<i<j<n
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O
Jak estymowaé pj 1 327 Mozemy to zrobi¢ przy uzyciu estymatoréw
1 n—k
= S = V) (Vo — o)
7=1
oraz
N
2PN
k=—N

Estymator Y, jest oczywiscie zgodny (dazy z prawdopodobienstwem 1
do I = Z] 1 f(7)), ale jesli rozklad poczatkowy p zmiennej X nie jest
rozkladem stacjonarnym, to nie jest nieobciazonym. Jak szybko IEY,, zbiega
do I mo6wi nastepujacy fakt.

Fakt 1.6 Dla pewnej skoriczonej statej A

- A 1
EY,=1+—+o0(-).
n n

Dowdd Podstawmy a; = IEY;—y. Poniewaz & jest skoficzona, wige Y |a;| <
oo (tego nie bedziemy dowodzi¢). Teraz

n n—1 o] e8]
N 1 1 1
EY, = — — = = — -
’ n§ (BY; —~I+1)=1+- § a; =1+ nEj n§ a
7=0 ] =0 7=0 j=n
a poniewaz — Z] ~, a; = o(1/n) wiec dowod jest skonczony. O

Uwaga Fakt 1.6 jest prawdziwy dla tancuchow ze skoriczong liczba stanow.

Fakt 1.7 Niech (Y,,) bedzie tancuchem Markowa z macierzq prawdopodobieri-
stwa P. Zatozmy, ze istniejq Scisle dodatnie liczby vj, j € € takie, Ze

vipij = ’Ujpji, ’l,j c c‘: (14)
Wtedy

jest rozktadem stacjonarnym.
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Dowdd Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze v; w (1.4) sumuja sie do

jednosci. Teraz
Z ViPij = Z UjPji = Uj iji = Uj.
€€ €€ €€
U
Warunek (1.4) bedziemy nazywaé¢ DBC (od detailed balance condition).
Dla stacjonarnych tancuchow Markowa jest on rownowazny odwracalnosci.
Moéwimy, ze stacjonarny tancuch Markowa Yy, Y7, . .. jest odwracalny, jesli dla
n=0,1,2...
(}/07}/17 s 7§/n) —d (KL;Yn—lu ) 7}/0)

Zostawiamy czytelnikowi pokazanie nastepujacego wniosku.

Wnhiosek 1.8 Jesli macierz przejscia P jest symetryczna, tj. p;j = pji, to
rozktad stacjonarny jest jednostajny na € czylim=1/|E|, j € €.

W dalszej czesci rozdzialu bedziemy mieli do czynienia z pewng klasa
taricuchow Markowa z przestrzenia stanéw majaca strukture grafu. Dlatego
tez zrobimy teraz bardzo krotkie wprowadzenie tego pojecia.

Podstawowe pojecia dotyczace graféw Graf GG sklada sie z wierzchot-
kow V oraz krawedzi E. Zbiér krawedzi mozna utozsami¢ z jakim$ podbio-
rem zbioru par (nieuporzadkowanych) (i, j),7 # j,4,j € V. Mowimy, ze (i, j)
sa sasiadami, jesli jest krawedz taczaca ¢ z j. Liczbe sasiadow wierzchotka
i oznaczamy przez deg(i). Mowimy, ze graf jest spdjny, jesli jest mozli-
wos¢ przejscia po krawedziach z kazdego wierzchotka do wszystkich innych,
niekoniecznie w jednym kroku. Innym pojeciem jest okresowosé ktora jest
zwiazana z pojeciem bipartite.? Drogg pomiedzy dwoma wierzchotkami grafu
nazywamy krawedZ pomiedzy nimi. Natomiast drogq jest trasa, polegajaca
na podrézowaniu od wierzchotka do wierzchotka po taczacych je krawedziach.

Przyktad 1.9 Proste bladzenie przypadkowe na grafie G. W pro-
stym (symetrycznym) bladzeniu przypadkowym z stanu i przechodzimy do
dowolnego sasiada z tym samym prawdopodobieistwem. A wiec

1 . . . . . .

———, Jesli j jest sgsiadem 1,

G = deg() Jesli g ] ' A ' (1.5)
0, W przeciwnym razie.

2A graph is bipartite if and only if it does not have cycles with an odd number of edges.
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Latwo sprawdzié, ze jesli v; = deg(i) to rownosé (1.4) jest spetlniona. A wiec

deeli
T = —eg(z) jev

Z Zjev deg(j) ’
jest rozktadem stacjonarnym. Polecamy sie zastanowi¢ kiedy macierz Q jest
regularna a kiedy nieredukowalna. Podstawa jest pojecie grafu spojnego,

Przyklad 1.10 Bladzenie przypadkowe na hiperkostce. Rozwazmy
zbior wierzchotkow {0, 1}™. Elementami sa ciagi m-elementowe zer i jedynek.
Sasiadujace elementy sa oddalone o 1 tj. jesli s; = (e1q,...,€1,) Oraz s; =
(€21, --.,€2m), sa one sasiadami jesli Z;n:1 ler; — eg;] = 1. A wiec z kazdego
wierzchotka wychodzi m krawedzi, czyli deg(i) = m. Rozktad stacjonarny
jest wiec rozktadem jednostajnym na V.

Powyzsze przyktady maja jedna ceche wspdlng. W jednym kroku tan-
cuch sie przemieszcza do najblizszego sasiada. Zamiast wiec pelnej struk-
tury grafowej (V) E) wystarczy podaé dla kazdego stanu ¢ € V liste jego
sasiadow N (7). Polecamy czytelnikowi zastanowi¢ sie nad roéwnowaznoscia
opisow przez zdefinowanie wszystkich wierzchotkow a zdefiniowanie zbioru
sasiadow dla wszystkich stanow.

Formalnie rodzina {N (i) : i € V'} podzbiorow V jest systemem sqsiedz-
twa jesli i # N (7). Jesli natomiast dla dowolnych i # j € V istnieje droga
Q1,0 tzn. 1y € N(i),ip € N(iy)....,7 € N(4;), to méwimy, ze system
sasiedztwa jest skomunikowany.

2 MCMC

Omoéwimy teraz pewna metode Monte Carlo tancuchow Markowa (ang. Mar-
kov chain Monte Carlo; stad MCMC). Naszym zadaniem jest generowanie
obiektu losowego o wartosciach w & = {s1,...,s,} o rozkladzie 7, tj. o
masie 7; na elemencie s; (na razie to nie jest rozklad stacjonarny poniewaz
jeszcze nie mamy macierzy przej$cia). Bardziej doktadnie, chcemy obliczy¢
> jee [(G)m;. Do tego celu skonstruujemy taicuch Markowa (Y,) z macierza

przejscia P, dla ktorego m jest rozkladem stacjonarnym. Wtedy Y, zdefi-
niowany w (1.1) bedzie szukanym estymatorem » .. f(j)m;. Przy pewnych
warunkach (regularno$¢ P) Y, w pryblizeniu ma rozktad w. Rozklad 7 na-
zywa sie rozktad celowy (ang. target distribution).
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2.1 Algorytmy Metropolisa

Niech 7r bedzie naszym celowym rozktadem na £. Wybieramy macierz przej-
Scia Q = (¢ij)ijes, ktora bedzie grata role macierzy generujgcej kandydatow

Rozklad 7 nie jest rozktadem stacjonarnym dla Q. Zdefiniujmy teraz
macierz prawdopodobienistw przejscia P generujaca taiicuch Markowa (Y},):

¢i; min(1, m; /m;), jesli @ # j
i (2.6)
L- Zk;ﬁi ¢ min(1, 7 /m;), jeslii = j.

Zostawiamy czytelnikowi sprawdzenie, ze P = (p;;) jest macierza przejscia.
Odpowiadajacy jej taiicuch Markowa jest (Y},). Nastepujace twierdzenie jest
podstawg algorytmu Metropolisa.

Fakt 2.1 [Metropolis] Zatozmy, Ze Q jest reqularng symetryczng macierzq
prawdopodobienstw przejscia oraz w jest rozktadem na &€ z Scisle dodatnimai
elementami. Wiedy P jest macierzq reqularng z stacjonarnym rozktadem .

Dowdd 7 wzoru (2.6) widzimy, ze ¢;; > 0 wtedy i tylko wtedy gdy p;; > 0.
Poniewaz Q jest regularna, wiec P tez musi by¢. Sprawdzimy teraz (1.4) z
v; = m;. Mamy

mipi; = miqi; min(1, 7;/m;) = ¢;; min(mw;, 7;) = gj; min(w;, ;) = TP

O
Na podstawie tego twierdzenia podamy teraz algorytm Metropolisa na
generowanie tancucha Markowa Yp, Y7, ... z rozkladem stacjonarnym 7, na

podstawie macierzy generujacej kandydatow Q.
1. Yy =1
2. generuj X zgodnie z rozkladem q; = (i1, - - -, Qim)-
3. podstaw a = min(1, my /7;)
4. losuj rand; jesli rand< « to podstaw Y, 1 = X,

5. w przeciwnym razie idz do 1.
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Chcemy sie pozby¢ zalozenia symetrycznosci. Zastandéwmy sie najpierw
nad ogdélnym pomystem. Jest to w pewnym sensie metoda podobna do me-
tody eliminacji z rozdziatu ITII. Mozemy przepisaé¢ (2.6) w postaci

qij Qg jesli @ # j,
pl] - . - . .
1— Zk# Qinig, Jjeslii = 7.
gdzie o;; = min(1, 7;/m;). Teraz mozemy sie spytac czy istnieja inne podsta-
wienia dla ay; takie, ze
(I) P jest macierza przejscia regularna,

(IT) 7 jest rozkladem stacjonarnym dla P,

(ITII) macierz P jest macierza lancucha odwracalnego, tj. spelniajacego
warunek DBC (1.4).

Zauwazmy, ze jesli ¢;; = m;, oy = 1 (4,5 € £), to mamy niezalezne replika-
cje (Y;) o rozktadzie 7. Uogoélnieniem metody Metropolisa niewymagajacej
symetrycznosci @ jest podane w nastepujacym fakcie

Fakt 2.2 [Metropolis-Hastings| Niech Q bedzie reqularng macierzq przejicia
takq, ze q;; > 0 wiedy i tylko wtedy gdy q;; > 0. Jesli

ay; = min (1, quﬂ') L it

Tidij

to P spetnia postulaty (I)-(1I1) powyzej.

Dowod To, ze P jest macierza stochastyczng jest oczywiste. Teraz spraw-
dzimy, ze dla v; = 7; jest spelniony warunek DBC (1.4). Mamy

Tigi; min (1, ﬂﬂ) = min (m;gij, T;qj:) = 7;q;; Min (17 zq”) :
Tidij Tjdji

O

Uwaga Ogolny schemat jest nastepujacy. Dla macierzy przejscia generujaca
kandydatow Q, szukamy tzw. prawdopdobienistw akceptacyi o;j. Problemem
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jest aby P zdefinowana przez p;; = «;;¢;; byta macierza przejécia. Dotychcza

mielismy
7T.
Q5 = min(l, ;])
(2
lub ‘ g
a;; = min(1, 7T»q~)'
iYij
Niech
;= 4
R
dla pewnej macierzy symetrycznej (s;;) i
b, = Ty
5454

Musi by¢ speliony warunek

(2.7)

(2.8)

W przypadku réwnosci mamy (pokazad; zad. 3) (2.8). Jesli ¢; sa stale, to

mamy (2.7). Innym przypadkiem jest tzw. algorytm Barkera:

oy = Tl
Tjqji + Tidij
W szczegolnym przypadku gdy ¢;; = 1/|€], to

™

Q5 = .
™+ Ty

2.2 Przyklad: Algorytm Metropolisa na grafie G.

Rozwazmy graf G z przykladu 1.9. Niech N = max;cy deg(i) oraz N (i)
jest zbiorem wszystkich sasiadéw wierzchotka ¢ € V. Zdefiniujmy na prze-
strzeni stanow V' tancuch Markowa bladzacy po “sasiednich” wierzcholkach

z macierza przejécia P:

TE j € N(i)
1_de]%[(i), ’l:]

3Zadanie

(2.9)
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gdzie M > N. Zaktadamy, ze tanicuch Markowa z taka macierza przejscia jest
nieprzywiedlny i nieokresowy. To zalozenie wynika ze struktury sasiedztwa.
Mozna tez nietrudno pokazaé, ze jest odwracalny. Stad tez juz tatwo widaé,
ze rozkltad stacjonarny tego laricucha jest jednostajny U(V).

Chcemy teraz na przestrzeni stanow V' skonstruowa¢ tancuch Markowa
(V) z rozkladem stacjonarnym m; = b;/B, gdzie b; > 0 oraz B =, b;.
W zastosowaniach czesto przestrzen standéw V' jest bardzo duza i nie ma
mozliwosci obliczy¢ B, natomiast bez trudnosci policzymy b;/b;. Jesli jed-
nak chcemy tylko generowaé¢ zmienne o wartosciach w V' z rozkltadem m, to
mozemy skorzystacé z nastepujacego lematu, na podstawie ktérego zbudujemy
algorytm.

Lemat 2.3 Rozwazmy graf G z przyktadu 1.9. Niech N = max;cy deg(1)
oraz N (i) jest zbiorem wszystkich sqsiadow wierzcholka i € V. Zdefiniujmy
na przestrzeni stanow V tancuch Markowa blgdzgcy po sqsiednich wierzchol-
kach z macierzq przejscia:

%min(l,ﬁj/m), Jj e N(®)

1 Y s Dits i=j

gdzie M > N. Jesli Q zdefiniowana przez (2.9) jest reqularna, to P tez z
rozktadem stacjonarnym .

Dowdd Pokazemy, ze DBC jest spetlnione i stad z Faktu 1.7 wynika teza. Dla
i # j, jesli my < mj, to p;; = 1 oraz pj; = m;/m; Stad mamy DBC. Podobnie
analizujemy przypadek m; > ;. 0

Zauwazmy teraz, ze M = |V| > maxey deg(i). Wykorzystamy to w
nastepujacym algorytmie.

Algorytm ITM

1. Lahcuch jest w stanie i

2. Losuj j z sasiedztwa i z V z prawdopodobienstwem 1/M

3. Akceptuj z prawdopodobienstwem min(1,pi_j/pi_i), gdzie j jest
proponowanym nowym stanem

4. jeSli zaakceptowane, to nowy stan jest j,
przeciwnym razie idz do 1.
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2.3 Zastosowanie algorytmu Metropolisa do losowania
dozwolonej konfiguracji w modelu z twarda skorupag

Rozwazmy teraz spojny graf (V, F). Chcemy pomalowaé niektore wierzchotki
grafu na czarno, pozostawiajac reszte bialtymi. W wyniku otrzymamy tzw.
konfiguracje czyli element z {c,b}". Interesuje nas model z twardg skorupg
(ang. hard core), ktory nie dopuszeza dwoch sasiednich wierzcholkow po-
malowanych na czarno. Taka konfiguracje nazywamy dozwolong. Niech zg
bedzie liczba dozwolonych konfiguracji.

Na zbiorze wszystkich konfiguracji definiujemy rozktad

% jesli & jest konfiguracja dozwolona,

m6(§) = { 0 w przeciwnym razie. (2.10)

Element losowy o takim rozktadzie przyjmuje wartosci w zbiorze A konfigura-
cji dozwolonych. Pytaniem jest jak losowaé taki element losowy. Problemem
jest, ze w przypadku skomplikowanych graféw zg jest duze i trudne do ob-
liczenia. W tym celu postuzymy sie wiec metoda MCMC. Skonstruujemy
nieredukowalny i nieokresowy tancuch Markowa (Y},), ktorego rozklad sta-
cjonarny jest mg. barncuch ten startuje z dowolnej konfiguracji dozwolonej.
Poniewaz rozktad Y,, zbiega do &, wiec bedziemy przyjmowacé, ze Y,, ma roz-
ktad 7. Jak zwykle pytaniem jest jakie duze nalezy wzia¢ n zeby mozna byto
rozsadnie przybliza¢ rozktad 7 przez rozktad Y,,.

Lancuch Y, ewoluuje na zbiorze konfiguracji dozwolonych A. Bedziemy
oznaczac przez Y,(v) kolor wierzchotka v. Niech p, . oznacza prawdopodo-
biefistwo przejscia od konfiguracji dozwolonej & do €. Algorytm zaczynamy
od wyboru dozwolonej konfiguracji Y. Przejécie z Y,, do Y, otrzymamy
nastepujaco.

1. Wylosuj “losowo” wierzchotek v € V' i rzu¢ monetg.

2. Jesli pojawi sie “orzel” oraz wylosowany zostal wierzcholek v, ktorego
wszyscy sasiedzi sa “biali”, to pomaluj go na czarno; w przeciwnym
razie w n + 1-kroku wierzchotek v jest bialy.

3. Kolory wszystkich pozostatych wierzchotkow sa niezmienione.

Niech ¢ € A bedzie konfiguracja. Dla wierzcholtka v oznaczamy przez &(v)
kolor wierzchotka v oraz przez m(§) oznaczamy liczbe czarnych wierzchotkow.
Strukture sasiedztwa na zbiorze konfiguracji dozwolonych Awprowadzamy
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m(¢'); dla pewnego
la w ~ v lub jesli

nastepujaco. Mowimy, ze £ € N(&) jesli m(€) + 1
/ _ d
&' (v) = 0. Funkcja

v mamy €(v) = 0, (v) = 1 oraz £(w) = € (w)
m(€) +1 = m(£); dla pewnego v mamy &(v) =
prawdopodobieristwa przejScia pge jest nastepujaca:

0
1

oo jeslie” € N(€)
pee = ThE esli ¢ = ¢

0 jesti [m(€) —m(&)] = 2

Fakt 2.4 Ffarncuch Markowa z macierzq prawdopodobienstwa P jest niere-
dukowalny i nieokresowy z rozktadem stacjonarnym ng zadanym w (2.10).

2.4 Rozklad Boltzmana na grafie G = (V, E).

Rozwazmy teraz graf G = (V, E) z funkcja kosztu (ang. cost function) H :
V — R, Uoco. Tutaj V jest zbiorem wierzchotkow a E zbiorem krawedz:.

Bedziemy rozwazaé¢ drogi nie zawierajaca dwoch tych samych krawedzi.
Innym opisem, ktory ma znaczenie w rozwazanej teorii jest sgsiedztwo. Dla
wierzcholka i € V', przez N (i) oznaczamy zbior tych j # i dla ktorych istnieje
krawedz taczaca ¢ z j. Mowiemy wtedy, ze j jest sasiadem i. Istotnym faktem
w tym podrozdziale jest, ze bladzimy tylko po sasiadach.

Jednym z waznych probleméw jest szukanie minimum funkcji H, ale o
tym pozniej. Przez D* oznaczamy zbiér elementéw z V' na ktorym funkcja
H osiaga globalne minimum. Interesuje nas rozktad Bolzmana na V'

—H(i)/T .
mi(T) = Sy e HOT 1e V.
Z uogolnionionego algorytmu Metropolisa-Hastingsa (patrz fakt 2.2) aby ge-
nerowac rozktad 7;(T") na V musimy potozy¢ p;;(T) = ¢;jou;(T), gdzie Niech
Q jest pewna macierza generujaca kandydata i

1 ) deg(7) N o
a;; = oy (T) dee() min ( , deg(j)e , i, ]

jest macierza prawdopodobieristwa akceptacji.

Lemat 2.5 Rozktadem stacjonarnym dla macierzy przejscia P(T) zdefinio-
wanej przez

pi(T) = qijeui;(T) (2.11)
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jest
e—H@)/T

Ty e T

Mozna pokazaé ten lemat przez wiasnos¢ DBC (pokazaé; zad?)

mi(T) (2.12)

Symulowane wyzarzanie

Symulowane wyzarzanie (od angielskiego simulated annealing) dalej w skro-
cie SA, jest metoda probabilistyczna znalezienia globalnego minimum funkcji
H (czasami zwanej funkcja kosztu) posiadajacej wiecej niz jedno lokalne mi-
nimum. Przykladowe zastosowania sa m.inn. do zagadnienie komiwojazera,
wprowadzonego w rozdziale I.

Jest to problem optymizacyjny, ktory ogélnie mozna sformutowaé naste-
pujaco. Zadaniem jest znalezienie globalnego minimum funkcji H : V —
Ry Uoo. Niech D* = {j € V : H(j) = minsey H(i)}. Pomyst na algorytm
podpowiada nastepujacy fakt.

1 : *
- 1€ D
limﬂi(T):{w' ‘ ‘ }
T—0 0 w przeciwnyim razie

Fakt 2.6

Dowod Niech i € D*. Mamy

) e—H()/T
5 — (s —H(i
Z]ED* e—HG/T 4 Zjeé’—D* e—HG)/T
B 1 . 1
djeps L+ ce p. e HOHAG/T | D[
O
Niech Yy, Y1, . .. bedzie tanchuchem Markowa z macierzg prawdopdobienstw

przejscia

pis(T) = 4y exp(— 7 (H) — H(D))).

Jesli sa spetnione warunki twierdzenie Metropolisa (fakt 2.1), to ten laicuch
ma rozklad stacjonarny 7;(7T") zadany przez (2.12).

Powyzszy fakt daje podstawy heurystyczne dla nastepujacego algorytmu
korzystajacego z mechanizmu schtadzania. Jest to zadany ciag temperatur

4Dac zadanie
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Ty > 1T, > ... — 0, i definiuje sie tym razem niejednorodny w czasie tanicuch
Markowa Zy, Zs, . .. z macierza prawdopodobienstwa n-tym kroku P(T,).
Przejscie od stanu ¢ do stanu j podane jest ponizej.

Algorytm SA

1. Z_n jest w stanie i

2. Losuj j z sasiedztwa i z V z prawdopodobienstwem q_{ij}

3. jesli H(j)\le H(i), to Z_{n+1}=j

4. jesli H(j)>H(i), to Z_{nt+1}= j z prawdopodobienstwem
exp(-(J(j)-J(1))/T_n), oraz Z_{n+1}=i w przeciwnym razie.

Matematyczne podstawy do konstrukcji algorytmu podaje twierdzenie
Hajka (1988) 5. Mozna postawi¢ nastepujace pytania.

o Czy Z, “zbiega” do D*,
e jak szybko.

Zdefiniujmy co rozumiemy przez “zbiega”. Mowimy, ze algorytm SA z schta-
dzaniem T,, jest zbiezny do D*, jesli

lim P(Z, € D*) = 1.

n—oo
Doktadniej okazuje sie, ze zbiezno$¢ (Z,) jest tylko wedtug prawdopodo-
biefistwa do rozktadu jednostajnego D*. Aby wyslowié¢ twierdzenie Hajka
potrzebujemy pojecia “stan ¢ komunikuje sie z D* na wysokosci h. Przez
droge (ang. path) z ¢ do D* rozumiemy sciezke z i do jakiego$ stanu z D*.
Natomiast, ze jest na wysokosci h oznacza, ze najwyzsze przewyzszenie we-
dtug H wzdtuz $ciezek jest h. Przez d* rozumiemy najmniejsza wartos¢ taka,
ze kazdy stan ¢ € V' komunikuje sie z D* na wysokosci h*.

Twierdzenie 2.7 Algorytm SA z schtadzaniem (T,) jest zbieiny wiedy i
tylko wtedy gdy T, — 0 1@

Z exp(—d*/T,) = oc.

"Hajek, B. 1988, Cooling schedules for simulated annealing, Math. Oper. Res. 13,
311-329
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A wiec mamy zbieznos$¢ wtedy i tylko wtedy gdy

Z exp(—d/T,) = oo

dla pewnego d > d*. Najpopularniejszym wyborem schtadzania jest T,, =
d/logn. W pracy Geman & Geman pokazano wczesniej, ze d > A =
|V |(max;ey (H (i) — min H(7)).

Szczegdlng metoda schladzania metoda jest z kawaltkami stata tempera-
turg. Mianowicie k-ta zmiana jest w chwili ny, gdzie n; = e? oraz ny, =
ny + e oraz w przedziale ny < n < ngy; temperatura wynosi 1/k. Zo-
stawiamy czytelnikowi do pokazania, ze warunek z twierdzenia Hajka jest

spetniony.®

2.5 Zastosowanie algorytmu SA do problemu komiwo-
jazera
W przyktadzie [?7ex.zagadnienie??] wprowadzilismy tzw. zagadnienie ko-

miwojazera. Zacznijmy od przyktadu. Odleglosci miedzy miastami sa dane
w tablicy 2.1 Nalezy znalezé najkrotsza trase z wychodzaca z Kutna, prze-

Kutno | W-wa | Poznan | Krakow
Kutno 0 130 180 300
W-wa 130 0 320 350
Poznan 180 320 0 360
Krakow | 300 350 360 0

Tablica 2.1: Odleglosci miedzy miastami w km.

chodzaca jednokrotnie przez wszystkie pozostate miasta i koriczacag w Kutnie.

Ogolnie problem sformultujemy nastepujaco. Dane jest n miast 1,...,n
oraz miasto wyjsciowe oznaczone numerem 0. Droga jest £ = (0, e,0), gdzie
e jest permutacja 1,...,n. Zbior wszystkich drog £ bedzie zbiorem wierz-
chotkow V. Teraz wprowadzamy strukture sasiedztwa. Niech

E=(0,e1,...,€i...,€5,...,6,,0) €V

6y, = ed(e® —1)/(e? — 1) ~ Consted®, skad k ~ logn/d.
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. Niech i < j, i przepisujemy £ zaznaczajac blok (i, )

E=(0,e1,...,€-1,€...,€j,€j41...,€n,0).
—_———

Wtedy ¢ jest sasiadem ¢ (tj. & € N(€)) jesli

/

€ =(0,€1,...,€i-1,€5,€j_1,...,€;,€j1+1,€j12,...,€pn,0).
A ———

A wiec kazdy € ma n(n—1)/2 sasiadow. Macierz przejscia @ jest zdefiniowana
przez bladzenie przypadkowe po sasiadach jak w przyktadzie 1.9. A wiec
oty min(eO-HENT 1) ¢ e N(€)
Peg (Tn) =
0, W Pprzeciwnym razie.

Rozwazmy teraz P(n) = P(T,,) dla pewnego schematu schladzania spel-
niajacego warunki twierdzenia Hajka. Niech Zj, 71, ... bedzie stanem taricu-
cha po n krokach. Wiemy, ze (Z,,) jest zbiezny do zbioru stanéw D*. Mozna
pokaza¢, ze dla schematu T,, = d/logn (d > d*)

mz%/X]P(Zn # D*|Zy =1i) > AJte,

1€
gdzie stale A, a sa dodatnie zalezne od funkcji H i systemu sasiedztwa. A
wiec jesli chcemy, zeby z prawdopodobienistwem mniejszym od e mieliby$my
Z, ¢ D* musimy mie¢ n > (A/e)'/?7

2.6 Troche teorii niejednorodnych lanicuchéw Markowa

Stany Zy, Z1, ... w metodzie SA tworza niejednorodny tancuch Markowa za-
dany przez kolekcje macierzy przejscia P(n) = P(T,) (n=1,2,...).

Ogolnie definiujemy niejednorodny taicuch Markowa (X,,)n—01,. pPrzyj-
mujacy wartoéci w przestzeni stanow & zadany przez kolekcje macierzy przej-
scia P(n) = P(T,) (n=1,2,...) i rozktad poczatkowy p jesli

P(Xo =0, ..., Xk = k) = figPigir (1) -+ - Piy_,. (k)
dla dowolnych g, ...,7, € £. A wiec

pij(k> = IP<Zlc+1 = j‘Xk = @)

"Uwaga w pracy Bertsimasa i Tsitsiklisa.
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Oznaczmy przez P(k,l) = P(k)P(k+1)--- P(l) dla k < [. Oczywiscie
P(X, = j[ Xy = i) = (P(k,1))i;-

Bedziemy potrzebowali do nastepnej definicji pojecia odlegtosci wedlug
wahania pomiedzy dwoma rozkladami p, v na &:

dtv IJ’7 Z ‘:u
ZES

& Wprowadza sie pojecie mocnej ergodycznosci, jesli istnieje rozklad 7 na &
taki, ze dla kazdego k >0

lim sup di, (P (k, 1), ) = 0.
=00 7

Wracajac do sekcji o SA okazuje sie, ze jesli mamy schtadzani T,, = A/logn
(w oznaczeniach sekcji 2.4), to Z, — 7 (jest to zbieznos¢ wg wahania,
ale poniewaz przestrzen standéw jest skonczona, jest to zwykta zbieznosc wg
rozkladu), gdzie 7 jest rozkladem jednostajnym na D*. °

2.7 Rozklady Gibbsa

Rozpatrzmy skoriczony graf (V, E'). Na V definiujemy konfiguracje jako funk-
cje A : V. — D, gdzie D jest skonczonym zbiorem. Wszystke dozwolone
konfiguracje oznaczymy przez A. Na przyktad D = {c,b} okresla kolory
wierzchotkéw odpowiednio biaty i czarny. Teraz definiujemy funkcje H od
konfiguracji A (nazywana energia tej konfiguracji). Na przyktad

=> UQ\)

veV

Z va +ZU

UEN (v) veV

lub

gdzie U, W sa nieujemnymi funkcjami. Rozktad Gibbsa na zbiorze konfigu-
racji A jest zdefiniowany prze funkcje prawdopdobienistwa

p(A) = Z(T)e /T,

8Zadanie: Pokazaé, ze di(p,v) = supgc¢ |0(E) — v(E)|.
9Bremaud|8]: str. 314
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gdzie Z(T) jest tak zwang funkcjg partycji

Z(T) = p(\).

AEA

W zastosowaniach problemem jest trudno$é¢ obliczenia Z(7T'). Ale nawet nie-
znajac Z(T) mozemy generowa¢ (w przyblizeniu) element losowy na A o szu-
kanym rozktadzie Gibbsa przy uzyciu algorytmu Metropolisa w nastepujacej
formie.

3 Uwagi bibliograficzne

O metodzie MCMC mozna przeczytac w ksiazce Asmussena i Glynna [4],
Bremaud (8], Higgstrom [17]. Metoda simulated anneling jest oméwiona w
pracy Bersimas i Tsitsiklis [6].
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4 Zadania

10

Zadania teoretyczne

4.1 Napisa¢ algorytm na generowanie btadzenia przypadkowego na hi-
perkostce {0,1}™.

4.2 Niech B = Y 7 i72. Ta wielko§¢ jest znana (B = 72/6) ale to
jest nam niepotrzebne. Zaprojektowa¢ przy uzyciu metody Metropo-
lisa symulacje rozkltadu m; = 1/Bi% i = 1,2,.... Wsk. Sasiedzi dla
dowolnego ¢ > 1 to ¢ — 1,7 + 1 oraz dla ¢« = 1 sasiadem jest tylko 2.

101.2.2015
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Rozdzial 1X

Symulacja procesOw matematyki
finansowe]

W tym rozdziale pokazemy wybrane przyklady zastosowan symulacji w ma-
tematyce finansowej. Klasyczna matematyka finansowa opiera sie na ruchu
Browna (RB) z ktorego tatwo otrzymaé geometryczny ruch Browna (GRB).
Bardziej skomplikowane procesy sa opisywane przez stochastyczne réwna-
nia rézniczkowe (SDE). Niesposob tu formalnie wylozy¢ dosé zaawansowana
wspoltczesnie analize stochastyczna, ale postaramy sie w sposob przystepny
opisa¢ symulowane procesy (tutaj i w dodatku XI.2).

Zauwazmy na poczatku, ze chociaz realizacje badanych tutaj procesow
sg ciagle, to czego$ takiego nie mozna wylosowaé¢ na konmputerze. Jedynie
co mozemy zrobié, to zamiast wylosowania realizacji X (¢),0 <t < T, losu-
jemy realizacje (X (0), X (¢1), ..., X(t,)) w momentach 0 = to,t1,...,t, <T.
Bedziemy przyjmowali, ze t; < ... < t,. Rozwazana procesy sa procesami
dyfuzyjnymi, a wiec z ciaglymi realizacjami procesy Markowa. Dla nas to
oznacza, ze rozkltad X (t;) pod warunkiem X(¢;_1),..., X, zalezy jedynie od
X(tj-1) (j=1,...,n). A wiec bedziemy losowali rekurencyjnie, wiedzac, ze

X(tj-1) =y

losujemy X(¢;). Do tego nam jest potrzebna znajomos$¢ funckji przejscia
pe(z, dy) 1 algorytm jak generowaé zmienna losowa o rozktadzie py(x, dy) dla
dowolnych ustalonych ¢ i z. Niestety znajomosc funkcji p;(z, dy) jest wy-
jatkowa, nie moéwigce juz o algorytmie generowania tego rozktadu. Dlatego
bedziemy tez omawia¢ metody numeryczne dla stochastycznych réwnan roz-
niczkowych, w szczegolnosci tzw. metode Fulera. Jednakze w odréznieniu do

209
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rozwazan poprzednich w wyniku zastosowania metod numerycznych otrzy-
mamy realizacje aproksymacji procesu, a wiec X (t1), ..., X (t,). Jeli chcemy
mie¢ proces stochastyczny z ciaglymi realizacjami, mozemy polaczy¢ punkty
X(0),X(t1),...,X(t,) w sposob ciagly, na przykltad prostymi, i taka losowa
lamana deZle przyblizala proces X (¢),0 < t < T. Zwr6¢my uwage, ze
mamy do czynienia z dwoma btedami; btad spowodowany metoda Eulera
oraz btad dyskretyzacji. Zacznikimy od przyktadu.

Przyktad 0.1 Niech {S(t),0 <t < T} bedzie ewolucja ceny akcji. Przez
opcje azjatycka nazywamy mozliwosc zakupu akcji za cene K jesli cena w
chwili T spelia warunek S(7) > K, w przeciwnym razie rezygnacje z
zakupu. Jest to tzw. opcja europejska call . Inna opcja jest tzw. azja-
tycka, gdzie zamiast wartoéci S(T) bierzemy po owage usredniong cene €7
S(s)ds/T. W takimi razie korzy$¢ kupujacego jest odpowiednio

(S(T) - K),) lub (fo - K).
+

Jesli wiec r jest bezryzykownym natezeniem stopy procentowej, to cena takich
opcji bytaby

e TES(T)-K)y) ub ™R (&-K) :

Przypus$émy, ze znamy proces S(t), ktory opisuje ewolucje ceny akcji. Ma-
tematycznie jest to zazwyczaj opisane przez stochasyczne rownanie réznicz-
kowe.Poniewaz nie mamy mozliwosci symulacji realizacji {S(¢),0 < ¢ < T}
wiec symulujemy S(0), S(T/N),...,S(T). Dla opcji azjatyckiej bedziemy
obliczali jej cene za pomoca

N (Zjl SUT/N) K) '

T

A wigc estymator zdefiniowany przez Y nie bedzie nieobciazony, mimo, ze

czasami rozktad S(0), S(T/N), ..., S(T) pokrywa sie z rozktadem S(0), (T/N), .

(o takich przypadkach deZlemy dalej mowili).

Jednakze nie zawsze jesteSmy w stanie symulowaé¢ rozktad dokladny, ze
wzgledu na to, ze nie znamy tego rozkladu ani procedury jego generowa-
nia. W przypadku gdy proces S(t) jest zadany przez stochastyczne rownanie

,S(T)
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rozniczkowe, to istnieje procedura numeryczna, generowania aproksymacji
5(0),S(T/N),...,5(T), ktory to wektor ma jedynie rozktad przyblizony do
S(0),S(T/N),...,S(T). Bedzie to metoda Eulera, Milsteina, omawiane w
dalszej czesci tego rozdziatu. S Mozemy interpolowaé S(0), S(T/N), ..., S(T)
do procesu {S(t),0 < t < T} w sposob ciagly i nastepnie badac¢ jak szybko
dazy do zera blad postaci

E / 5(t) — S(t)p

lub .
IE sup |S(t) — S(t)].

0<t<T

Innym btedem zbadanym teoretycznie jest

es(N) =E|S(1) - S(1)-

1 Ruch Browna

Ze wzgledu na to, ze ruch Browna ma przyrosty niezalezne (patrz dodatek
XI.2.1) realizacje B(t) (0 < t < T) mozemy symulowa¢ w punktach ¢, =
0,t1 = A2A, ... t, =T, gdzie A = T'/n. Jednakze dla algorytmu ktory
podamy nie jest istotne, ze A = t; —t;_1. Mozemy wysymulowa¢ w punktach
0<ty <...<t,1<t,=T. Korzystajac z tego, ze

B(t;) — B(ti—1) =a \/ti — ti-1Z;,

gdzie 7y, ..., Z, sa iid standardowe normalne. Bardziej ogélny model to ruch
Browna z dryfem BM(u, o), gdzie dryf u € R i wspdtezynnikem dyfuzji o > 0.
Taki proces definiujemy przez

X(t) = oB(t) + ut (1.1)

gdzie B(t) jest standardowym ruchem Browna. W jezyku stochastycznych
rownan rozniczkowych proces X zdefiniowany w (1.1) mozemy zapisa¢

dX(t) = pdt + o dB(1). (1.2)

Proces X (t) ma dalej niezalezne przyrosty (pokaza¢ samemu!) a wiec w
punktach 0 < t; < ... < 1,1 < t, = T wartosci tego procesu mozna
otrzyma¢ rekurencyjnie, zadajac X (0) = z oraz

X(tig1) = X(ts) + p(ts —tic1) +o/ti — tii1Zig
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dlat=1,...,n,1 Zy,...,7Z, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-
kowym rozktadzie N(0,1). Wynika to z tego, ze X (t;11) — X (t;) = p(tiv1 —
t;) +o(W(tin — W(t;))) ma rozklad normalny N(u(ti 1 —t;), 0 (tin — b))
Zostawiamy czytelnikowi zaproponowanie algorytmu symulacji procesu
zadanego
dX(t) = a(t)dt + o(t) dW (t)

z warunkiem poczatkowym X (0) = z, gdzie o(t) > 0.

1.1 Konstrukcja ruchu Browna via most Browna

Przedstawimy teraz inng konstrukcje ruchu Browna, korzystajac z mostu
Browna. Rozpatrzmy (B(s), B(t), B(u)), gdzie 0 < u < s < t.

Rozklad B(s) pod warunkiem B(u) = z i B(t) = y jest normalny z
Srednia
(t—s)z+(s—u)y

(t —u)
oraz wariancja
(s —u)(t—s)
(t—u)

W szczegolnosci B(t + h) pod warunkiem B(t) = x i B(t + 2h) = y ma
$rednia (z + y)/2 i wariancje h/2.
Bedziemy zaktadaé, ze T'= 1. Naszym celem jest wygenerowanie

b, bE L bE,
majacy taczny rozktad taki jak
(B(0),...,B((2" —1)/2"), B(1)).
Algorytm:
1. Generuj b9, 0°, gdzie b3 = 0 oraz by ~ N(0,1).

2. Majac wygenerowane bﬁ?—l,(j = 1,...,2% "), zauwazamy, ze b§;, =
b?‘l,(j = 1,...,2F1) natomiast dla j = 2j + 1, generujemy bf ~
N(y,27%71), gdzie y = %(b?‘l + b;‘:ll)
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Reprezentacje standardowego ruchu Browna. Niech Zy, Z; ;;1 =1,2,...,j =
1,...,271iid ~ N(0,1). Definiujemy b*(¢) jako

2l1

ZO+Z2 l+1/2ZA“ VZii,  te0,1].

Zauwazmy, ze
(b7(0), b5 (1/27), ..., b%(1))

ma taki sam rozktad, jak

(B(0),...,B((2" = 1)/2%), B(1)).

Mozna pokaza¢, ze dla k — oo mamy zbieznos¢ prawie wszedzie do pro-

cesu
2l 1

ZO+ZQ l+1/QZA“ t)Zy,  tel0,1].

Ten proces ma ciggte trajektorie i spetnia warunki ruchu Browna.

2 Geometryczny ruch Browna
Przypusmy, ze
X(t) = X(0) exp(cB(t) + nt)

gdzie B(t) jest standardowym ruchem Browna. Stosujac wzor Ito do X (t) =
f(B(t),t), gdzie f(x,t) = £exp(ox + nt) mamy

dX(t) =
_0 B(t),t)dt 0 B(t),t)dB(t
= D (B, ) dt + <= F(B(0), 1) dB(D) +
= n€exp(oB(t) +nt) + o exp(oB(t) +
= (n+0%/2)X(t)dt + o X(t) dB(t).

1 02
§a—f(B(t)a t)
nt) + o?exp(aB(t) + nt)

Podstawiajac p = n + 0/2 widzimy, ze stochastyczne réwnanie rézniczkowe

dX (t) = pX (1) dt + o X (t) dB(t)
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z warunkiem poczatkowym X (0) = £ ma rozwiazanie

X(t) = Eexp((n— 0?/2)t + 0 B(1)).

Ten proces nazywamy geometrycznym ruchem Browna X (t) i oznaczamy go
przez GBM(u, o). Zauwazmy, ze dla u < t

% =exp((p — 0?/2)(t — u) + o(B(t) — B(u)))

skad widzimy, ze wzory w roztacznych odcinkach

X(t) = X(to) X(ba) — X(61)  X(tn) — X(tn 1)
X(to) X(t) 7 X(tn-1)

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. Poniewaz przyrosty B(t) sa niezalezne
i normalnie roztozone, oraz B(t) — B(u) =q V't — uZ, gdzie Z ~N(0,1), wiec
wartosci X w punktach 0 =ty < t; < ... <, speliaja rekurencje

1
X(tig1) = X(t;) exp((u — 502)(%1 —t;) + o/tig1 — tiZi1)

z 2y, ..., 2, niezalezne o jednakowym rozkladzie N(0,1).

2.1 Model Vasicka

Rozwazmy teraz proces zadany stochastycznym réwnaniem rézniczkowym
dX(t) = a(b— X(t))dt + cdB(t)
gdzie a,b,0 > 0. To rownanie ma rozwigzanie

Xt)=X0)e “+b(l—e)+o /t e =9 dB(s).

0 czym mozna sie przekona¢ rézniczkujac (wg wzoru Ito) to rozwiazanie.
Mozna tez pokazac, ze jesli 0 < u < t to

t
X(t) =X (e " 4 b1 —e ) 10 / et dB(s).  (2.3)
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1A zatem rozktad X (t) pod warunkiem ,ze X (u) = &, jest normalny N(u(u, t), 0%(u,t)),
gdzie
plu,t) =e 4+ b(1 —e )

o2
o?(u,t) = 7(1 — g 2altmw)y,

Aby to uzasadnié¢ trzeba wiedzieé¢, ze fOT k(x) dB(zr) ma rozktad normalny ze

$rednig 0 i wariancjg fOT k*(z) dx. Liczymy teraz wariancje

¢
Var/ e =9 dB(s) =

t
/ 6—2a(t—s) ds
0

i (1 . 672a(t7u)) .

:20z

Powyzsze rozwazania uzasadniaja nastepujacy algorytm dajacy doktadny
rozktad procesu X w punktach 0=ty <t; <...<t,=1T:

X(tip1) = 67(1(7&”17&))((%) + p(ts, tiva) + o(ti, tiv1) Zisa,

gdzie Zy,...,7Z, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rzo-
kladzie N(0,1). Po podstawieniu funkeji pu(t;, ;1) 1 0(;,ti11) 1 dokonaniu
obliczen otrzymujemy

X(tis1)

1
_ efa(ti+17ti)X(ti) 4 b(1 _ efa(twl*ti)) + 0-\/2— (1 — €_Oé(ti+1—ti))Zi@-4)
(0%

+

X(ﬁ) — X(u)e—a(t—u) + b(l _ e—a(t—u)) i 0’// om0 dB(t)

u

= (X(O)e—au —I—b(l _ e—au) —|—O’/ e—a(u—s) dB(S))e—a(t—u)
0

t
Fb(1 — o=t 4 4 / =5 dB(1)
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Poniewaz naszym celem jest symulacja realizacji procesu X a wiec gdy max;(¢;41—
t;) jest male, wiec mozemy skorzysta¢ z aproksymacji
eia(tprliti) ~1-— a(ti+1 — t,L)
Po dokonaniu uproszczen otrzymamy
X(tis1)

Jak zobaczymy dalej powyzszy wzor bedzie szczegdlnym przypadkiem sche-
matu Eulera.

2.2 Schemat Eulera
Formalnie mozemy zapisa¢ ogélne rownanie stochastyczne jako
dX(t) = a(X(t))dt + b(X(t)) dB(t).

Pozostawiamy na boku wazne pytania o istnienie rozwigzan i jednoznacznos¢.
Bedziemy milczaco zaklada¢ pozytywna odpowiedz na te pytania. Wtedy
aproksymacje X (t;) wartosci X (t;) otrzymamy przez X(0) = X(0) i dla
O=to<ti <...<t,=T

X(tipr) = X(t) + a(X (t:)) (g1 — ;) + (X () /b1 — tiZiga,
gdzie Z, ..., Z, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rzokla-

dzie N(0,1).

Przyktad 2.1 [Proces Coxa Ingersolla Rossa (CIR)| Proces w modelu Va-
sicka posiada podstawowa wade, ze przyjmuje warto$ci ujemne. Tej wady
nie posiada proces pierwiastkowej dyfuzji opisanej stochastycznym roéwna-
niem ré6zniczkowym

dX9t) = a(b— X (£)) dt + o/X () dB(t).

Dowodzi sie, ze jesli X(0) > 0, to X (t) > 0 dla wszystkich ¢ > 0 oraz jesli
ponadto 2ab > ¢ to X (t) > 0 dla wszystkich ¢ > 0. Zastosowanie schematu
Eulera prowadzi to rekursji:

X(tipr) = X(t;) + alb — X(t) (tinr — i) + 0/ (X (83)) s/ tiv1 — tiZisa,

gdzie Zy, ..., Z, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie N(0,1), i (a)4+ = max(0ma).
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3 Uwagi bibliograficzne

Podstawowym Zrodtem informacji o symulacji proceséw stochastycznych teo-
rii matematyki finansowej jest ksiazka Glassermana [16|. Inng podstawowa
monografia omawiajaca symulacje proceséw stochastycznych jest [4].
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Zadania teoretyczne

3.1 Dla standardowego ruchu Browna {IW(¢),0 < t < 1} definiujemy
proces )
{Wh(t),0<t <1}

ktory jest zgodny z procesem W w punktach W (h), W (2h),..., W (1)
gdzie h = 1/N i interpolowany liniowo do realizacji ciagtych. Pokazac,
ze

]E/O TR () — W (1)) = ¢/NY2,

gdzie ¢ = \/7/32.

3.2 Niech X(t) =« + intha(t)dt + [, b(t)dW(t),  0<t<T. Poka-
zac, ze jesli 0 < t; < ty < ... < t, mozna symulowa¢ rekurencyjnie,
zadajac X (0) = x oraz

tir1 tit1
X(tiy1) = X () + / a(s)ds(t; —t;—1) + / b%(s) dsZiq
¢ ¢

i i

dla:=1,...,n,1 Zy,...,Z, s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie N(0,1).
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Projekt

3.3 Wedlug Asmussen&Glynn (2007). Zaprojektowaé obliczenie p me-
toda Monte Carlo, gdzie p jest intensywnoscig sptaty kredytu w naste-
pujacym modelu.

Udzielono kredytu w wysokos$ci k£ na okres 1" lat, ktory bedzie sptacany
ze stala intensywnoscia p. Krotkoterminowa stopa kredytowa jest r(t),
0 <t <T. Jesli s(t) oznacza kwote splacona do chwili ¢; s(0) = 0
raz q(t) oznacza ilo$¢ pieniedzy gdyby byly trzymane na rachunku, to
ignorujac pozostale koszty (administracja, podatki, zysk, itd) wielkosé
p wyznaczamy z rownosci IE s(T) = E ¢(T).

a) Uzasadni¢, ze

ds(t) = (p+s(t)r(t))dt
dq(t) = q(t)r(t)

b) Jesli przez s,(t) oznaczymy proces s obliczony przy intensywnosci
splaty p oraz qi(t) oznaczymy proces obliczony przy wartosci poczat-
kowej ¢(0) = k, to pokazac, ze

n ]E81<T) .

¢) Przyjac, ze r(t) jest procesem CIR. W pierwszym wariancie zalozy¢,
ze jest on stacjonarny, ze $rednia réwng dhugoterminowej stopie pro-
centowej c. Do obliczen przyjaé¢, ze dtugotermionowa stopa procentowa
c="T%, T =5, oraz dobraé¢ «, 02 tak aby realizacje przypominaly te z
wykresu ...

d) Porownac z sytuacja, gdy r(t) = c.
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Rozdzial X

Sumulacja zdarzen rzadkich

1 Efektywne metody symulacji rzadkich zda-
rzen

Niech bedzie dana przestrzen probabilistyczna (€2, F, IP).
Rozwazmy rodzine zdarzen (A(x)) poindeksowana albo przez z € (0, 00)
lub z € {1,2,...} i niech
I(z) = P(A(z)).

Mowmy, ze (A(x)) jest rodzing zdarzen rzadkich jesli

lim I(z) =0.

T—00
Zauwazmy, ze dla bardzo matych I(z) trzeba raczej kontrolowa¢ blad wzgledny
niz bezwgledny. Przez Y (x) oznaczamy zmienna losowa taka, ze I(x) =
EY(x). Wtedy

. 1
Y;L = ﬁ ZY}(JI),
j=1

gdzie Yi(z),...,Y,(z) sa niezaleznymi kopiami Y (), jest estymatorem nie-
obcigzonym I(x). A wiec na poziomie istotnosci « (jak zwykle przyjmujemy
a = 0.05)

o(z)

< I(z) < Y (z) + 1.96W)

I(x) = Ya(x) _ 196 J(x)) |

1—a~P(Y,(z) - 1.96&2
B _1960(x)
- ( Vi 1(2)

<

@) = vul@)

221
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gdzie 0%(z) = VarY(z). Stad widzimy, ze aby kontrolowa¢ blad wzgledny
musimy rozwazaé¢ wielkos¢ o?(x)/I%(z), gdzy * — oo. Mianowicie jesli na
przyktad chcemy kontrolowaé¢ blad wzgledny na poziomie b,, to wtedy z
roéwnosci

, _ L960(D)
Toyn o
kad
S 1.962 02(1)
R

Potrzebe bardziej wysublimowanej teorii przy symulacji zdarzen rzadkich
pokazuje nastepujacy przyktad.

Przyktad 1.1 Niech A(z) € Fil(z) =
rzamy niezaleznie zdarzenia A;(z),..., A,(

dla I(x) postaci
. 1 &
Y, = n Z 14 -
j=1

Wtedy Var (14,))/1%(x) = I(z)(1-1(z))/I*(z) ~ I(x)~". Jesli wiec chcemy
mie¢ blad wzgledny nie wigkszy niz b,, to musi by¢ spelniona roéwnosé

IP(A(z)) jest bardzo mate. Powta-
x). Rozwazmy estymator CMC

1.96
“—I(z)' =b,
7 )
czyli
1.962 _
n=— I(x)™".

A wiec dla bardzo matych I(x) duza liczba replikacji jest wymagana. Pro-
blemem jest jak szybko zbiega I(x) do zera.

Stad mamy nastepujaca naturalng definicje dla klasy estymatoréw zdefinio-
wanyhch przez Y (x).

Definicja 1.2 Mowimy, ze estymator Yn(x) ma ograniczony blad wzgledny
jesli
Var (Y (z))
limsup ————— < o0.
el I2(x)
Bardzo czesto estymatory z ograniczonym bledem wzglednym trudno znalezé,
lub trudno ta wlasnos$¢ udowodni¢. Dlatego wprowadza si¢ troche stabsze

wymaganie, ktore jednakze czesto charakteryzuje zupelnie dobre estymatory.
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Definicja 1.3 Mowimy, ze estymator Y logarytmicznie efektywny jesli

i inf log Var (Y (x)) >
oo 2logI(x))

Nastepny fakt pokazuje rownowazne wyslowienie tej wlasnosci, z ktorej na-
tychmiast bedzie wida¢, ze wlasnosé logarytmicznej efektywnosci jest stabsza
od wlasnosci ograniczonego btedu.

Fakt 1.4 Wtasno$é logarytmiczne) efektywnosci jest rownowazna temu, ze

dla 0 < € < 2 mamy
Var (Y
liin_)solip&;g(f(ij;)) < 00. (1.1)

Do dowodu przyda sie lemat.
Lemat 1.5 Niech a(x) — —oo. Mamy limsup a(z)b(z) < oo wtedy i tlko
wtedy gdy liminf b(x) > 0.

Dowdd Mamy (1.1) wtedy i tylko wtedy gdy

lim sup log (w) < 0.

mst 1)

To znaczy
, log Var (Y (x)) €
1 logl(z)(———F+——-(1—= .
im sup log I (z)( TosI(x (1-35)) <o

(
Teraz nalezy skorzystac z lematu 1.5 a a(z
(1-3)

)
) =logI(x)ib(x) =log Var (Y (z))/(2logI(x))—

2 Dwa przyklady efektywnych metod symula-
cji rzadkich zdarzen

Niech &,&,, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
ktadzie 7 gestoscia f(x) i oznaczmy S, = & +...+&,. Celem naszym bedzie
obliczenie I(x) = IP(S,, > (u+ €)n), gdzie p = E& lub I(z) = P(S, > z).
Okaze sie, ze efektywne algorytmy zaleza od ciezkosci ogona rozktadu &. W
przypadku lekko ogonowym przydatna bedzie technika zamiany miary, ktora
troche doktadniej oméwimy ponizej.
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2.1 Technika wykladniczej zamiany miary

Zacznijmy od pojedynczej kratowej zmiennej losowej & okreslonej na prze-
strzeni probabilistycznej (£2, F, IP) z funkcja prawdopodobieristwa {py }. Niech
m(f) = >, e py bedzie funkcja tworzaca momenty. Bedziemy zakladac,
ze m(0) jest skonczona w pewnym przedziale otwartym (61,0) takim, ze
0y < 0 < ;. Dla tych wartosci 6 € (6, 6,) definiujemy nowa funkcje praw-
dopodobieristwa przez

0k
9 € "Dk

(o)
Mozna zawsze tak dobra¢ (€2, F, IP) i zmienna losowa & tak, ze IP(§ = k) = py

. .. .. - .50
i dla pewnej innej miary probabilistycznej IP

~ 6
P (¢ = k) = pf.

Teraz rozpatrzmy cigg niezaleznych zmiennych losowych &;,... &, na
(Q, F,IP) o jednakowym rozkladzie takim jak . Natomiast z nowa miara
probabilistyczna IE’O definiujemy nastepujaco:

oy
P (& =Fki,...,6 =kn)
OO+ +kn)
= —— P& =k,....6 =k,
= Py Py
czyli przy nowej mierze &1, ...,&, sa dalej niezalezne. Oznaczajac przez
k(0) = logm() i podstawiajac S, = & +. ..+ &, mamy podstawowy zwigzek

P(§ =k, ..., 60 = k) =
_ 6—0371,4-77,14(0)]159(51 — k + 17 o ’gn — kn) (22)

Niech teraz

A:{<€17a€n) EB}a

. R . . ~ 0
gdzie B C Z" i [E  oznacza warto$¢ oczekiwana zdefiniowang przez IP .
Wtedy mamy nastepujacy lemat, ktory jest prawdziwy niezaleznie od typu
rozktadu.

Lemat 2.1
P(A) = " (O)F [e 0@+t 4] = B [ens®)-05. 4] (2.3)
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Dowdd Udowodnimy lemat gdy &; ma rozktad kratowy. Korzystajac z (2.2)
mamy

P(A) = m0) D IR G — k6 = k)
(k1,....,kn)€B
— (O [e 0 EH ), ], (2.4)
O

Lemat 2.2 Dia zmiennej losowej & okreslonej na przestrzeni probabilistycz-
. ~ 0 .
nej (2, F,IP") funkcja tworzgcea momenty
Ee = m(s +6).
Stad
~ 0 dm(6 + s) ,
& O oo " (0)

2.2 1P(S, > (u+ €)n) - przypadek lekko-ogonowy

Bedziemy obliczaé
I(m) = P(Sm > m(u+ €)),

gdzie IE& = pie > 0. Podstawiajac A = A(m) = {S,, > m(u+¢€)} w (2.4)
mamy, ze
Y (m) = e 0Sntms)y

przy mierze P’ definiuje nieobcigzony estymator Y, (m). Niech 6, spelnia
E%¢ = K (6y) = p+e.

Poniewaz k jest funkcja wypukta (whasnosé funkeji tworzacych momenty)
wiec rozwigzanie 6y musi by¢ $cisle dodatnie. Nietrywialnym rezultatem jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.3 FEstymator zdefiniowany przez
Y<m> — 6—95777+ml~€(0)1A(m)
. ~0o . . .
przy nowe mierze P jest logarytmicznie efektywny.

Zauwazmy ponadto, ze optymalny estymator jest typu istotno$ciowego i
mozna pokazaé, ze w tej klasie jest on jedyny.
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2.3 1P(S, > x) - przypadek ciezko-ogonowy

Jak zwykle przez F(x) = 1 — F(x) oznacza ogon dystrybuanty &;. Be-
dziemy rozpatrywaé¢ dwa przypadki: Pareto z F(z) = 1/(1+ ) lub Weibull
F(z) = e z parametrem r < 1. Teoria idzie bez zmian jesli zamiast Pa-
reto bedziemy mieli rozklad Pareto-podobny; patrz definicja w [?]. Niech
A(x) = {S, > z}. Tym razem n jest ustalone, natomiast parametrem jest
x — 00. Niech

I(x) =1P(S, > z).

W dalszej czesci przez {1y < {p) < ... < {n) oznaczamy statystyke pozy-
cyjnai S, =& +. .. &, S(n) = f(lA)‘—{—. . .f(n) oraz M, = g(n) = max(fl, e ,fn)
Zdefiniujmy cztery estymatory V! (i =1,...,4) oparte na

Yi@) = 1law

Yiz) = F(z— Sn.1)

F((z = Stu-1)) V &n-1))
F(&n-1))

Yix) = nF(M,_1V (z—S,1)).

Estymatory oparte na Y;(z) (i = 1, ...,4) sa nieobciazonymi estymatorami
poniewaz

F(.T — Snfl) = ]P(Sn > $|Sn,1)

F((z = Spm-1) Vén-) P(S, > zl¢u), - - - §m-1)

F(f(n—l))
nE(Mu-1yV (r = Sp1)) = nlP(S, >z, M, =&,[61,. .., &)

Twierdzenie 2.4 W przypadku gdy rozktad & jest Pareto, to estymator
}A/,f’(:r) jest logarytmicznie efektywnym a estymator }A/Tff(x) ma ograniczony
blad wzgledny, natomiast gdy & jest Weibullowski z r < log(3/2)/log2 to
estymator Yf(x) estymator jest logarytmicznie efektywny.

2.4 Uwagi bibliograficzne

Kolekcja prac: Rare Event Simulation using Monte Carlo Methods. Gerardo
Rubino i Bruno Tuffin, Editors. Wiley, 2009.
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S.Juneja and P.Shahabuddin. Rare event simulation techniques: An in-
troduction and recent advances. In S.G. Henderson and B.L. Nelson, eds,
Simulation, Handbooks in Operations Research and Managemant Science,
pp. 291-350. Elsevier, Amsterdam, 2006.

Podrozdziaty 2.3 i 2.2 zostaly opracowane na podstawie ksigzki Asmus-
sena i Glynna |4], do ktorej odsytamy po dowody twierdzen i dalsze referencje.
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Rozdzial XI
Dodatek

1 Elementy rachunku prawdopdobienstwa

1.1 Rozklady zmiennych losowych

W teorii prawdopodobiefistwa wprowadza si¢ zmienng losowa X jako funkcje
zdefiniowana na przestrzeni zdarzen elementarnych 2. W wielu przypadka,
ani 2 and X ni sy znane. Ale co jest wazne, znany jest rozklad zmiennej
losowej X, tj. przepis jak liczy¢ F(B), ze X przyjmie wartos¢ z zbioru B,
gdzie B jest podzbiorem (borelowskim) prostej RR.

Ze wzgledu na matematyczna wygode rozwaza sie rodzine F podzbioréow
), zwang rodzina zdarzen, oraz prawdopodobienstwo IP na F przypisujace
zdarzeniu A z F liczbe P(A) z odcinka [0, 1].

Rozklad mozna opisa¢ przez podanie dystrybuanty, tj. funkcji F': R —
[0, 1] takiej, ze F(z) = P(X < z) . Prze F(z) = 1— F(z) bedziemy oznaczaé
ogon of F.

W praktyce mamy dwa typy zmiennych losowych: dyskretne i absolutnie
ciggte. Mowimy, ze X jest dyskretng jesli istnieje przeliczalny zbior liczb
E ={xg,71,...} z R taki, ze P(X € F) = 1. W tym przypadku definiujemy
funkeje prawdopodobieristwa p : E — [0,1] przez p(zx) = P(X = x); para
(E,p) podaje pelny przepis jak liczy¢ prawdopopodobienstwa IP(X € B) a
wiec zadaje rozktad. Najwazniejsza podklasa sa zmienne losowe przyjmujace
wartosci w E ktory jest podzbiorem kraty {hk, k € Z, } dla pewnego h > 0.
Jesli nie bedzie powiedziane inaczej to zakladamy, ze h = 1, tzn £ C Z,
ie. rx = k. Wtedy piszemy prosto p(zy) = pr i moéwimy, ze rozktad jest
kratowy.

229
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Z drugiej strony mowimy, ze X jest absolutnie ciqglq jeéli istnieje funkcja
f:R — R, taka, ze [ f(z)dr =11 P(X € B) fB r) dz dla kazdego
B € B(R). Mowimy wtedy, ze f(x) jest gestoscig zmiennej X.

Rozktad dyskretnej zmiennej losowej nazywamy rozktadem dyskretnym.
Jesli X jest kratowy, to jego rozktad tez nazywamy kratowy. Analogoicznie
rozktad zmiennej losowej absolutnie ciaglej nazywamy rozktadem absolutnie
ciagtym. Czasami dystrybuanta nie jest ani dyskretna ani absolutnie ciagla.
Przyktadem jest mieszanka F' = 0F) + (1 — 0)Fy, gdzie F jest dyskretna z
prawdopodobienstwem 6 i F, jest absolutnie ciggla z prawdopodobienstwem
1-6.

Aby zaznaczy¢, ze dystrybuanta, gestosé, funkcja prawdopodbienstwa,
jest dla zmiennej losowej X, piszemy czasem Fx,px, fx, ...

Dla dwéch zmiennych losowych X i Y o tym samym rozktadzie piszemy

X 2v. To samo stosujemy do wektorow.
Mowoimy, ze wektor losowy (Xi,...,X,) jest absolutnie ciggly jesli ist-
nieje nieujemna i catkowalna funkcja f: R" — R, z

/ /fxl,..., Ydxy...dr, =1

taka, ze P(X; € By,..., X, € B) = fBl ...an fxy,. .. 2p)day, ... dzy dla
wszystkich zbiorow borelowskich Bl, ..., B, € B(R). Funkcja f(x) nazywa
sie gestoscia X = (X1,...,X,)T. Przytoczymy teraz pozyteczny rezultat
dotyczacy wzoru na gestos$¢ przeksztatconego wektora losowego. Mianowicie
niech beda dane funkcje g; : R — R, ¢« = 1,...,n, ktore spetniaja nastepu-
jace warunki:

1. V jest otwartym pozdbiorem IR", takim ze P(X € V) =

2. przeksztalcenie g = (g1,...,9,)7 jest wzajemnie jednoznaczne na zbio-
rze A,

3. przeksztatcenie g ma na V ciagle pierwsze pochodne czastkowe ze
wzgledu na wszystkie zmienne,

4. jakobian Jg(x) = % jest rozny od zera na A.

Oznaczmy przez h = (hy, ..., h,)T przeksztalcenie odwrotne do g, tzn. © =
h(y) = (hi(y),...,hn(y)) dla kazdego y € g(V). Rozwazmy wektor Y =
(X). Wektor ten ma gestos¢ fy~ zadang wzorem:

Ty W) = fx(ha(y), - ha(y))|Jn(y)[1(y € g(V)). (1.1)
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Jesli zmienne losowe (X71,...,X,_1) (Xi,...,X,) sa absolutnie ciagle z

odpowiednio z gestosciami fx, _x, , 1 fx,..x,1jesli fx,  x, (@1, .., &p1) >
0, to
_ fX1 ----- X'VL('I‘l?"'?mn)
an‘Xl ----- anl(xn ‘ Il?"‘7xn—1) —
le ----- anl(ld? s vxn—l)
nazywa sie i warunkowq gestoscig X, pod warunkiem X; = xq,...,X,_1 =
Tp—1-

Dla ustalonego n i wszystkich k =1,2,....niw € ), niech
X (w) oznacza k-ta najmniejsza wartos¢ Xi(w),..., X, (w). Sktadowe
wektora losowego (X, ..., X)) nazywaja sie statystyka porzqdkowq (X, ..., Xy).

1.2 Podstawowe charakerystyki

Niech X bedzie zmienna losowa. i g : R — R funkcja. Definiujemy IE g(X)
przez

Yoeg(xe)p(xr)  jesli X jest dyskretny
Eg(X) =
[Z g(x)f(z)dz jesli X jest absolutnie ciagle

pod warunkiem odpowiednio, ze Y-, |g(@)|p(zx) < 00 i [72_[g(z)|f(x) dx <
oo. Jesli g jest nieujemna, to uzywamy symbolu IE g(X) rowniez gdy rowna
sie nieskonczonoéé. Jesli rozklad jest mieszanka dwoch typow to definiujemy
E g(X) by

o0

Eg(X) =03 gonlpla) + (1-0) [ glolf@)ds. (12

—0o0

Crzasami wygodne jest zapisanie IE g(X) w terminach catki Stieltjesa t.j.

Eg(X) = [ gla)dF(s).
ktora jest dobrze okreslona przy pewnych warunkach na g i F. W szczegdl-
nosci dla g(x) = = warto$¢ p = IE X jest nazywana Sredniqg , lub wartosciq
oczekiwang lub pierwszy momentem X. Dla g(z) = 2", p™ = E(X")
jest nazywana n-tym momentem. Momentem centralnym rzedu n nazy-
wamy a, = IE (X — p)". Wariancjg X jest 02 = E(X — p)?io = Vo?
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jest odchyleniem standardowym lub dyspersjq . Czasami piszemy Var X za-
miast o2. Wspdlczynnik zmiennosci jest zdefiniowany przez cvy = o/u, i
wspdtezynnik asymetrii przez azo > = B (X — p)3073. Dla dwoch zmien-
nych losowych XY definiujemy kowariancje Cov(X,Y") przez Cov(X,Y) =
E(X -EX)Y —IEY)) jesli tylko EX? TEY? < co. zauwazmy, ze TOW-
nowaznie mamy Cov(X,Y) = EXY —EXIEY. Jesli Cov(X,Y) > 0, to
mowimy, ze X,Y sa dodatnio skorelowane, jesli Cov(X,Y) < 0 to ujem-
nie skorelowane i nieskorelowane jesli Cov(X,Y) = 0. Przez wspdétczynnik

korelacyi pomiedzy X, Y rozumiemy

Cov(X,Y)

corr(X,Y) = .
( ) /Var (X)Var (Y)

Mediang zmienej losowej X jest dowolna liczba is ¢/, taka, ze
P(X < (o) > %, IP(X > (ij2) > %
Przez indykator 1(A) : Q — R rozumiemy zmienng losowa

1 jezeliw € A,
0 w przeciwnym razie.

1(4,w) :{

A wiec jesli A € F to 1(A) jest zmienna losowa i IP(A) = [E1(A). Uzywa sie
nastepujacej konwencji, ze [E [X; A] = [E(X1(A)) dla zmiennej losowej X i
zdarzenia A € F.

Jesli chcemy zwréci¢é uwage, ze $rednia, n-ty moment, itd. sa zdefinio-

wane dla zmiennej X lub dystrybunaty F' to piszemy ,uX,,ug?),agf, ... or
Hr, M;‘T‘l)» 0-%7‘7 R

1.3 Niezaleznos$é 1 warunkowanie

Moéwimy, ze zmienne losowe X1, ..., X, : Q — R sa niezalezne jesli

n

P(X1 € By,..., X, € B,) = [ [P(Xx € By)
k=1

dla kazdego By, ..., B, € B(IR) lub, rownowaznie,
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dla wszystkich zq,...,x, € IR. Nieskoniczony ciag Xi, Xs,... jest ciaggiem
niezaleznych zmiennych losowych, jesli kazdy skoniczony podciag ma ta wta-
snos¢. Mowimy, ze dwa ciagi X1, X, ...1Y], Y5, ... sg niezalezne jesli

(ﬂ{X <z n ﬂ{y <y ) - (ﬂ{x <z >IP(6{YZ- < yi}>

dla wszystkicj n,m € N i xy,..., 2, ¥1,...,ym € IR. Dla ciagu Xy, X, ...
niezaleznych i jednakowo roztozonych zmiennych losowych wygodne jest wpro-
wadzenie generycznej zmiennej losowej X, ktora ma taki sam rozktad. Mo-
wimy, ze zmienna losowa jest niezalezna od zdarzenie, jesli jest niezalezna od
indykatora 1(A) tego zdarzenia.

Niech A € F. Warunkowym prawdopodobieristwem zadarzenia A’ pod
warunkiem A jest

, C
P(A | A) = { P(ANA)/IP(A) jezeli ]P‘(A) > 0, .
0 W przeciwnym razie.

Czesto uzyteczne jest wzor na prawdopodobienistwo catkowite. Niech A, Ay, A, ...

F bedzie ciagiem zdarzen taki, ze A, NA; =0 dlai# 51>~ P(4;) =1
Wtedy,

— ZIP(A | A))P(A;). (1.3)

Warunkowq wartosciq oczekiwang IE (X | A) zmiennej losowej X pod warun-
kiem zdarzenia A jest warunkowa wartoscia oczekiwana wzgledem rozktadu
warunkowego z dystrybunata Fx 4, gdzie Fx | a(z) = P({X < 2}NnA)/IP(A).
Wtedy wzér na prawdopodobienstwo catkowite mozna sformutowaé ogolniej:

EX = in«z (X | A)P(A,). (1.4)

=1

Ogolnie mozna zdefiniowaé¢ dla dwoch zmiennych losowych XY warunkowa
warto$¢ oczekiwana IE [X|Y]. Niestety formalna definicja w pelnej ogolnosci
wymaga poje¢ teorii miary. Natomiast bez trudnosci mozna zrozumieé naj-
bardziej przydatne przypadki; gdy zmienna losowa Y jest dyskretna i gdy
X,Y maja rozktad ciagly z taczna gestoscia f(z,y).

Lemat 1.1 Niech X,Y, Z bedqg zmiennymi losowymsi takimi, Ze odpowiednie
wartosci oczekiwane, wariancje i kowariancje istniejq skoriczone. Wtedy

S
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() BE[X]=E[E[X|Y]],
(ii) Var [X] = E [Var [X|Y]] + Var [E[X|Y]],
(iii) Cov (X,Y) = E [Cov (X,Y|Z)] + Cov (E [X|Z], E[Y]Z]).

Twierdzenie 1.2 Jesli X1,..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowyms, 1
¢ oraz Y funkcjami niemalejgcymi (lub obie nierosngcymi) n zmiennych, to

E[3(X1, ..., X)Xy, X))l 2 Ed(Xy, . Xo)]E [(X, .0, X))

przy zatozeniu ze wartosci oczekiwane sq skoriczone.

Dowod  Dowdd jest indukeyjny wzgledem liczby zmiennych n = 1,2,.. ..
Niech n = 1. Wtedy

skad

Teraz rozpisujac mamy
Ev(X)6(X) — Eo(X)(Y) = E(Y)o(X) + Ev(Y)$(Y) = 0.
Przyjmujac, 7e X i Y sa niezalezne o jednakowym rozkladzie jak X; mamy
IE [¢(X1)¥(X1)] > E [¢(X0)]E [(X;)] .

Teraz zakladamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1. Stad

]E [¢(X1, Ce >anlaxn)¢(X17 Ce >anlaxn)]
Z IE [¢<X1, Ce ,Xn_l, ZL‘H)HE [@Z)(Xl, e ,Xn_l, J}n)],

dla wszystkich z,. Podstawiajac x,, = X,, mamy

E[p(Xq,. .., X1, Xo)U( Xy, .o, Xo1, X0
> E[G(X1, ..., Xoot, X)JE[0(X0, ... Xy, X)]-
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1.4 Transformaty

Niech I = {s € R : Ee*® < co}. Zauwazmy, ze I musi by¢ odcinkiem
(wlagciwym) lub prosta polprosta lub nawet punktem {0}. Funkcja two-
rzgca momenty m : I — IR zmiennej losowej X jest zdefiniowana przez
m(s) = Ee*X. Zauwazmy réznice pomiedzy funkcja tworzaca momenty a
transformatq Laplace-Stieltjesa f(s) = EeX = ffooo e ** dF(x) zmiennej
losowej X lub dystrybuanty F' zmiennej X.

Dla zmiennych kratowych z funkcja prawdopodobienstwa {py, k& € IN}
wprowadza sie funkcje tworzgeq g @ [—1,1] — R zdefiniowana przez g(s) =
D o Prs”.

Niech teraz X bedzie dowolng zmienng losowa z dystrybuanta F'. Funkcjq
charakterystyczng ¢ : R — IC zmiennej X jest zdefiniowna przez

o(s) = EeX. (1.5)

W szczegolnodei jeshi F' jest absolutnie ciagla z gestoscia f, to

H(s) = / e f(2) da = / " cos(sz) f(x) d + i / " sin(s2)f(x) dz .

[e.o] —00 —00

Jesli X jest kratowa zmienng losowa z funkcja prawdopodobienstwa {py}, to

p(s) =D epy. (1.6)

Jesli chcemy podkredlié, ze transformata jest zmiennej X z dystrybuanta F,
to piszemy my,...,ox lub mp, ... Qop.

Zauwazmy, tez formalne zwigzki g(e®) = I(—s) = m(s) lub @(s) = (™).
Jednakze delikatnym problemem jest zdecydowanie, gdzie dana transformata
jest okreslona. Na przyktad jesli X jest nieujemna, to m(s) jest zawsze dobrze
zdefiniowana przynajmiej dla s < 0 podczas gdy [ (s) jest dobrze zdefiniowana
przynajmniej dla s > 0. Sa tez przyklady pokazujace, ze m(s) moze by¢
oo dla wszystkich s > 0, podczas gdy w innych przypadkach, ze m(s) jest
skoniczone (—oo, a) dla pewnych a > 0.

Ogolnie jest wzajemna jednoznacznos¢ pomiedzy rozktadem a odpowiada-
jaca jemu transformata, jednakze w kazdym wypadku sformutowanie twier-
dzenia wymaga odpowiedniego wystowienia. Jesli n-ty moment zmiennej lo-
sowej | X| jest skoriczony, to n-ta pochodna (™ (0), 10 (0) istnieje jesli tylko
m(s),1(s) sa dobrze zdefiniowane w pewnym otoczeniu s = 0. Wtedy mamy

EX" = i (0) = (~1)"1®(0) = (~i)"¢™(0). (1.7)
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Jesli 7(s) 1 l(s) sa odpowienio dobrze zdefiniowane na (—oc,0] i [0, 00), to
trzeba pochodne w (1.7) zastapi¢ pochodnymi jednostronnymi, t.j.
E X" = m™(0-) = (=1)"I"™(04), (1.8)
Jesli X przyjmuje wartos¢ w podzbiorze Z, i jesli [E X" < oo, to
EXX-1)..(X —n+1))=§"1-). (1.9)

=9
Inna wazng wlasnoscia m(s) (i rowniez dla I(s) i $(s)) jest wlasnosé | ze jesli
X1,...,X, s niezalezne to

e (5) = [ [ (9). (1.10)
k=1
Podobnie, jesli Xi, ..., X, sg niezaleznymi zmiennymi kratowymi z Z, to
gX1+...+Xn (S> - ngk (S) : (111)
k=1

Ogolnie dla dowolnych funkcji g1,..., 9, : R — IR mamy

E(TTo(x0) = [T Ege(X0) (1.12)
k=1 k=1
jesli tylko Xq,..., X, s niezalezne.

1.5 Zbieznosci

Niech X, X3, Xs,... beda zmiennymi losowymi na (2, F,P). Mowimy, ze
ciag { X, } zbiega z prawdopdobieristwem 1 do X jesli
P(lim X, =X)=1.
n—oo
Piszemy wtedy X,, &% X. Niech X, X, X5,... beda zmiennymi losowymi.
Mowimy, ze ciag { X, } zbiega wedlug prawdopdobieristwa do X jesli dla kaz-
dego € > 0
lim IP(|X,, — X| >¢) =0.

n—o0

Piszemy wtedy X, li)r X.
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Niech X, X, Xs,... beda zmiennymi losowymi. Moéwimy, ze ciag {X,}
zbiega stabo lub zbiega wedtug rozktadu do X jesli Fyx, (x) — Fx(x) dla
wszystkich punktéw ciggtosci Flxy. Piszemy wtedy X, B X Ta definicja
jest rownowazna nastepujacej: X, 2 x wtedy i tylko wtedy gdy

lim Eg(X,)=Eg(X) (1.13)

n—o0

dla kazdej funkcji ciagltej i ograniczonej g : IR — IR. Ten wariant definicji
jest uzywany do zdefiniowania zbieznosci wedtug rozktadu na innych prze-

strzeniach niz IR. Warunkiem dostatecznym dla X, 2 x jest
lim mx, (s) = mx(s) (1.14)
n—0o0
dla odcinka otwartego nie tozsamego z {0} gdzie mx (s) istnieje. Ze zbieznosci
z prawdopodobienistwem 1 wynika zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienistwa, z
ktorej wynika zbieznosc wedtug rozktadu.
Nastepujace wlasnosci sg czesto wykorzystywane. Jesli X, BXi Y, K
c € IR, to
XY, BeX, X,+Y,3X+ec. (1.15)

2 Elementy proceséw stochastycznych

Przez proces stochastyczny (X (t))ier z przestrzenia parametrow 7' nazy-
wamy kolekcje zmiennych losowych. Za T mozemy przyja¢ np. T = [0, 00),
T = [a,b], itp. W tym rozdziale T' = [0, 00). Zamiast kolekcji zmiennych loso-
wych mozemy rozpatrywaé kolekcje wektorow losowych z RY. Przez przyrost
procesu (X (t);>0) na odcinku (a,b) rozumiemy X (b) — X (t). Wazne klasy
procesow definiuje sie przez zadanie odpowiednich wlasnosci przyrostow. Na
przyktad mozemy zada¢ aby na rozlagcznych odcinkach przyrosty byty nieza-
lezne. Zobaczymy to na specjalnym wazny przyktadzie ruchu Browna.

2.1 Ruch Browna

Przez standardowy ruch Browna (BM(0,1)) rozumiemy proces stochastyczny
(B(t))i>0 spelniajacy warunki

1. B(0) =0,
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2. przyrosty B(by) — B(ay),...,B(by) — B(a) sa niezalezne jesli tylko
odcinki (aq,b1] ..., (ak, by] sa roztaczne (k =2,...),
3. B(b) ~ N(0,b)
4. realizacje B(t) sg ciagle.

Wazng wtasnoscia ruchu Browna jest samopodobienstwo z wspotczynni-
kiem a = 1/2 tj.
B(t) =q tY*B(1).
Definiuje sie, dla pewnej klasy proceséw X calke stochastyczng Ito wzgle-
dem ruchu Browna

/TX(t) dB(1).

W szczegblnodci jesli funkcja podcatkowa £ jest deterministyczna z fOT k*(z) dx
to fOT k(t) dB(t) ma rozktad normalny N(0,0?), gdzie

T
02:/ K*(t) dt.
0

Korzystajac z pojecia calki stochastycznej 1to definiujemy roézniczke sto-
chastyczna d k(B(t), t) nastepujaco. Niech k(x,t) bedzie funkcje dwukrotnie
ciggle rozniczkowalng wzgledem zmiennej x i jednokrotnie wzgledem zmien-
nej t. Wtedy korzystajac z tak zwanego wzoru Ito mamy

dk(B(t),t) = ko1 (B(t),t) dt + k1 o(B(t),t) dB(t) + %kQ,O(B(t), t)dt,

gdzie k;o oznacza i-ta pochodna czastkowa k wzgledem x a ko, pierwsza
pochodng czastkowa wzgledem zmiennej ¢.
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3 Rodziny rozkladéow

Podamy teraz kilka klas rozkladow dyskretnych i absolutnie ciggtych. Wszyst-
kie sg scharakteryzowane przez skonczony zbiér parametrow. Podstawowe
charakterystyki podane sg w tablicy rozktadow w podrozdziale 4.

W zbiorze rozktadéw absolutnie ciaggtych wyrézniamy dwie podklasy: roz-
ktady z lekkimi ogonami i ciezkimi ogonami. Rozr6znienie to jest bardzo
wazne w teorii Monte Carlo.

Méwimy, ze rozklad z dystrybunta F(z) ma wyktadniczo ograniczony
ogon jesli dla pewnego a,b > 0 mamy F(z) < ae™® dla wszystkich z > 0.
Wtedy mowimy tez ze rozktad ma lekki ogon. Zauwazmy, ze wtedy mp(s) <
oo dla 0 < s < sg, gdzie s > 0. W przeciwnym razie méwimy, ze rozktad
ma ciezki ogon a wiec wtedy mp(s) = oo dla wszystkich s > 0.

Uwaga Dla dystrybunaty z ciezkim ogonem F mamy
lim e**F(r) = oo (3.1)

T—00

dla wszystkich s > 0.

3.1 Rozklady dyskretne

Wsroéd dyskretnych rozktadow mamy:

e Rozktad zdegenerowany 0, skoncentrowany w a € R z p(x) = 1 jesli
r=aip(x) =0 w przeciwnym razie.

e Rozktad Bernoulliego Ber(p) z pr = p*(1—p)!Fdlak =0,1; 0 < p < 1:
rozktad przyjmujacy tylko wartosci 01 1.

n

o Rozktad dwumianowy B(n,p) z pr, = (k)pk(l—p)”*”C dlak=0,1...,n;n¢€
Z.,0 < p < 1: rozktad sumy n niezaleznych i jednakowo roztozonych
zmiennych losowych o rozktadzie Ber(p). A wiec , B(ny, p) * B(ng, p) =
B(m + no, p).

e Rozktad Poissona Poi(\) z py = e M /kldlak=0,1...; 0 < )\ < oo:
jedna z podstawowych cegietek na ktoérych zbudowany jest rachunek
prawdopodobienistwa. Historycznie pojawil sie jako graniczny dla roz-
ktadow dwumianowych B(n,p) gdy np — X dla n — oo. Wazna jest
wlasno$¢ zamknietosci ze wzgledu na splot, tzn. suma niezaleznych
zmiennych Poissonowskich ma znowu rozklad Poissona. Formalnie pi-

szemy, ze Poi(\1) * Poi(Ay) = Poi(A; + Ag).
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o Rozktad geometrycany Geo(p) z pr, = (1 —p)pF dla k =0,1,...; 0 <
p < 1: rozktad majacy dyskretny brak pamieci. To jest P(X > i+ j |
X > j) =P(X > 1) dla wszystkih 4,7 € IN wtedy i tylko wtedy gdy X
jest geometrycznie roztozony.

o Rozktad obciety geometryczny TGeo(p) z pr, = (1 — p)p*~t dla k =
1,2,...; 0 <p<1: jesli X ~Geo(p), to X|X > 0 ~TGeo(p), jest to
rozktad do liczby prob Bernoulliego do pierszego sukcesy, jesli prawdo-
pobienstwo sukcesu wynosi 1 — p.

o Rozktad ujemny dwumianowy lub inaczej rozktad Pascala NB(a,p) z
pe = Dla+k)/(T(a)l(k+1)(1—p)p*dlak =0,1,...; a > 0,0 <
p < 1. Powyzej piszemy

(g) . (i) :x(x—l)..].f!(x—k—i-l)’

dlazeR, k=1,2,.... Mamy
a+k—1 N -« o
pk=< L )(1—p) pk=<k)(1—p) (—p)".

Co wiecej, dla o = 1,2,..., NB(a,p) jest rozkladem sumy « nie-
zaleznych i jednakowo roztozonych Geo(p) zmiennych losowych. To
oznacza nha przyktad, ze podklasa ujemnych rozktadéw dwumianowych
{NB(a,p),a = 1,2,...} jest zamknieta ze wzgledu na splot t.j. NB(ay, p)*
NB(az,p) = NB(ay + az,p) jesli ag,as = 1,2, .... co wiecej poprzedni
wzor jest spetliny dla ay, s > 0 and 0 < p < 1.

o Rozktad logarytmiczny Log(p) z pr. = p&/(—=klog(1—p)) fork = 1,2,...; 0 <
p < 1: pojawia sie jako granica obcietych rozktadéw dwumianowych.

e Rozktad (dyskretny) jednostajny UD(n) z pr =n"'dlak=1,...,n;
n=12...

3.2 Rozklady dyskretne wielowymiarowe

o Rozktad wielomianowy M(n,a), z pp, = ma’fl...asd dla k£ =
(k1, ..., kq) takiego, ze k; € Ziy i ky + ... + kg = n; zakladamy, ze a =
(aq,...,aq) jest funkcja prawdopodobienstwa; rozklad sumy n nieza-

leznych wektoréow losowych przyjmujacy wartosci (0,...,0,1,0,...,0)
(jedynka na i-tym miejscu) z prawdopodobieristwem a;.
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3.3 Rozklady absolutnie ciagle

Wsrod rozktadéow absolutnie ciaglych mamy:

e Rozktad normalny N(p, 02) z f(x) = (2m0?)~1/2e~=m?/(2%) dla wszyst-
kich + € R; u € IR,0? > 0: obok rozktadu Poissona druga ce-
gietka na ktorej opiera sie rachunek prawdopodobieristwa. Pojawia sie
jako granica sum niezalaznych asymptotycznie zaniedbywalnych zmien-
nych losowych. Rozklady normalne sg zamniete na branie splotow, tj.
N(p1,0%) * N(pz, 03) = N(p1 + pa, 0f + 03).

o Rozktad wyktadniczy Exp(A\) z f(x) = de ™™ dla z > 0; A > 0: pod-
stawowy rozklad w teorii procesow Markowa ze wzgledu na wtasnosé
braku pamieci, t.j. P(X >t+s| X > s) = IP(X > t) dla wszystkich
s,t >0 jesli X jest rozktadem wyktadniczym.

o Rozktad Erlanga Erl(n,\) z f(z) = X"z e /(n— 1)y n=1,2,...
rozklad sumy n niezaleznych i jednakowo roztozonych Exp(A) zmien-
nych losowych. Tak wiec, Erl(ny, A) * Erl(ng, A) = Erl(ny + na, ).

e Rozktad chi kwadrat x*(n) z f(x) = (27/*T(n/2)) 'aW/2~1e=%/2 jezeli
x>01i f(z) =0jezeli x <0;n=1,2,...: Rozklad sumy n niezalez-
nych i jednakowo rozlozonych zmiennych losowych, ktore sa kwadra-
tami N(0,1) zmiennych losowych. To oznacza, ze x*(ny) * x*(n2) =
X*(n1 + na).

e Rozktad gamma Gamma(a,\) z f(z) = N2 e */T'(a) for z > 0; z
parametrem ksztattu a > 0 i parametrem skali A > 0: jesli a = n € IN,
to Gamma(n, \) jest rozktadem Erl(n, A). Jesli A = 1/2ia =n/2, to
Gamma(n/2,1/2) jest rozktadem x?(n).

e Rozktad jednostajny U(a,b) z f(z) = (b—a) ' dlaa <z < b; —0c0 <
a<b<oo.

e Rozktad beta Beta(a,b,n) z

b—1

_ 2 n—x)
f(x) - B(CL, b)na+b—1

da 0 < z < ngdzie B(a,b) oznacza funkcje beta(patrz [??som.spe.fun??));
a,b,n > 0;jesli a = b =1, to Beta(1,1,n7) = U(0,n).
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Rozktad odwrotny gaussowski (inverse Gaussian distribution) 1G(u, \)

Z
f) = (V(@ra®)'" exp (“Alw = )/ (24°))
dla wszystkich z > 0; p € R, A > 0.

Rozktad statystyki ekstremalnej EV(y) z F(z) = exp(—(1 + Vx):rl/v)
dla wszystkich v € IR gdzie wielkos¢ —(1 + yx);l/ 7 jest zdefiniowana
jako e™* kiedy v = 0. W tym ostatnim przypadku rozktad jest znany
jako Rozktad Gumbela. Dla v > 0 otrzymujemy rozktad Frécheta ;
roktad ten jest skoncentrowany na poétprostej (—1/7,+00). W koricu,
dla v < 0 otrzymujemy rozktad ekstremalny Weibulla, skoncentrowany

na polprostej (—oo, —1/7).

Rozklady z ciezkimi ogonami

Przyktadami absolutnie ciggltych rozktadow, ktore maja ciezki ogon s po-
dane nizej.

3.5

Rozktad logarytmiczno normalny LN (a,b) z f(z) = (zbv271) L exp (—(logz — a)?/(2b%))
dla z > 0; a € R,b > 0; jesli X jest o rozkladzie N(a,b) to eX ma
rozktad LN(a,b).

Rozktad Weibulla W(r,c) z f(z) = rea” " exp(—ca”) dla x > 0 gdzie
parametr ksztaltu » > 0 i parametr skali ¢ > 0; F(z) = exp(—cz");
jesli » > 1, to W(r,¢) ma lekki ogon, w przeciwnym razie W(r, ¢) ma
ciezki.

a(1/(1 + z))*t for z > 0; gdzie

Rozktad Pareto Par(a) z f(x) =
1+x))~

eksponent a > 0; F(z) = (1/(

Rozktad loggamma LogGamma(a, \) z f(z) = A\?/T'(a)(logz)¢ tz=*1
dlaz > 1; A\, a > 0; jesli X jest '(a, \), to eX ma rozktad LogGammal(a, \).

Rozktad Cauchy’ego z f(x) = 1/(w(1+2?)), gdzie x € R; rozklad ktory
nie ma Sredniej z dwustronnie ciezkim ogonem.

Rozklady wielowymiarowe

Przyktadami absolutnie cigglych wielowymiarowych rozkladéw sa podane

nizej.
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e Rozktad wielowymiarowy normalny N(m,X) ma wektor losowy X =
(X1,...,X,)7T z wartoscia oczekiwang IE X = m oraz macierza kowa-
riancji ¥, jesli dowolna kombinacja liniowa Z;L:1 a; X; ma jednowy-
miarowy rozktad normalny. Niech ¥ = AAT. Jesli Z ma rozklad
N((0,...,0),I), gdzie I jest macierza jednostkowa, to X = AZ ma
rozktad normalny N(m, X).
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4 Tablice rozkladow

Nastepujace tablice podaja najwazniejsze rozklady. Dla kazdego rozktadu
podane sa: Srednia, wariancja, wspotczynnik zmiennosci zdefiniowany przez
VVar X/IE X (w.zm.). Podane sa rowniez: funkcja tworzaca IEs™ (ft.) w
przypadku dyskretnego rozktadu, oraz funkcja tworzaca momenty IE exp(sX)
(f.t.m.) w przypadku absolutnie ciaglych rozktadow, jesli tylko istnieja jawne
wzory. W przeciwnym razie w tabeli zaznaczamy *. Wiecej o tych rozktadach
mozna znalez¢ w w podrozdziale XI.
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rozktad parametry funkcja prawdopodobienstwa {py}
B<n7p> n= 1727 A (Z)pkan
0<p<lg=1-p k=0,1,...,n
Ber(p) 0<p<l,g=1-p P*¢ "k =0,1
)\kz
Poi(\) A>0 Fe*A; k=0,1,...
L(r+k) ,
NB >0,0<p<1 —q"
(r,p) r>0,0<p O
g=1—p k=0,1,...
Geo(p) 0<p<l,g=1-p ap k=0,1,...
ok
Log(p) 0<p<l1 r?;k:LQ,...
-t
log(1 —p)
1
UD(n) n=1,2, —k=1...,n
n

Tablica 4.1: Tablica rozktadow dyskretnych
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srednia  wariancja w.zm. f.t.
1
q\? n
np npq (-) (ps+q)
np

i)
=3
Q
VR
IR
~
][

ps+q
A A G) exp[A(s — 1)]
% 2_]; (rp)~2 ¢(1—ps)™"
g % pt q(1—ps)™!

rp rp(l—rp) 1—rp\2  log(l — ps)
( ) log(1 — p)

1
n+1 n*—1 n—1 2 1
2 12 (3@y+1)> n2®

Tablica 4.1: Tablica rozktadow dyskretnych (cd.)
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rozklad parametry f. gestosci f(z)
U(a, b) —oo<a<b<oo b_a;xe(a,b)
2\ a—1,—Az
Gamma(a, \) a, A\ >0 i ;x>0
I'(a)
A" —1,—Az
Erl(n, \) n=12...,A>0 i x>0
(n—1)!
Exp()) A >0 e Mrx >0
, exp (——@2;‘3)2>
N(u, o —00 < i < 00, sz € R
(1, 0%) p o
oc>0
x%(n) n=1,2 (2”/2F(n/2))71x2_le_%,x >0
exp (_aog;b;a)?))
LN(a,b —oco<a<oo,b>0 s >0
(a.0) xb\/2m
w = exp(b?)

Tablica 4.2: Tablica rozktadéw absolutnie cigglych
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Srednia wariancja W.zm. f.t.m.

a+b (b—a)? b—a el — s
2 12 V3(b+ a) s(b—a)
a a 1 A\
X ﬁ a 2 ()\ — S) ;s < A
n n 1 A\
X pe " ()\ - ) oA
1 1 A
- — 1 A

2 Nos 0T
: S
1

n 2n 2 (1—28)2 5 <1/2

[NIE
*

exp <a + b—22> 2w —1) (w—1)

Tablica 4.2: Tablica rozktadéw absolutnie ciagtych (c.d.)
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rozktad parametry f. gestosci f(z)
1 a+1
Par(«a) a>0 a( ) ;x>0
1+
W(r, c) r,c>0 rex” e >0

wnzr(r+n>
r

A2 —Aa —p)*\
IG(p, A) w>0A>0 {2773:3] exp (2#—23j ;x>0

«

oo _ 1 [
PME(«) a>1 / o (a ) y~(@tDe/u gy

z >0

Tablica 4.2: Tablica rozktadéw absolutnie ciagtych (c.d.)
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srednia wariancja W.7 f.t.m.
1 o a1
[ | *
a—1 (a—1)2%(a—-2) a—2
a>1 a>2 a > 2
%
wicT VT (wy — W)Y [w_; - 1] *
wy

1 A
e
A A exp ( 2—; — 2)\s>
2 2 Jo " Edx
1 1 1 L
* ala —2) i ala —2) (g‘:)la
5<0

Tablica 4.2: Tablica rozktadéw absolutnie ciagtych (cd.)
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5 Elementy wnioskowania statystycznego

5.1 Teoria estymacji

W teorii estymacji rozpatruje sie (2, F,Py), gdzie § € O oraz zmienne losowe
Xiq,..., X, zwane probg. Jesli ponadto dla kazdego 6 zmienne Xi,..., X,
sa niezalezne o jednakowym rozkladzie (wzgledem Py) to moéwimy o prdbie
prostej . Niech g : © — RY.  Estymatorem nazywamy dowolng statystyke
T, = f(X1,...,X,), czyli zmienna losowa, ktora jest funkcja od X, ..., X,.
Jesli

]Eng = g(@),

to estymator 7' jest estymatorem nieobcigzonym funkcji g(6), jesli
T, — g(0)

prawie wszedzie Py, to T, jest estymatorem mocno zgodnym jesli jest zbiez-
nos¢ wedtug rozktadu (wzgledem IPy) to mowimy wtedy o estymatorze zgod-
nym.

Niech X1, X, ..., X, bedzie proba prosta. Srednig prébkowg nazywamy

zmienna
n
. 1
Xn - — E Xj,
n <
J=1
natomiast wariancja probkowa

N 1 N
Sn:n_lz(xj—xn).

j=1

Jesli istnieje pierwszy moment skoniczony m; = my(6) = IE y X; to $rednia jest
nieobcigzonym estymatorem ji1; jesli wariancja o2 jest skorficzona to S, jest
nieobcigzonym estymatorem o?; ponadto te estymatory sa mocno zgodne.

Do testowania i wyznaczania przedzialow ufnosci przydatne jest nastepu-
jace twierdzenie graniczne (patrz np. Asmussen [5]). Przypomnijmy, Ze «,
jest n-tym momentem cenralnym zmiennej X;.

Fakt 5.1 Jesli yuy = EX{ < oo to

A

vi( g Tm ) N0

S, —o?



252 ROZDZIAL XI. DODATEK

2
o (67

2: 3 4 .
a3 Oy — 0

5.2 Przedzialy ufnosci

gdzie

Niech X, ..., X, bedzie proba prosta na (€2, F,IPy). Przedziatem ufnosci na
poziomie o nazywamy odcinek I = [T, Tg| spelniajacy warunki

e jego konice Ty, = T (X4, ..., X,) < Tr = Tgr(Xy,...,X,) sa funkcjami
od proby i nie zalezg od 6,

o Py(T, <0 <Tg)>1-—aq,dla kazdego 0 € O.

Oczywiscie przedziat I ufnosci jest szczegblnym przypadkiem zbioru ufnosci
(confidence region) . Ogdlnie I moze by¢ zbiorem losowym zdefiniowanym
przez probe. Jest to pojecie szczeg6lnie przydatne w przypadku estymacji
wielowymiarowej. W szczegdlnosci mozemy rozpatrywac elipsoidy ufnosci.

Niech X1, X5, ..., X, bedzie proba prosta z n wektorow losowych o war-
tosci w RY, z wektorem $redniej g i miacierza kowariancji ¥ = (0ij)ij=1,...d-
Sredniq probkowa nazywamy wektor

. 1 &
Xn:E;Xja

natomiast probkowa macierza kowariancji jest

Su= 3 (X ) (X 1)

m=1

Srednia probkowa jest estymatorem niobciazonym wektora wartosci oczeki-
wanej p, natomiast probkowa macierza kowariancji jest estymatorem nieob-
ciagznym macierzy kowariancji 3. Ponadto estymator 3, jest mocno zgodny
oraz,

(X — )", (X — 1) 2 %), (5.2)

gdzie x*(d) jest rozktadem chi kwadrat z d stopniami swobody.
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5.3 Statystyka Pearsona

Przypusémy, ze mamy wektor losowy X, = (X,1,...,X,q) o rozkladzie
wielomianowym M(n, a). Definiujemy statystyke Pearsona

n]—na]

Mg_

j=1

Zakladamy, ze wszystkie a; > 0. Wtedy (patrz np [44])
Cula) = x*(d — 1),

gdzie x%(d — 1) jest rozktadem chi kwadrat z d — 1 stopniami swobody.

[L’Ecuyer [27] p. 50, [44]].

5.4 Dystrybuanty empiryczne
Dla proby X,..., X, definiujemy dystrybunate empiryczng

E,(t) :%iuxi <t), 0<t<l1. (5.3)

i=1

i statystyka testowa
D, = sup|Ey(t) — F(t)]
t

Z twierdzenia Gliwienko—Cantelli mamy, ze jesli Xi,..., X, tworzg probe
prosta z dystrybuanta F to, z prawdopodobienstwem 1, ciag D, zmierza
do zera. Natomiast, przy zatozeniu, ze F' jest funkcja ciagla, to unormo-
wane zmienne \/nD,, zbiegaja wedtug rozkladu do rozkltadu A-Kolmogorowa
z dystrybuanta

[Renyi [36] p.493]
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5.5 Wykresy kwantylowe

Coraz wieksza popularnoscia przy weryfikacji czy obserwacje pochodza z da-
nego rozkltadu ciesza sie metody graficzne. Na przyktad do tego $wietnie
nadaja sie wykresy kwantylowe lub inaczej wykres Q-Q . Mozemy tez przy
uzyciu tych wykresow weryfikowa¢ czy obserwacje z dwoch prob maja ten
sam rozktad.

Aby otrzymaé¢ wykres kwantylowy nalezy wykresle¢ w kwadracie kwadra-
cie kartezjanskim R x R z jednej strony wartosci funkeji kwantylowej dys-
trybuanty empirycznej utworzonej z obserwacji przeciwko z drugiej strony
teoretycznym wartosciom funkcji kwantylowej. Przypomnijmy, ze F* (x)
jest uogolniong funkcja odwrotna. Jesli F jest dystrybuanta, to funkcja Qg
zdefiniowana przez Qp(y) = F* (y) nazywa sie funkcjq kwantylowg of F.
Jednoczesnie definiujemu empiryczng wersje funkeji kwantylowej przez roz-
patrzenie uogolnionej funkcji od dystrybuanty empirycznej zdefiniowanej w
(5.3); to jest Qn(y) = Qr, (y) tak ze dla proby uporzadkowanej Uy < Uy <
... < U,y mamy

{Qu(y) = U} = {(k=1)n~" <y <kn"'}.

Wykres Q-Q jest wigc zbiorem punktow (Qp(t), Qn(t)) : 0 < t < 1. Z definicji
widzimy, ze empiryczna funkcja kwantylowa @), (y) bedzie niemalejaca funk-
cja schodkowa; jedynymi punktami wzrostu sa wartosci {k/n,1 < k < n},
ktore tworzg krate na osi x-6w. A wiec wykres Q-Q tworzy tez niemalejaca
funkcje schodkowa, ze skokami odpowiadajacymi t = k/n, 1 < k < n. Wy-
starczy wiec zrobi¢ wykres w tych punktach tj. wykres {(Qr(k/n), @Q,(k/n)) :
k=1,...,n}. Jednakze ze wzgledu na drobny problem, ze dla k = n mamy
Qc(k/n) = oo, zalecana jest nastepujace modyfikacja; wykres nalezy zrobi¢
w punktach {xy = k/(n+1),1 <k <n}.

Ogolna filozofia wykreséw kwantylowych polega na zaobserwowaniu linio-
wosci wykresu, co jest tatwe do zobaczenia. Na przyktad jesli chcemy zwe-
ryfikow¢, czy obserwacje pochodza z rozktadu jednostajnego U(0,1). Wtedy
oczywiscie Qp(x) = x i robimy wykres punktow (z, Uy )k=1,...n- Na1ys. 5.1
jest pokazany wykres Q-Q utworzony na podstawie 150 kolejnych rand.

Przyklad 5.2 Dla standardowego rozktadu wyktadniczego z dystrybuanta
G(z) funkcja kwantylowa ma posta¢ Qg(y) = —log(l —y) jesli 0 < y < 1.
Jesli chcemy poréwnaé wartosci probkowe z tymi od standardowego rozkladu
wyktadniczego wystarczy rozpatrzy¢ dwie funkcje kwantylowe. Wykreslamy
wiec dwie funkcje Q¢ and Q.
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Rysunek 5.1: Jednostajny vs obserwacje jednostajne; 150 obserwacji.

Jesli nasze obserwacje bedg pochodzi¢ z niekoniecznie standardowego roz-
ktadu wykladniczego z parametrem A tj. z Qr(y) = —A"'log(1 —y), to spo-
dziewamy sie, ze beda uktadaly sie wzdluz pewnej prostej. Nachylenie tej
prostej bedzie A=, Jesli nasze obserwacje pochodza z rozkladu o ciezszych
ogonach, to mozemy spodziewa¢ sie wykresu rosnacego szybciej niz prosta,
jesli z 1zejszego to wzrost bedzie wolniejszy. Na rys. 5.1 jest pokazany wykres
Q-Q utworzony na podstawie 150 kolejnych -log(rand) /2.

Ogolnie przez ‘rozklad teoretyczny” vs “obserwacje” wykres kwantylowy
bedziemy rozumieli wykres QQ, gdzie na osi z-6w mamy teoretyczng funkcje
kwantylowa a na osi y-kow mamy funkcje kwantylowa zbudowang na bazie
dystrybuanty empirycznej obserwacji. Mozemy mieé¢ tez dwi proby. Wtedy
bedziemy mieli do czynienia “obserwacje I” vs “obserwacje II” wykres kwan-
tylowy.

Jesli obserwacje nie sa dobrze zaprezentowane przez rozklad wyktadniczy
(patrz na przyktad rys. 5.3 jak wygladaja na wykresie Q-Q obserwacje po-
chodzace z Pareto(1.2) ustandaryzowane na srednia 1 przeciwko wyktadniczej
funkeji kwantylowej), to mozemy weryfikowa¢ inne rozktady. Wsrod popu-
larnych kandydatow znajduja sie rozktad normalny, rozktad logarytmiczno
normalny oraz rozkltad Weibulla. Krotko oméwimy te przypadki osobne.

e Normalny wykres kwantylowy. Przypomnijmy, ze standardowy rozktad
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0.5r

Rysunek 5.2: wykladniczy vs obserwacje wykladnicze; 150 obserwacji.

normalny ma dystrybuante

1 x
O(x) = E/ e V2 dy

i niech ®~1(y) bedzie odpowiadajaca mu funkcja kwantylowa. Wtedy
standardowy normalny wykres kwantylowy bedzie sie sktadat z punk-
tow

(@7 (k/(n+ 1)), U) . 1 <k <n}. (5.4)
Zauwazmy, ze dla og6lnego rozktadu normalnego N (yu, 0?) funkcja kwan-
tylowa Q(y) = p+o® 1 (y) (pokazac!). Tak wigc jesli normalny wykres
kwantylowy jest w przyblizeniu linig, to jej nachylenie da oszacowa-
nie parametru o podczas gdy przeciecie w 0 daje oszacowanie . Na
rys. 5.4 pokazany jest normalny wykres kwantylowy dla obserwacji po-
chodzacych z rozktadu normalnego N(1,2). Proponujemy czytelnikowi
odczytaé a wykresu, ze m =110 = 2.

Logarytmiczno-normalny wykres kwantylowy. Jest to aparat diagno-
styczny do wykrywania logarytmiczno normalengo rozktadu. Wykorzy-
stujemy nastepujacg wlasno$é. Zmienna X jest logarytmicnzo-normalna
wtedy i tylko wtedy gdy log X jest normalnie roztozona zmienna lo-
sowa. A wigc wykres kwantylowy bedzie zadany przez {(®~'(k/(n +
1)),lOgX(k)), 1 S k S n}
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Rysunek 5.3: Wykladniczy vs obserwacje Pareto; 150 obserwacji.

o Paretowsks wykres kwantylowy jest czesto wykorzystywanym narzedziem.
Przyponijmy, ze jesli U ma rozklad Pareto Par(a,c) to P(U < x) =
1—((1+2x)/c) > dlax > c awiecc log Q(y) = log ¢ — a~tlog (1 —y).
Paretowski wykres kwantylowy otrzymujemy rysujac wykres punktow
{(=log(1l = k/(n + 1)),logUwx)), 1 < k < n}. Jesli dane pochodza
z rozktadu Pareto to wykres bedzie mial ksztalt prostej przecinajacej
o na wysokosci log ¢ i nachyleniu o~!. Zauwazmy, Ze uzycie Pare-
towskiego wykresu kwantylowego ma rowniez sens gdy rozktad U jest
Pareto podobny, tj. P(U > z) ~ 2=*L(x), gdzie L jest funkcja wolno
zmieniajaca sie.

o The Weibullowsk: wykres kwantylowy Przypmnijmy, ze rozktad ogona
w tym wypadku wynosi F(x) = exp(—ca"). Funkcja kwantylowa jest
wtedy Q(y) = (—c'log(1 —y))l/r dla 0 < y < 1. Jesli wezmiemy
logarytm z tego wyrazenia, to znajdujemy, ze log Q(y) = —r!log ¢ +
r~!log(—log(1—1vy)) ktore automatycznie prowadzi do Weibullowskiego
wykresu kwantylowego {(log(—log(1 —k/(n +1))),logUuy), 1 <k <
n}. Jesli dane pochodza z rozkladu Weibulla, to powinnis$my sie spo-
dziewa¢ linii prostej o nachyleniu r~! i przecinajacej . —r~!log c.
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Rysunek 5.4: Normalny vs obserwacje normalne; 150 obserwacji.
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5.6 Wlasnosé braku pamieci rozkladu wyktladniczego

Niektore algorytmy istotnie wykorzystuja tzw. brak pamieci rozkltadu wy-
ktadniczego czasu obstugi i opuszczenie tego zatozenia bedzie wymagalto istot-
nych modyfikacji. Natomiast mozemy zatozy¢, ze sa znane momenty napty-
wania zadan A; < As < .... Tak jest na przyktad gdy zgloszenia sa zgodne z
niejednorodnym Procesem Poissona. Tak jest na przyktad gdy odstepy mie-
dzy zgloszeniami sa niezalezne o jednakowym rozkladzie (niewyktadniczym).
W kazdym zdarzeniu (niech bedzi ono w chwili t), gdy dotychczasowy algo-
rytm mowit, ze nalezy generowa¢ X i podstawi¢ t4 = t+ X, nalezy podstawic¢
najwczesniejszy moment zgloszenia zadania po chwili ¢.

Przy konstrukcji algorytmu dla systeméw z jednym serwerem wykorzy-
stywalis$my tak zwang wtasnos$é¢ braku pamieci rozktadu wyktadniczego. Wta-
snos¢ mozna sformutowaé nastepujgco: dla:

P(X >s+tX >s)=P(X >1), s, t> .

Latwo pokazaé, ze wtasnosc jest prawdziwa dla zmiennej losowej o rozktadzie
wyktadniczym X ~Exp(\). Okazuje sie rowniez, ze rozktad wyktadniczy jest
jedynym rozktadem o takiej wtasnosci.

Bedzie tez przydatny nastepujacy lemat.

Lemat 5.3 Jesli Xy, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymsi losowym oraz X; ~
Exp()\;), to zmienne

T = min X, I = arg min X;

i=1,....,n i=1,...,n
sq niezalezne oraz T ~ Exp(A+...... + X)) i P(J=7)=N/( M+...... +
An)-
Dowod Mamy
P(T>tJ=j) = (m1nX>trr;1nX>X)

= / IP( m1nX>tn;1nX>a:))\e’\xdx
= / IPmmX > z)\e N da

= / e 2 N\ e N
t
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6 Procesy kolejkowe

Zajmiemy sie symulacja proceséow ktore wystepuja na przyktad w zastoso-
waniach telekomunikacyjnych i przemyslowych. W tym celu bedzie nam po-
mocny jezyk i formalizm tzw. teorii kolejek. Teoria kolejek jest dzialem
procesOw stochastycznych. Zajmuje sie analiza systemoéw, do ktérych wcho-
dza/wplywaja zadania/pakiety/itd majace by¢ obstugiwane, i ktore tworza
kolejke /wypelniaja bufor, i ktore doznaja zwtoki w obstudze. Zajmiemy sie
teraz przegladem podstawowych modeli i ich rozwiazan.

6.1 Standardowe pojecia i systemy

Zadania zglaszaja sie w momentach A; < Ay < ... 183 rozmiarow S, S, .. ..
Odstepy miedzy zgloszeniami oznaczamy przez 7, = A; — A;_1. Zadania s3
obstugiwane wedtug requlaminow jak na przyktad:

e zgodnie z kolejnoscia zgloszen (FCFS -First Come First Seved)

obstuga w odwrotnej kolejnosci zgtoszen (LCFS - Last Come First Se-
rved)

w losowej kolejnosci (STRO),

z podziatem czasu (PS), tj jesli w systemie jest n zadai to serwer
poswieca kazdemy zadaniu 1/n swojej mocy.

najdtuzsze zadanie najpierw — LPTF (longest processing time first),
e najkrotsze zadanie najpierw — SPTF (longest processing time first),

Zaktadamy tutaj, ze zadania sa natychmiast obstugiwane jesli tylko serwer
jest pusty, w przeciwnym razie oczekuje w buforze. W przypadku wiek-
szej liczby serwerow bedziemy przyjmowac, ze sa one jednakowo wydolne, to
znaczy nie odgrywa roli w przypadku gdy kilka jest wolnych, ktory bedzie
obstugiwal zadanie. Bufor moze byé¢ nieskoniczony lub z ograniczong liczba
miejsc. W tym ostatnim przypadku, jesli bufor w momencie zgloszenia do
systemu jest pelny to zadanie jest stracone. Mozna bada¢:

o L(t) — liczba zadan w systemie w chwili ¢,

o L,(t) — liczba zadan oczekujacych w buforze,
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o W, — czas czekania n-tego zadania,

e D, — czas odpowiedzi dla i-tego zadania (czas od momentu zgloszenia
do momentu wyjscia zadania z systemu)

e V(t) — zaladowanie (workload) w chwili t, co jest suma wszystkich
zadan ktore zostaly do wykonania (wliczajac to co zostalo do wyknania
dla juz obstugiwanych).

W przypadku systeméw ze stratami, bada sie prawdopodobienstwo, ze nad-
chodzace zadanie jest stracone (blocking probability lub loss probability).

Przez I, w, d,  bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio w warunkach stabilnogci:
srednig liczbe zadan w systemie, $redni czas czekania, Sredni czas odpowiedzi,
srednie zatadowanie.

7 Przeglad systeméw kolejkowych

7.1 Systemy z nieskoriczong liczbg serwerow

System w ktorym kazde zgtoszenie ma przydzielony natychmiast serwer do
obstugi. A wiec nie ma czekania. Nieciekawy jest rowniez czas odpowiedzi
wynoszacy tyle ile rozmiar zadania. Bedziemy wiec pytaé si¢ o liczbe L(t)
zadan w chwili ¢. Zadania zgtaszaja sie w momentach 0 < A; < Ay < ...
i ich rozmiary wynosza odpowiednio Sy,5,,.... A wiec i-te zadanie jest w
systemie w odcinku [A;, A; + S;). Mozemy formalnie zdefiniowaé

L(t) = Z 1[Ai7Ai+Si)(t)'
=1

Jesli interesujemy sie procesem L(t) jedynie w odcinku (0,¢,.¢] to wtedy
musimy znalezé n takie ze A, < t,A,y1 > t; wtedy i-te zadanie jest w
systemie w odcinku [A;, min(¢max, 4; + 5;)). Algorytm na symulacje L(t)
gdy dane sa procedury generowania (A;) oraz (S;) jest nastepujacy. Piszemy
A; = A(Q) oraz S; = S(i).

1=0;

A=-\log rand/lambda;
while A<=tmax
generate S;
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1=1+min(tmax, A+S) -A;
generate A;

end

lbar=1/tmax

M/M/oo Najlatwiejszym do pelnej analizy jest system gdy odstepy mie-
dzy zgloszeniami (7;) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie wykladniczym z parametrem A. Wtedy zgloszenia sa zgodne z
procesem Poissona z intensywnoscia \. Czasy obstug sa niezalezne o jedna-
kowym rozkladzie p. Wtedy mamy, niezaleznie od wielkosci p = A/

o lim; ,. IP(L(t) =k) = ”k—’je"’ oraz
o limy , EL(t) =p.

Bardziej interesujace z punkty widzenia symulacji jest istnienie granic z praw-
dopodobienistwem 1

1 t pk
1 —_ — — L e F
tlgilo i ), 1(L(t) = k) 7€ (7.5)
oraz
o
1 t
lim — [ L(t)=p (7.6)
t—oo t 0

M/G /oo Proces zgloszen zadan jest taki sam jak w M/M /oo, jednakze
rozmiary kolejnych zadan (S;); sa niezalezne o jednakowym rozkladzie G.
Musimy zalozy¢, ze IES; = ! < co. W tym systemie jest nieograniczony
zasob serwerow a wiec zadne zadanie nie czeka i nie ma sensu moéwic o czasie
czekania ktory jest zerowy i czasie odpowiedzi, ktory rowny jest rozmiarowi
zadania. Wtedy mamy, niezaleznie od wielkosci p = AIES < oo

o limy . P(L(t) =k) = pk—lje*f’ oraz
[ J

lim EL(t) =p (7.7)

t—o0
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i rowniez sa prawdziwe wzory ([?? eq:erodicM /M /infty.1?7]), (7.6).
Proces L(t) bedzie stacjonarny jesli jako L(0) wezmiemy zmienna losowa
o rozkladzie Poissona Poi(p). Wtedy funkcja kowariancji !

R(t) = E[(L(s) — p)(L(s+1) = p)] (7.8)
- A[ (1—G))dv . (7.9)

Ponandto znamy wzor na obciazenie jesli w chwili ¢ = 0 nie ma zadnych
zadan, tj. L(0) = 0:

p—EMﬂ:AZmﬂ—G@»@.

W szezegolnosei dla M/D /oo, tj. gdy rozmiary zadan sa deterministyczne
mamy R(t) = p(1 —ut) dlat < p~toraz R(t) =0dlat>p ' ?

7.2 Systemy ze skonczong liczbg serweréw

M/M/1 Najlatwiejszym do pelnej analizy jest system gdy odstepy mie-
dzy zgloszeniami (7;) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie wyktadniczym z parametrem \. To zalozenie odpowiada, ze zglo-
szenia s3 zgodne z procesem Poissona z intensywano$cia A. Czasy obstug sa
niezalezne o jednakowym rozktadzie p. Wtedy, miedzy innymi, wiadomo ze
w przypadku A < g (lub rownowaznie p < 1, gdzie p = \/pu), niezaleznie od
wyzej wymienionej dyscypliny obstugi:

o pp =lim; .  IP(L(t) =k)=(1—p)p* (k=0,1,2,...) oraz
[=1lim EL(t) = A 7.10
= lm EL() = —— (7.10)

o Iy =limy oo B Ly(t) = 25

Natomiast w przypadku dyscypliny FCFS mamy

o 0= lim, . EW, = m

!Cytowanie za Whittem [46]
2Napisac procedure generowania relalizacji M /G /infty.
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e d=1lim, ... JED, = ﬁ

Ponadto mamy z prawdopobienstwem 1 zbieznos¢
. t
o lim; . [, L(s)ds/t = ﬁ

o lim; o fot Lq(3> ds/t = u(;\:\)

a w przypadku dyscypliny FCFS mamy
o limy oo Y5, Wy/k = 2

o limy o Z?zl dj/k - MTlA

DODATEK

M/M/c Proces zgloszenn zadani oraz ich rozmiary sg takie same jak w
M/M/1. Natomiast w tym systemie jest ¢ serweréw obstugujacych z ta sama
predkoscia. Podobnie jak dla M/M/1 mozemy pokazac, ze, jesli obluga jest

zgodna 7z kolejnosciag zgloszen, to, przy zatozeniu p < ¢
® = lim EW, = %
n—00 p(e = p)
i mamy rowniez z prawdopdobienstwem 1 zbieznosé

k

k—o0
Jj=1

Mamy réowiez dla dyscypliny FCFS ale i réwniez pewnej klasy dyscyplin

obshugi

pk—fpg, k=0,...,c
pr=lim P(L(t) = k) = .
to0 #po, k > C.

gdzie
~1
¢ k c+1
_ AT
Po= [Z k! +c!(c—p)] '
k=0
oraz z prawdopodobienistwem 1
t

lim [ L(s)ds/t= .

t—o00 0
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GI/G/1 Jest to system taki, ze (74)r (A1 = 71, Ao = 71 + To,...) 53 nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie F' a rozmiary zadan
(Sk)r tworza ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkla-
dzie G. Przypusémy, ze w chwili ¢ = 0 system jest pusty, i pierwsze zadanie
przychodzi w momencie A;. Wtedy oczywiscie czas czekania tego zadania
wynosi Wy = 0. Dla systemo6w jednokanalowych prawdziwa jest rekurencja

Wii1 = (Wk + S — Tk+1>+. (7.11)

Mozna rozpatrywaé alternatywne zalozenia poczatkowe. Na przyktad, przy-
pusci¢, ze w chwili Ag = 0 mamy zgloszenie zadania rozmiaru Sy, ktére bedzie
musiato czeka¢ przez czas W,. W takim przypadku rozpatruje sie rézne zato-
zenia o rozkladzie Wy, Sy i A1, ale zawsze trzeba pamietaé niezaleznosci azeby
ponizsze fakty byly prawdziwe. Natomiast rekurencja ([?7eqn:rekurencja
GI/G/177]) jest niezalezna od wszlkich zalozen probabilistycznych. Przy
zalozeniach jak wyzej Wj tworzy tanicuch Markowa i jesli IS, < Er, to
istnieja granice limy,_,, IP(W} < z) oraz, jesli IES? < oo

k—o0

Ponadto z prawdopodobienstwem 1

W przypadku, gdy 71 ma rozklad wyktadniczy z E7y = 1/ to

AE S?
21— NES,)

W= (7.12)
Wzér (7.12) jest zwany wzorem Pollaczka-Chinczyna. Jesli S ma rozktad
wykladniczy z parametrem pu, to wtedy powyzszy wzor pokrywa sie z odpo-
wiednim wzorem dla M/M/1.

W szczegoblnosei jesli rozmiary zadan sa niezalezne o jednakowym rozkta-
dzie wyktadniczym, to oznaczamy taki system przez GI/M/1. Jesli proces
zgloszen zadan jest procesem Poissona, to wtedy piszemy M/G/1. Jedli za-
rowno proces wejsciowy jest Poissonowski jak i rozmiary zadan sa wyktadni-
cze, to piszemy M/M/1.
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GI/G/c Jest to system taki, ze odstepy miedzy zgloszeniami sa (7% )
(A1 =11, As = 1y +79,...) arozmiary zadan (Sg)x. Jest ¢ serwerow, i zadania
oczekujace w buforze do obtugi zgodnie z kolejnosc¢ia zgloszeni. Zamiast re-
kurencji ([??eqn:rekurencja GI/G/17?]) mamy nastepujaca. Oznaczmy
Vo= Wu, Voo, ., Vo), gdzie 0 < V,,; < Vo < ... < V. Skladowe tego
wektora reprezentuja dla n-go zadania (uporzadkowane) zatadowanie kazdego
z serwerOw. A wiec przychodzac idzie do najmniej zaladowanego z zatadowa-
niem V,,; i wobec tego jego zatadowanie tuz po momencie zgloszenia wyniesie
Va1 + Sn. Po czasie 7,41 (moment zgloszenia n + 1-szego) zaladowania wy-
n0Sza Vi1 + Sn — Tnats Ve — Tnats - -+ 5 Ve — Taa1. Oczywiscie jesli sa ujemne
to ktadziemy 0, tj (Vi1 + S0 — Toa1) s (Ve — Tna1) 4y -+ (Vie — Tow1 ). Teraz
musimy wyniki uporzadkowa¢. Wprowadzamy wiec operator R(x), ktory
wektor & z IR® przedstawia w formie uporzadkowaej tj. () < ... < x(). A
wiec dla systemu z ¢ serwerami mamy rekurencje

(Vn+1,17 Vn+1,2> ceey Vn+1,c)
= R(<Vn1 + Sn - Tn+l)+a (VnZ - Tn+1)+> cey (Vnc - Tn+l)+ .

Przypusémy, ze w chwili ¢ = 0 system jest pusty, i pierwsze zadanie
przychodzi w momencie A;. Wtedy oczywiscie czas czekania tego zadania
wynosi Vi = Vo = ... = V. = 0. Rekurencja powyzsza jest prawdziwa
bez zalozeni probabilitycznych. Jesli teraz zalozymy, ze ciag (7,) i (S,) sa
niezalezne i odpowiednio o jednakowym rozkladzie F'i GG, oraz jesli p = % <
¢, to system sie stabilizuje i istnieje rozktad stacjonarny.

7.3 Systemy ze stratami

M/M/c ze stratami Proces zgloszen zadan oraz ich rozmiary sa takie
same jak w M/M/1. Natomiast w tym systemie jest ¢ serwer6w obstuguja-
cych z ta sama predkoscia, ale nie ma bufora. Jesli przychodzace zadanie
zastaja wszystkie serwery zajete, to jest stracone. Mozna pokazaé istnienie
granicy

Pk
ijo P/
gdzie p = A/, i teraz ta granica istnieje zawsze niezaleznie od wielkosci p.
W szczegblnosci mamy tez

pe = lim P(L(t) = k) = k=0,...,c
t—o00

i =D .
ti>r£> t p
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Dla tego systemu szczegoélnie ciekawa charakterystyka jest tzw. prawdopdo-
biefistwo straty, ktore mozemy w intuicyjny sposob zdefiniowaé¢ nastepujaco.
Niech

I oo ms
Wtedy z prawdopodobienistwem 1 istnieje granica
k
Dblock = klggojzl J;/k. (7.14)

Prawdopodobienstwo ppock jest stacjonarnym prawdopdobienstwem, ze przy-
chodzace zadanie jest stracone. Odréznijmy ppock 0d pe, ktore jest stacjo-
narnym prawdopodobieristwem, ze system jest pelny, chociaz dla M/M/c ze
stratami te prawdopodobienstwa sie pokrywaja. Tak nie musi by¢, jesli za-
dania zglaszaja sie do systemu nie zgodnie z procesem Poissona. Okazuje
sie, ze tzw. wzor Erlanga

p°/c!
Polock = <¢ 7
* Zj:o P/

jest prawdziwy dla systemow M/G/c ze stratami, gdzie rozmiary kolejnych
zadan tworza ciag niezaleznych zmiennych losowych z jednakowa dystrybu-
anty G, gdzie ' = [ x dG(x) jest warto$cig oczekiwang rozmiaru zadania.

8 Bladzenie przypadkowe i technika zamiany
miary

8.1 Bladzenie przypadkowe

Zacznijmy od pojecia blgdzenia przypadkowego. Niech &1, &, ... bedzie cig-
giem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie. Bilgdze-
niem przpadkowym nazywamy ciag {S,,n = 0,1,...} zdefiniowany nastepu-
jaco:

S():O, Sn:51++§m n:1,2,....
Bedziemy zaklada¢, ze istnieje i jest skonczony pierwszy moment IE&;. Po-
damy teraz tzw. twierdzenie ..... Dowd6d pierwszych dwoch przypadkow jest
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prostym zastosowaniem prawa wielkich liczb Kotmogorowa. Natomiast do-
wod trzeciego przypadku jest nietrywialny i mozna go na przyktad znalezé
w ksiazce [39)].

Twierdzenie 8.1 7 prawdopodobienstwem 1 mamy

lim S,, = oo, gdy IE& > 0,

n—oo

lim S, = —o0, gdy E& <0,

n—00
oraz

limsup S, = oo, liminf = —o00 gdy IE& = 0.
n—00 n—00
Teraz niech a < 0 < birozpatrzmy btadzenie {S,,} do momentu opuszczenia
przez niego przedzialu (a,b). Bladzenie moze opusci¢ przedzial (a,b) albo
przeskakujac przez b lub przeskakujac przez a. Interesujace jest pytanie o
prawdopodobieristwo opuszczenia na przyktad przez b. Formalnie definiu-
jemy to prawdopodobieristwo nastepujaco. Niech 7 = min{i > 1 : S; ¢
(a,b)}, bedzie momentem opuszczenia przedziatu. Szukane zdarzenie to

A={S; > b1 < o0}

Oczywiscie jesli a,b sa skonczone, to z twierdzenia 8.1 mamy, ze IP(7 <
o0) = 1 ale bedzie nas interesowal rowniez przypadek, gdy a = —oco. Wtedy
oczywiscie, rowniez z twierdzenia 8.1, mamy

P(r<oo) = 1 jesliEEE >0,
P(r<oo) < 1 jesliEE <O.
Dla zadania z a = —oo, dalej zwanego zadaniem 1-szym bedziemy liczy¢

IP(T < 00), natomiast dla zadania z a, b skoriczonymi, bedziemy liczy¢ zada-
nie 2-go ktore ma na celu obliczy¢ IP(S; > b).

Zauwazmy jeszcze, gdy P(§ = 1) = piIP(§ = —1) = ¢ =1 —p,
to btadzenie przypadkowe generowane przez ciag &1, ... nazywamy prostym
symetrycznym.

8.2 Technika wykladniczej zamiany miary

Kontynuujac rozwazania z podrozdzialu X.2.1 sformulujemy teraz wazna
tozsamo$¢, zwang tozsamoscia Walda, prawdziwa dla zmiennych v beda-
cych czasem zatrzymania dla {S,}. Niech A bedzie zdarzeniem takim, ze
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An{v =4k} ={(&,...,&) € B*¥} dla B* ¢ R, k = 0,1,.... Oznaczamy
to przez A € F,. W dalszej czeséi wyktadu bedziemy korzystali z v = 7,
ktory jest czasem wyjscia btadzenia przypadkowego z (a,b), oraz A =S, > b
lub A = Q. Przedstawimy teraz wazna tozsamo$c¢, ktora jest prawdziwa dla
dowolnego rozktadu &, byleby 0 € (61, 6).

Fakt 8.2 (Tozsamos¢ Walda analizy sekwencyjnej) Jesli A C {1 < oo}, to
P(A) = IE " [in” ()e 0 +-+8), 4], (8.15)
Whiosek 8.3
P(r < 00) = B[ (0)e 0@+ 1 < o). (8.16)

Przypomnijmy, ze IE&; < 0. Zbadajmy teraz funkcje m(0) w przedziale
0, < 0 < 6,). Poniewaz
dm(6)
df =0

=IE§ <0,

wiec funkcja m(0) w 6 = 0 rowna sie 1 i w tym punkcie maleje. Dalej
bedziemy przyjmowac nastepujace zatozenie.
Zalozenie IE&; < 01iistnieje v > 0 dla ktorej m(y) = 1, oraz

din(6)
do |0=~

< Q.

Przy tym ztozeniu funkcja m(f) ma przebieg nastepujacy. W przedziale
[0,v] funkcja Scisle maleje od 0 do 6y oraz $cisle rosnie od 6y do v + € dla
pewnego € > 0. W 0 = 0, przyjmuje wartos$¢ 1.

Lemat 8.4 Dla zmiennej losowej & okreslonej na przestrzeni probabilistycz-
Y
nej (2, F,IP") funkcja tworzgcea momenty

e = m(s +6).

Stgd

y dm(6
Bl = S o e 0> 6
dS ‘3:0
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Dowaod
Wnhniosek 8.5 Dla 60 > 6y mamy ]?’9(7' < 00) = 1. Stqd dla zadania Y
IP(7 < 00) = E [ (§)e &1+,

W szczegolnosci

P(r < o0) = B e 1@t

Natomiast dla zadania 2-go moment zatrzymania 7 jest zawsze skonczony
i dlatego obliczenie IP(7 < o0) jest nieciekawe bo wielkos¢ ta rowna sie 1.
Natomiast potrzebne sa inne wielkoSci.

Whiosek 8.6
P(S, > b) = B ["(0)e E+-+5), 5 > p.
W szczegdlnosci

P(S, > b) = E”{e—v(£1+...+&); S, >1).

Jak sie okaze, wybor 6 = ~ jest w pewnym sensie optymalny.
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